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Résume :

Ce mémoire a l’étude d’un probleme
linéaire, en présentant tout d’abord
des résultats d’analyse convexe et de

la programmation mathématique.

Enfin de passe la formule du probleme
étudie, Ensuit en vue quelque
méthodes de résolution.
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Introduction

Le développement de la théorie et des outils de la programmation linéaire a réel-
lement pris son essor & partir des années 1940 méme si les structures mathématiques
sous-jacentes ainsi que quelques éléments algorithmiques ont vu le jour durant la période
1870 -1930 avec les travaux de J.B. Fourier (fondements de la programmation linéaire et
de la méthode du simplexe), T. Motzkin (théorie de I’élimination, dualité) Farkas (dua-
lité), Minkowski (dualité), Caratheodory (polyédres et polytopes), de la Vallée Poussin
(méthode d’élimination de Motzkin), Von Neuman (théorie des jeux).

La fondation de la programmation linéaire en tant que domaine d’étude est prin-
cipalement créditée & D.B.Dantzig auteur de ’algorithme du simplexe en 1947 dans le
contexte du projet SCOOP (Scientific Computation of Optimal Programs) et du com-
plexe militaro-industriel installéau sein de 'US Air Force au Pentagone.

L’algorithme devait répondre aux besoins de planification des transports lors d’opé-
rations militaires modélisés comme un probléme de programmation linéaire. Signalons
que L.V. Kantorovich, mathématicien et économiste soviétique, a proposé des modéles
de programmation linéaire pour des applications industrielles en économie planifiée ainsi
qu'une méthode expérimentale de résolution par des variables duales, malheureusement
non soutenue par une théorie formelle. Cela lui a valu de partager « le prix Nobel »
d’économie avec T.Koopmans en 1975.

Aussi performant et largement utilisé que peut étre I'algorithme du simplexe, le fait
qu’il appartienne a la classe des algorithmes non polynomiaux a incité les chercheurs a

proposer d’autres algorithmes dont la polynomialité était avérée.



Le premier algorithme polynomial pour la programmation linéaire est dérivé de la mé-
thode générale de l'ellipsoide défini par A. Nemirovski (Prix John von Neumann 2003), D.
B. Yudin et N. Shor en 1970. L. Khachiyan a ainsi construit un algorithme de 1’ellipsoide
adapté a la programmation linéaire en 1979 dont le mérite tient plus a la contribution
en théorie de la complexité et & 'ouverture ainsi réalisée vers les méthodes polynomiales
plutot qu’en son efficacité pratique jugée médiocre.

Une nouvelle avancée décisive a été réalisée en 1984 qu’en son efficacité pratique
jugée médiocre. Une nouvelle avancée décisive a été réalisée en 1984 par N. Karmarkar,
chercheur a IBM qui a proposé, pour la premiére fois, une méthode des points intérieurs
dont il a démontré la complexité polynomiale dans le pire des cas.

La majorité des solutions logicielles actuelles sont construites autour de ’algorithme
du simplexe et d’algorithmes des points intérieurs.

Dans ce travail, on va présenter des notions de base sur la programmtion mathé-
matique et particulierement linéaire, et on va voir des méthodes de résolution de ce
probléme.

Ce mémoire est composé de quatre chapitre :

Dans le premier, nous rappelons des résultas fondamentaux d’analyse convexe.

Le deuxiéme chapitre est consacré a une présentation générale des problémes mathé-
matiques.

Le troisieme chapitre est a étudie le probléme linéaire.

Le dernier chapitre contient la discription de quelques méthodes de résolution de ce

dernier probléme.



Chapitre 1

Programmation mathématique :

généralités et outils de base

1.1 Introduction

Ce chapitre comprend des résultats fondamentaux d’analyse convexe et de la pro-

grammation mathématique qui seront utilisé ultérieurement.

1.2 Généralités

1.2.1 Notions fondamentales d’analyse convexe

La notion de convexité est un outil mathématique important pour I’étude théorique
des problémes d’optimisation.
On présente dans ce paragraphe quelques notions d’analyse convexe d’usage courant.

e Un sous ensemble C' de R" est dit convexe si :
1-Nz+lyeC,Vaz, yeC,VAel0,1].

Dans le présent paragraphe, on considére une fonction f : R” — R, avec



R=RU{—00, +00}.

e [’ intersection de tous les ensembles convexes contenant un sous ensemble S de R"
est appelée : enveloppe convexe de S,

on la note conv (S) ou co (S) : c’est le plus petit convexe de R™ contenant S.

e [’enveloppe convexe d’'un sous ensemble fini de R"™, conv ({xz, 1= m})

est appelé : polytope. Si de plus, les vecteurs {31:Z —x1, 1=2,k+ 1} sont

linéairement indépendants, alors conv({xi,i =1k+ 1}) est appelé :
un k£ _simplexe de sommets zy, ..., Tpi1.
e Un polytope convexe est dit polyedre.
e [’ensemble :
dom(f) ={z eR" : f(z) < +o0}.
est dit domaine effectif de f.
e La fonction f est dite propre si :

dom(f) # @ et f(z)>+oo, VreR™

Dans le cas contraire on dit que f est impropre.

e Pour a € R, I'ensemble :
Sa(f) ={z €R" : f(z) <a}.

est appelé ensemble de niveau « ou section (inferieur large) de f.

e [’ensemble

Sa(f)={zeR" : f(z) <a}.

est dit de niveau « inférieur strict de f.



e La fonction f est dite convexe si :

fA=XNz+Xy) <(A-=N) f(x)+ A f(y), Vo, ye R", V X € [0,1]

Par convention, on prend oo — 0o = 400.

On montre que f est convexe si et seulement si pour tout entier m > 0 et pour tout
m

)\izOtelsqueZ)\izlona:

i=1

f <Zm:)\zl“z> < szki f(xy), Vo, € R"

e La fonction f est dite strictement convexe si :
f(A=Nz+Ay) <(@=A) f(@)+A[f(y),Va, y eR", z#y VAe]0,1].

e Etant donnée une fonction g : C' — R™ avec C' C R", prenons

hr) = g(x), sizx€c

400, ailleurs

On a alors h : R" — RU{+o0} la fonction h, s’appelle prolongement ou étendue de
g sur R™.
Si C' est convexe alors, la fonction g est convexe sur C' si et seulement si son

prolongement h est convexe sur R".



Chapitre 2

Programmation mathématique

2.1 Définitions

Définitions 2.1.1 :

Etant donné un domaine C' C R™ et une fonction f : C' — RU{+o0} :
e Un probléme de programmation mathématique consiste & minimiser (ou mazimiser)
f sur C.
Autrement dit, il s’agit de trouver un point x* € C' (si un tel point existe) pour lequel :
f(z) > f(z*) pour tout x € C' (dans le cas de mazimisation, f(x) < f(x*) pour tout
rel).
e Un probléme de programmation mathématique (de minimisation) est formulé

comme suit :

min f(x)

P
{ reC (P)

e Tout point de C' est appelé solution réalisable de (P).

e On appelle solution optimale globale de (P) toute solution réalisable x* réalisant

le minimum de [ sur C.



L’ensemble des solutions optimales globales est noté :
arg mcin f(x)

e On dit que x* est une solution optimale local de (P) s’il existe un voisinage V' de x*
tel que f (x) < f (2*),Vx e V.

L’ensemble des solutions optimales locales est noté par loc mcin f(z).

Nous avons toujours :

arg mcin f(z) C locmgn f(x)

eSoit x € C, on dit que d € R™ est une direction admissible s’il existe a > 0

tel que : x+td € C, ¥ t € [0,q].

2.2 Principaux résultats d’existence et d’unicité

Théoréme 2.2.1 : (Existence)
Si f est propre, continue, coercive (i. e f(x) — +oo lorsque || x ||— oo avec x € C')

alors (P) admet ot moins une solution optimale.

Théoréme 2.2.2 : (unicité)

Si de plus f est strictement conveze alors (P) admet une solution optimale unique.

2.2.1 Conditions d’optimalités

(A) Cas sans contraintes :

Prenons C' = R", le probléme est donc :

{min f(2) (1)

rER”

et supposons que f est ou moins deux fois contintiment différentiable.



Définition 2.2.1 : (direction de descente)
Soit f : R" — R, x € R"™, un élément d € R™ est dit direction de descente au

point x si et seulement s’il existe un & > 0 tel que :

flx+Xd) < f(z), VAe€]0,6[.

Schémas général des algorithmes d’optimisation sans contraintes :
Supposons que dj, soit une direction de descente au point z, ceci nous

permet de considérer le point x;, 1 successeur de xj, de la maniére suivante :
Tpr1 = T + Medi, A € ]0, +5[
Vu la définition de direction de descente, il est clair que :

f(@hy1) = fzn + Arde) < f(ag).

Un bon choix de dy et Ay permet ainsi de construire une multitude d’algorithmes
d’optimisation.
Exemple de choix de direction de descente :
Si on choisit dy = =V f(zx) (Vf(zx) designe le gradient de f au point xy)
et si V f(zg) # 0, on obtient la méthode de gradient.
La méthode de Newton correspond & : dy = —(Vf (1)) 'V f (z1), (V2 f(2p)
designe la matrice hessienne de f au point zy)
Exemple de choit de pas \; :

On choisit on général A\, de facon optimal, c-a-d que A, doit vérifier :
f(:vk + )\kdk) < f(ﬁk + )\dk), Ve [0, +OO[.

En d’autre terme on est ramené a étudier a chaque itération, un probléme de

10



minimisation d’une variable réelle, c’est ce qu’on appelle recherche linéaire.

e Conditions d’optimalité :

Théoréme 2.2.3 : (condition nécessaire du 1° ordre CN1)

Si f admet un minimum local en x* € R™ alors V f(z*) = 0.

Théoréme 2.2.4 : (condition suffisante du 1°" ordre CS1)

Si f est convere et V f(z*) =0 avec z* € R"alors f admet un minimum global

*

en x.

Théoréme 2.2.5 : (condition nécessaire du 2°"° ordre CN2)
Si f admet un minimum local en x* € R"™ alors V f(z*) = 0 et la matrice

hessienne V2 f(x*)est semi définie positive sur R".

Théoréme 2.2.6 : (condition suffisante du 2°"° ordre CS2)
SiV f (z*) =0 et si la matrice hessienne V2 f(x*) est définie positive,

alor f admet un minimum local en z*.

(B) Cas avec contraintes :

Soit le programme mathématique non linéaire (Pm) :

(

min f(zx)
zERn
s.c (Pm)
hij(x) =0, j=1,...,m

\

c-a-d 'ensemble des contraintes est :

C={reR":¢(x)<0, i=1,...,k, hj(x)=0, j=1,...,m}

ou les fonctions f, g; et h; sont au moins deux fois continiiment différentiables.

11



Définition 2.2.2 :

Le Lagrangien du programme mathématique (Pm) est défini par :

L(I A ,u ‘l‘z)\zgz +Z/4L]h](‘r)
j=1

L’obtention des conditions nécessaires d’optimalité nécessite que certains condition
appelées conditions de qualification des contraintes soient vérifiées. Ici nous limiterons
aux trois conditions de qualification suivantes :
¢(CQ1) C est un polyédre convexe :
c’est le cas lorsque les fonctions g;eth;sont affines.
¢(CQ2) condition de Slater :

La condition de qualification des contraintes de Slater est comme suit :

1- Les fonctions g; sont convexes est les fonctions h; sont affines.

2- 11 existe 2° tel que g;(2°) < 0 et h;(2) = 0 pour tout i, j.

¢(CQ3) condition de Mangasarian-Fromowitz :

La condition de qualification des conditions de Mangasarian-Fromowitz en un point
Z € C est comme suit :

1- Les m vecteurs Vh;(Z) sont linéairement indépendants.

2- 11 existe d tel que <Vh J> =0 pour tout 7 =1,...,m et

<ng OD < 0, pour tout i =1, ..., k.

Théoréme 2.2.7 : (Karush Kuhn Tucker)
Supposons que les contraintes vérifient une des trois conditions de qualifications
ci-dessus.

St f aun minimum x*sur C’ alors il existe A\ € R¥ et € R™ tels que :

+vag, +Zujw
Ai >0, gz( )§0, Aigi(z )—O Vi et hj(z*)=0,VYj.

Les quantités \; et ji; sont appelées multiplicateurs de Karush - Kuhn-Tucker-Lagrange.

12



Chapitre 3

Programmation linéaire

3.1 Introduction

Un programme linéaire est un programme mathématique dans lequel :
1- La fonction objectif f est linéaire.
2- Le domaine C' est défini par un ensemble des équations ou d’inéquations affines ou
les deux a la fois appelées contraintes.

eUn programme linéaire (PL) s’exprime de fagon générique sous la forme standard
min [¢'z : x>0, Az =10 (Py)

avec ¢, r € R", b € R™ et A € R™*".
e¢On dit qu’un programmation linéaire est écrit sous forme canonique si le domaine

des solutions réalisables est défini par un systéme d’inéquations affines.

Remarque 3.1.1

On peut toujours mettre un programme linéaire quelconque sous forme générique en

ajoutant des variables supplémentaires appelée variables d’écart.

13



(
max Z:.Z'l—i-l'g

$1+$2§2
2I1+ZE221

L1, T2 2 0

En introduisant les variables d’écart z3 > 0 et x4 > 0 dans la premiére et la deuxiéme

contrainte on met le probléme sous la forme équivalente :

(

max /4 = x1+ x9 + 0x3 + 0x4
T1+ 2o +x3=2
2$2+ZL’2—JI4:1

T1, 22,13 >0

\

Le probléeme (P’) est la forme standard du probléme (P).

Remarque 3.1.2 :
Tout probléeme de minimisation peut étre transformer en un probléme

équivalent de mazximisation.

Remarque 3.1.3 :

La nature d’un programme linéaire ne dépend pas de la forme particuliére qu’on
lui donne ; par contre, elle dépend de la nature des variables x; (composantes du
vecteur x) qu’il contient :

- Un (PL) est dit continu si les variables x; peuwvent prendre n'importe quelle valeur
réelle. (i. e, s’il est de la forme (F)).
- Un (PL) est dit booléen si les variables x; ne peuvent prend que 0 ou 1.

- Un (PL) est dit entier si les variables x; ne peuvent prendre que des valeurs entiéres.

Convention :
Dans la suite, I’expression "programme linéaire" désignera toujours un programme
)

linéaire continu (optimisation continue).

14



3.2 Définitions

Définitions 3.2.1 :
Etant donné un programme linéaire de la forme (Fp).
- On appelle solution tout vecteur = tel que Az = b et solution réalisable (admissible)
tout vecteur x tel que Ax =b, x > 0.
- Supposons que rang(A) = m, on appelle une base B, toute sous matrice carrée

réguliére d’ordre m extraite de A.

Corollaire 3.2.1 :

On associe a toute base B, les décompositions A = [B/N] et x = (iﬁ) et c = (zg)

Si l'on fixe le vecteurs xy & zéro, alors le vecteur x:(Bglb) vérifiant Az = b

est dit solution de base.

- Une solution de base est dite réalisable si xg > 0.

- Les composantes du vecteurs xg sont appelées variables de base et les composantes
du vecteurs x sont appelées variables hors-base.

- Une solution de base est dite dégénérée si certaines de ses variables de base sont

nulles.

- Une solution de base est dite optimale si elle rend la fonction objectif ¢’z optimale.

3.3 Caractérisation des points extrémes

Définition 3.3.1
On appelle un point extréme d’un polytope ou d’un polyédre C, tout point x € C

qui ne peut pas étre exprimé comme combinaison convexre d’autres points :

y €, (y# ).

Tout point extréme est une solution réalisable de base.

Corollaire 3.3.1

15



L’ensemble conveze :
C={zxeR": Az =b, x >0}

a un nombre fini o(x) des points extrémes et o(x) < CI".

Corollaire 3.3.2 :

Tout point d’un polyédre C' € R™ est combinaison convexe des points extrémes

de C.

Théoréme 3.3.1 : (optimalité en point extréme)
L’optimum de Z, fonction linéaire, sur un polyédre C' € R™, est atteint en au
moins un point extréme.S’il est atteint en plusieurs points extrémes, il est atteint

en tout point combinaison convexe de ces points extrémes.

3.4 Dualité

La dualité est un concept fondamental en programmation linéaire, elle conduit a un

résultat de grande portée théorique et pratique : le théoréeme de dualité.

Definition 1 :

Le dual du programme linéaire (Py) est le programme linéaire suivant :

max [bTy cAly<e ye R™] (Py)

Le programme (FPy) est dit primal.

Propriétés fondamentales de la dualité :

Etant donnés deux programme duaux sous la forme (Fy) et (Dy), on a :
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Lemme 3.4.1

Si T est une solution réalisable de (Py) et § une solution réalisable de (Do), alors :

c'T>b'y

Corollaire 3.4.1 :
Soient T une solution réalisable de (Pp) et y une solution réalisable de (Dy)

telles que :

c'z=0b"y

alors T est une solution optimale de (Py) et y est une solution optimale de (Dy).

Théoréme 3.4.1 : (Théoréme de dualité)
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une solution réalisable T (ou y) de
['un des programmes duauzx, soit optimale est qu’il existe une solution réalisable i

(ou ) de lautre programme telle que :

=0y

Cette solution y (ou T) du deuxiéme programme est aussi optimale.

Théoréme 3.4.2 : (Théoréme faible des écarts complémentaires)
Si T ety sont respectivement deux solutions réalisables du primal et du dual, alors

elles sont optimales si et seulement si

(AZ—b)"5=0 et (c—ATy)'2=0

3.5 Formulation d ’un modéle mathématique linéaire

la formulation du modéle mathématique est I’étape la plus délicate de la résolution

d’un probléme, elle nécessite un effort de conception qui doit aboutir a la
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détermination des trois éléments suivante :

a) les variables de décision pour lesquelles on doit décider du niveau a atteindre,
let que le niveau d’activité ’entreprise.

On suppose, dans un premier temps, que ces variables peuvent prendre n’importe
quelle valeur positive.

b) La fonction objectif qui décrit la relation linéaire représentant I’objectif de
I’entreprise, & I'aide des variables de décision.

c¢) Les contraintes du modele qui décrivent les relations linéaire entre les variables

de décision représentant les restrictions auxquelles est sujette I'entreprise.

3.5.1 Exemples de formulations :

Exemple 1 : probléme d’agriculture

Un agriculteur veut allouer 150 hectares de surface irrigable entre culture de
tomate et celles de piments. Il dispose de 480 heures de main d’ceuvre et de 440 m?
d’eau.
Un hectare de tomates demande lheure de main d’ceuvre, 4 m? d’eau et donne un
bénéfice net de 100 dinars. Un hectare de piments demande 4 heures de main d’ceuvre,
2 m?® d’eau et donne un bénéfice net de 200 dinars.
Le bureau du périmetre irrigué veut protéger le prix des tomates et ne lui permet pas
de cultiver plus de 90 hectares de tomates.
Quelle est la meilleure allocation de ses ressources ?
Formulation du probléme en un PL :
Etape 1 : Identification des variables de décision. Les deux activités que I’agriculteur
doit déterminer sont les surfaces & allouer pour la culture de tomates et de
piments
e 1, : la surface allouée a la culture des tomate

e 15 : la surface allouée a la culture des piments
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On vérifie bien que les variables de décision z; et x5 sont positives :

r1 20,2020

Etape 2 : Identification des contraintes.

Dans ce probléme les contraintes représentent la disponibilité des facteurs

de production :

e Terrain : 'agriculteur dispose de 150 hectares de terrain, ainsi la contrainte liée

A la limitation de la surface de terrain est :

T+ x5 < 150

e Fau : la culture d’un hectare de tomates demande 4 m? d’eau et celle d’un hectare
de piments demande 2 m? mais 1’agriculteur ne dispose que de 440 m?.

La contrainte qui exprim les limitations des ressources en eau est :

4131 + ZIQ S 440

e Main d’eeuvre : Les 480 heures de main d’ceuvre seront départager (pas nécessaire
ment en totalité) ente la culture des tomates et celles des piments. Sachant quun
hectare de tomates demande une heure de main d’ceuvre et un hectare de piments
demande 4 heures de main d’oeuvre alors la contrainte représentant les limitations

des ressources humaines est :

r, + 4ZL'2 S 480

o Les limitations du bureau du périmeétre irrigué : Ces limitations exigent que
I’agriculteur ne cultive pas plus de 90 hectares de tomates. La contrainte qui représente
cette restriction est :

x1§90
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Etape 3 : Identification de la fonction objectif. La fonction objectif consiste a
maximiser le profit apporté par la culture de tomates et de piments. Les contributions
respectives 100 et 200, des deux variables de décision x; et x5 sont proportionnelles
a leur valeur.

La fonction objectif est donc z = 1002, + 200.

Le programme linéaire qui modélise le probléme d’agriculture est :

(
max z = 100 x; 4+ 200 x,

T, + 22 < 150
45[,'1 + 2£C2 S 440
T+ 41‘2 S 480

x1§90

21 20,2920

Exemple 2 : probléme de production
Pour fabriquer deux produits d; et dy on doit effectuer des opérations sur trois
machines M;, My et Mj3, successivement mais dans un ordre quelconque. Les

temps unitaires d’exécution sont donnés par le tableau suivant :

M, M, Ms

di || 11 mn || 7 mn 6 mn

ds || 9mn 12 mn || 16 mn

On supposera que les machines n’ont pas de temps d’inactivité.
La disponibilité pour chaque machine sont :
e 165 heures (9900 minutes) pour la machine M;.
e 140 heures (8400 minutes) pour la machine M.
e 160 heures (9600 minutes) pour la machine Msj.
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Le produit d; donne un profit unitaire de 900 dinars et le produit ds un profit
unitaire de 1000 dinars.
Dans ces condition, combien doit on fabriquer mensuellement de produits d; et ds
pour avoir un profit total maximum ?
Formulation en un PL :
Les variables de décisions sont :
e 11 : le nombre d’unités du produit d; a fabriquer
® 1, : le nombre d'unités du produit ds a fabriquer
Les contraintes outre les contraintes de non-négativité sont :
e 11z + 9x9 <9900 pour la machine M,
e 7xy+ 1229 < 8400 pour la machine M,
e 6x1 + 1629 < 6900 pour la machine Ms;

Le profit & maximiser est :

z = 900z; + 1000z,

Le programme linéaire résultant est :

’

max 2z = 900x; 4+ 1000z,
1121 4+ 929 < 9900
Tx1 4+ 1229 < 8400
621 + 1622 < 9600

120,29 >0
Exemple 3 : Probléme d’alimentation

On se propose de réaliser une alimentation économique pour des bestiaux, qui
contient obligatoirement 4 sortes de composants nutritifs, A, B, C' et D. L’industrie
alimentaire produit précisément deux aliments M et N qui contiennent ces

composants :

1K g d’aliment M contient 100g de A, 100g de C, 200g de D, 1K g d’aliment N
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contient 100g de B, 200g de C', 100g de D.

Un animal doit consommer par jour au moins :

0.4Kgde A,0.6Kgde B,2KgdeC,1.7Kgde D.

L’aliment M cotite 10DT le Kget N cotte4DT le Kg.

Quelles quantités d’aliments M et N doit on utiliser par jour et par animal pour
réaliser 'alimentation la moins cotiteuse ?

Formulation en un PL :

On peut résumer toutes les données du probléme dans le tableau suivant :

M || N || Quantités prescrites
A 0.11]0 0.4
B 0 0.1 0.6
C 0.1 021 2
D 0.2 0.1 1.7
Cott || 10 || 4

Ce genre de tableau peut aider & mieux analyser le probléme et ainsi formuler le
programme linéaire correspondant.
Les variables de décision sont :
e 1), : la quantité d’aliments M & utiliser pour ’alimentation des deux bestiaux
e zy : la quantité d’aliments N & utiliser pour 'alimentation des deux bestiaux
Les contraintes de non-négativité sont Le choix de cette quantité est contraint a
la présence dans 'alimentation du composant :
oA :

e B:

0.1z > 0.6 = 22 > 6
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0.1z1 + 0229 > 2 = 21 + 225 > 20

0221 +0.1x9 > 1.7T = 221 + 29 > 17

La fonction objectif est une fonction coft :

z = 101 + 4,

Le programme linéaire est un programme de minimisation :

(
min z = 10x; + 4,

T >4
Ty > 6
T+ 229 > 20
2r1 + 19 > 17

120,29 20

\

Exemple 4 : Sélection de Médias

Une entreprise désire effectuer une campagne publicitaire dans la télévision, la

radio et les journaux pour un produit lancé récemment sur le marché. Le but de la

campagne est d’attirer le maximum possible de clients. Les résultats d’une étude de

marché sont donnés par le tableau suivant :

Télévision T.ocale Par satellite Radio || Journaux
Cotit d’une publicité 40 DT 75 DT 30 DT || 15 DT
N de clt potentiel par publicité 400 900 500 200
N de clt potentiel femme par pub 300 400 200 100
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Pour la campagne, on prévoit de ne pas payer plus que 800D pour toute
la campagne et on demande que ces objectifs soient atteints :
1. Au minimum 2000 femmes regardent, entendent ou lisent la publicité;
2. La campagne publicitaire dans la télévision ne doit pas dépasser 500D7T";
3. Au moins 3 spots publicitaires seront assurer par la télévision locale et au moins
de deux spots par la télévision par satellite.
4. Le nombre des publicités dans la radio ou dans les journaux sont pour chacun entre

5 et 10.

Formulation en un PL :
Les variables de décision du probléme sont :
e 11 : le nombre de spots publicitaires dans la télévision locale
e 75 : le nombre de spots publicitaires dans la télévision par satellite
e 13 : le nombre de spots publicitaires dans la radio
e 12, : le nombre d’affiches publicitaires dans les journaux
Les contraintes de non-négativité sont vérifiées.
Les contraintes du probléme sont :

e Cot total de la compagne publicitaire :

401‘1 + 751’2 + 301’3 + 16334 S 800

e Nombre de clients femmes potentiels par publicité :

300x1 + 40022 + 20025 + 10024 < 2000

e Contraintes de la télévision :

40x1 + 7519 < 500,21 > 3etxy > 2

e Contraintes sur le nombre de publicités dans la radio et dans les journaux et
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5 <x3<10et 5 <24 <10
La fonction objectif & maximiser représente le nombre de clients potentiels par
publicité

z = 400z, + 90025 + 500z3 + 20024

Le programme linéaire résultant est :

,

max 2z = 40027 4+ 900z, + 500z35 + 20024
40x1 + 7529 + 3023 + 1524 < 800
30x1 + 40z + 2023 + 1024 > 2000

40x1 + 75x5 < 500
T >3
To > 2
T3> 5
z3 < 10
T4 > D
Ts <10

1 20,2020,23>0,242>0
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Chapitre 4

Résolution d’un probléme linéaire

4.1 Introduction

Les problémes typiques de programmation linéaire se résolvent a 1’aide de méthodes
mathématiques particuliéres. Parmi les méthodes que les mathématiciens ont eu a
utiliser on peut citer :

1 - la méthode d’énumération.

2- la méthode géométrique ou graphique.

3- la méthode du simplexe.

dans les trois sectinos suivantes nous présenter ces méthode et mettre en exergue

leurs avantages et inconvénients.

4.2 Meéthode d’énumération

C’est la méthode la plus ancienne, elle est basée sur le fait que la solution
optimale est un point extréme du polyédre défini par les contraintes. Elle se
résume selon les étapes suivantes :

1 - Déterminer tous les points extrémes.

2 - Evaluer la fonction objective au niveau de chacun de ces points.
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3 - Comparer les valeurs obtenues.
Ce pendant cette méthode est trés fastidieuse si nous avons & faire a des problémes
ol les points extrémes sont nombreux ou bien les composantes des vecteurs sont

trés nombreuses.

4.3 Méthode graphique

L[’ensemble des points qui satisfant & un systéme d’inéquations & deux inconnues
est un polygone convexe; s’il y a plus de deux variables, c’est un polyédre convexe.
Dans la suite cet ensemble de points sera appelé domaine réalisable ou domaine des
solutions.

La méthode graphique est basée sur le fait que si le probléme admet au moins une
solution optimale, alors celle-ci est I'un des points extrémes du domaine réalisable.

Dans le cas de deux variables, la fonction objective est de la forme :

/= f($1,[L’2> = )\11’1 —+ )\QZEQ

Pour A\ # 0, Ay # 0 et quel que soit f; fixée, la fonction objective est une équation
linéaire & deux variables; \1xy + Asxo = f et sa représentation graphique est une
droite passante par les points (0, f—;)et ({—;, 0).

En faisant varier f, on obtient une famille de droites qui sont appelées droites
d’appui paralléles a la droite d’équation Az + Aoxs = f.

Les droites les plus proches de 'origine des coordonnées rendent minimale la
fonction f(x1,x2)tandis que les plus éloignée la rendent maximale.

La solution au probléme est soit un point au bien un segment de droite.

Dans le cas ou la solution est un point, ce dernier est 'intersection de la droite
d’appui la plus extréme parmi toutes les droites d’appui avec le polygone des
solutions, selon qu’il s’agit d’une minimisation ou d’une maximisation.

En notant : A (aq,as) point, la valeur de la fonction objective est alors :
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f(A) = a1 1 + ag\s.

La solution est un segment, si 'intersection définie précédemment était un segment.
En notant : B (by, by) et C (cq.¢a) les points extrémes de ce segment, les autres points
solutions sont une combinaison convexe linéaire de ces deux points.

Cette méthode malgré sa simplicité n’est applicable que pour des problémes de
dimensions 2 ou 3 au maximum et il est parfois impossible de donner la valeur

exacte de la solution.

4.4 Meéthode du simplexe ou methode de GG. B Dant-

zing

Cette méthode est la plus souple et la plus universelle ; elle s’applique & la résolution
de tout programme linéaire. Mais elle est plus compliquée et exige plus de temps.
Le fondement mathématique de cette méthode garantit une grande précision des
résultats. Les fondements de la méthode simplexe ont été énoncés en 1949 et publiés
en 1959 par G. B. Dantzig.

La méthode du simplexe consiste en une suite d’étapes :

On trouve d’abord une solution de base, puis on regarde si cette solution est optimale.
Si elle ne 'est pas, on remplace une des variables de la base par une autre variable.
On obtient ainsi une nouvelle base. Si ce n’est pas encore une solution optimale,

on recommence, et ainsi de suite, tant que cela est nécessaire.

Par conséquent, le probléme se réduit trouver une solution de base quelconque et

a améliorer cette solution, tant qu’elle n’est pas optimale.

En un nombre fini d’itérations, on détermine ainsi la solution optimale parmi les
solutions de base. Deux autres cas peuvent aussi se présenter :

la fonction objective prend des valeurs infinies ou bien les contraintes sont

incompatibles L’étude des problémes de programmation linéaires par la méthode
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du simplexe fait 1’objet du prochain paragraphe.
Les étape de P’algorithme :

Pour pouvoir appliquer I’algorithme du simplexe il est nécessaire de connaitre
une base réalisable. On suppose donc que ’on dispose d’une telle base de départ.
A itération k, soit B la base courante, J 1’ensemble des indices de B, ceux-ci sont
placés dans un vecteur ligne noté (col(1), col(2), ..., col(m)).

Les différentes étapes sont les suivantes :

Etapel : calculer :

B~! (la matrice inverse de B)

7 = ¢;B7*(les multiplicateurs du simplexe)

Etape2 : Calculer : ¢c; =c¢; — R (les cotts réduits)
Etape3 : Déterminer s de J tel que : ¢, = maz {¢;}

S il existe plusieurs indices, choisir le plus petit.

Si C7 < 0; Arrét : Voptimum est atteint.

Sinon

Etape4 : calculer la colonne A’ par la formule : A’ = B7'A,.
Etape5 : Déterminer l’ensemble I : I ={i/a}, >0}
Si I = ¢; Arrét : optimum non borné.

Sinon :

Etape6 : calculer V' par la formule b’ = B~1b.

EtapeT : déterminer 'indice r tel que : ;T/T = ]\Z/.é z[n {;,/}
S’ils existent plusieurs indices qui vérifient la condition choisir le plus petit.
Etape8 : Mise a jour de la base : J' = J U {s} — col(r),col(r) = s

la colonne dont 1 ’indice est col(r) = s est remplacée par la colonne A®.

etape9 : retourner a étapel.
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Exemple :

Considérons le programme linéaire :

Maxz = 4x; + dzo
2$1+$2+ZB3:8
T1+ 20 +x4 =7 (P)

$2+l’3:3

L X1, T2, T3, T4, Ts t 0

écrit sous forme canonique par rapport & la base réalisable dont les colonnes
forment I'ensemble J = {3,4,5} et on a col(l) =3, col(2) =4, col(3) =5
La solution de base est : vy = x5 = 0,23 = 8,24 = 7,25 = 3.
Les conditions d’application du théoréeme d’optimalité ne sont pas réunies puisque
Ci=4>0,c0=5>0
On voit qu’on a intérét & augmenter x2 (puisque c2=5>cl=4) pour faire croitre z,
donc : s = 2.

Le domaine de variation de x5 est :

1873
D = {l’g/OSiL’QEM@TL |:I,§,I:|}

C’est la troisiéme contrainte :

b

as21 iel
qui limite I'augmentation x2, la 2™¢ colonne entre dans la base et la 5°™¢ en sort.
La nouvelle base est alors formée par les colonnes 3,4 et 2 ¢ ’est a dire que :
J =JU{2} — {5} ={3,4,2}et col(3) =2

Ecrivons (P) sous forme canonique par rapport a J'.
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.
Maxz = 4x1 — dxs + 15
2$1+$3—SL’5:5

J]1+{E4—2I5:1

932—|—£B5:3

La base B’ dont les colonnes sont 3, 4 et 2 n’est pas optimale puisque ¢; =4 > 0
et s = 1.

Cherchons l'indice d’entrée r :

b; b; 1
Min{ % = Min{ — 3 = Min §, -
el Qs el a;1 2°1

Par conséquent ’ensemble des indices des colonnes devient

Dou r=2

J?" = J-{1} —{col(2} = {3,1,2} etcol(2) =1

Ecrivons le probléme(P) sous forme canonique par rapport a la nouvelle base

dont les colonnes sont 3, 1 et 2.

.
Maxz = —4x4 + 3x5 + 19

333—2581—1-3{175:3 >0 (P)
[ 2

T+ x4 — 205 =1

L I2+$5:3

La base n ’est pas optimale puisque c; = 3 > 0. On applique le méme processus

b; b;
Minq— %= Min{ — b = Min §7§ :b_l
el Qg iel Q5 31 15

donc r=1 et par conséquent la lere colonne de la base sort (puisque r=1), et

I'indice r :

la colonne A, = As entre dans la base.
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L’ensemble des indices devient alors :

J" =1{5,1,2} et col(l) =5

La base en question est alors constituée des colonnes 5, 1 et2

Ecrivons encore une fois (P) sous forme canonique par rapport a cette nouvelle base.

.
maxr z = —T3 — 2204 + 22

1

2 —
3x3—§l’4+$5—1

2 1

T1+ 513 — 304 =3 ()
1 2

$2—§I3+§I‘4:2

X1, T2, T3, T4, Ts Z 0

Z:22+O{E1+0I2—$3—2$4+01‘5:—I3—2l’4+22

cest a dire que :

0120220520, 63:—17 642—2

Le vecteur cotit est négatif ou nul par conséquent la base courante est optimale.

La solution optimale est :

X*=(3,2,0, 0, 1) et 2* =22
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Conclusion 1

Dans ce travail, nous avons présenté une étude générale d’un probléme linéaire, en
présentant quelques résultats d’analyse convexe, de la dualité et de la programmation
mathématique ainsi que la formulation d’un probléme linéaire et essentielement quelquse

méthodes de resolution de ce probléme.
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