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Introduction Générale

La notion de convexité est un outil mathématique d�importance capitale pour

l�étude des problèmes d�optimisation et autres. En e¤et ,les ensembles et les fonctions

convexes jouissent de propriétés algébriques et topologiques fréquemment utilisées dans

la caractérisation des solution optimales et même pour le développement des procédures

permettant de calculer(numériquement) ces solutions .L�intérét de la convexité à ce pro-

pos ressort du fait que d�une part ,tout optimum local devient global et d�autre part

,les conditions d�optimalité sont à la fois nécessaires et su¢ santes .Minkowsky (1911)

fùt le premier, ayant fourni, systématiquement, l�essentiel des résultats fondamentaux

de l�analyse convexe. Le sujet est pleinement développé ensuite entre 1958 (Eggleston)

et 1970 (Rockafellar) et continue jusqu�à nos jours de faire l�objet de recherches impor-

tantes relatives aux domaines de la programmation convexe.

Pour atteindre l�objectif de cette recherche, nous avons opté pour un plan de travail

réparti sur deux chapitres, le premier s�articule sur des dé�nitions des notions prélim-

inaires à même de nous permettre de bien cerner notre sujet, à l�instar de l�ensemble

convexe, Enveloppe convexe, Fonction Convexe, semi-continue inférieur, Continuité des

fonctions convexes et Dérivabilité des fonctions convexes, alors que le deuxième chapitre

tourne essentiellement autour de la mise en projection dans l�espace de Hilbert ensuite

on démontre le théoréme principal et Cônes convexe, en�n une conclusion dans laquelle

nous mettons en avant la résultante de notre recherche.

2



Notation
N:Ensemble des entiers naturels.

R: Corps des nombres réel.

C: Corps des nombres rationnelles.

|: Corps des nombres complexes.

E : Espace vectoriel.

� : Conjugué.

L(E) : L�ensemble des fonction linéaire.

Re : Partie réel.

Im : Partie imaginaire.

j:j: Module.
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Chapitre 1

Notions Préliminaires

1.1 Ensemble convexe

Dé�nition 1.1.1 soit E un espace vectoriel et A un partie de E�on dit que A est convexe

si

8 x; y 2 A; 8� 2 [0; 1] �x+ (1� �) y 2 A

Dé�nition 1.1.2 Un sous ensemble C de R est un convexe si pour chacun des couples

(x�y)de C2 le segment [x�y] est inclus dans C� les convexes de R sont les intervalles de
R.
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Exemples et propriétes
Ci dessous E�E1�E2 et F sont des espaces vectoriels :

1.La somme C1+ C2 = fx1 + x2 : x1 2 C1; x2 2 C2g est convexe.
2.Le produit scalaire �C = f�x : x 2 Cg est convexe.
3.Si fCigi2Iest une famille quelconque de convexes de E, alors leur intersection \i2ICi
est un convexe.

4.Soit A : E ! F une application linéaire� l�image directe A (C) est convexe et l�image
réciproque A�1 (C) est convexe:

5.Soient C1 � E1 et C2 � E2.Alors C1 �C2 est convexe dans E1 �E2 si et seulment si
C1 et C2 sont convexes.

1.2 Combinaison convexe

Dé�nition 1.2.1 On appelle combinaison convexe de m vecteures de Rn x1�x2; . . . ,xm
toute combinaison linéaire :

mX
i=1

�ixi avec �i�0 8i et
mX
i=1

�i = 1

1.3 Enveloppe convexe

Dé�nition 1.3.1 Soit E un espace vectoriel et A une partie de E�on appelle envloppe

convexe de E et on note conv (A) le plus petit convexe contenant A�c�est l�intersection

de tous les convexes centenant A�il est dé�nit de façon équivalente comme l�ensemble des

combinaisons convexes d�éléments de A :

x 2 conv (A) () 9x1� : : :�xn 2 A
9 �1�: : :��n 2 R+ avec

Pn
i=1 �i = 1 telle que x =

Pn
i=1 �ixi

Preuve.

On note:

B =

(
nX
i=1

�ixi�x � 1; �i 2 R+; xi 2 A
)
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L�ensemble de toute les combinaisons convexes de A on veut montrer: conv (A) = B

B � conv (A)
y 2 B =) y =

Pn
i=1 �ixi�xi 2 A � conv (A)

comme le conv (A) est convexe de ces éléments donc y 2 conv (A) d�où: B � conv (A) :
conv (A) � A
on a:A � B
conv (A) convexe contenant A

pour terminer il su¢ t de prover qui B est convexe.

Soient y 2 B; z 2 B et � 2 [0; 1]:�y + (1� �) z 2 B

�y + (1� �) z = �
nX
i=1

�iyi + (1� �)
nX
i=1

�izi

comme yi; zi 2 A et

�
nX
i=1

�i + (1� �)
nX
i=1

�i = 1

alors:B est convexe contenant A et par défaut conv (A) est le plus petit convexe contenant

A =) conv (A) � B:

1.4 Proporiétés Topologiques

Proposition 1.4.1 Si U est un ensemble convexe�son intérieur et son adhérence le sont

aussi.

Proposition 1.4.2 Soit U un sous ensemble quelconque d�enveloppe convexe fermée de

U et notée conv (U) étant le plus petit convexe fermé contenant U , on a :conv (U) =

conv (U) :

D�autre parte�lorsque est borné dans Rn�l�opération de passage à l�envloppe convexe et

celle de fermeture commutent entre elles�ce qui signi�e:

conv
�
U
�
= conv (U)
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1.5 Fonction Convexe

Dé�nition 1.5.1 Soit [a�b] un intervalle de R: Soit f de�nie sur [a�b] à valeurs dans

R�on dit que f est convexe si pour tous les couple (x�y) des points de cet intervalle [a�b]

et pour tous � 2 [0�1]�l�inégalité suivante�dit <<inégalité de convexité >> est véri�ée:

f (�x+ (1� �) y) � �f (x) + (1� �) f (y)

Dé�nition 1.5.2 La fonction f est dite strictement convexe si l�inégalité de convexité est

stricte lorsque le couple (x; y) véri�ée: x 6= y avec � 2 ]0; 1[
Autrement dit si:

8 [x,y] � [a,b] ,x 6= y,8� 2 ]0,1[
f (�x+ (1� �) y) < �f (x) + (1� �) f (y)

Dé�nition 1.5.3 L�épigraphe de la fonction F dé�nie par:

epi (F ) =
�
(x,�) 2 Rn � R�F (x) � � 2 Rn+1

	
Dé�nition 1.5.4 Un fonction F :Rn �! R = [�1,+1] est dite convexe si son épigraphe
est une ensemble convexe de Rn+1

ie:F :Rn �! R convexe () epi (F ) convexe dans Rn+1:

Exemple 1.5.1 1. Soit f (x) =k x k, x 2 Rn

on montre que pour x; y 2 Rn,� 2 [0; 1]
k �x+ (1� �) y k�k �x k + k (1� �) y k

�j � jk x k + j (1� �) jk y k
� � k x k +(1� �) k y k
� �f (x) + (1� �) f (y)

1.6 Domaine

Dé�nition 1.6.1 Soit E un espace Topologique et � une fonction de E dans ]�1,+1[
On appelle domaine de � l�ensemble:

D (�) = fx 2 E; � (x) < +1g
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1.7 semi-continue infèrieur

Dé�nition 1.7.1 Soit E un espace Topologique et un fonction � : E �! ]�1;+1[ est
de que semi continuite inférieure (s:c:i) si l�une des trois propriétés est veri�ée:

1.epi(�) est fermé dans E � R.
2.L�ensemble fx 2 E; � (x) � �g est fermé dans E pour tout � 2 R:
3.Pour tout X 2 E, tout suite (xn)n2N tendant vert x on à

lim
n�!1

inf� (xn) = lim
n�!1

�
inf
k�n

� (xk)

�
� � (x)

1.8 Continuité des fonctions convexes

Proposition 1.8.1 Si f est fonction convexe sur l�intervalle [a; b] ; alors f est continue

sur ]a; b[ :

Proposition 1.8.2 Si f est fonction convexe sur l�intervalle I, elle est Lipshitzienne sur

tout segment inclus dans l�intérieur de I.

1.9 Dérivabilité des fonctions convexes

Dé�nition 1.9.1 Proposition 1.9.1 Soit f une fonction convexe sur un intervalle [a; b]

de R alors f est dérivabilité à droite et à gauche en tout point de l�ouvèrt ]a; b[ .

Si de plus f est continue à droite en a, alors soit la dérivée à droite fd (a) existe dans

R, soit cette dérivée est égale à �1. De même, si f est continue à gauche en b, ou bien
f
0
g (b) 2 R:

1.10 Sous di¤érentiabilité

Etant donné une fonction convexe di¤érentiable sur Rn, on a toujour l�inégalité suivant:

f (x) � f (x0) + hx� x0:rf (x0)i, 8 x; x0 2 Rn
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De sorte que, si f n�est pas di¤erentiable en x0:rf (x0) sera remplacé par di¤érentiable
en x0.

f (x) � f (x0) + hx� x:gi, 8 x 2 Rn

Dé�nition 1.10.1 Si f est fonction convexe dans Rn et x0 2 Dom (f), alors l�ensemble:

@f (x0) = fg 2 Rn�f (x)� f (x0) � hx� x0:gi8x 2 Rng

on appelle sous di¤érentiel de f en x0:

Proposition 1.10.1 Tout vecteurs g 2 @f (x0) est appelé sous gradient de f en x:Il est
claire que:

1. @f (x0) est convexe fermé dans Rn:

2. @f (x0) = fgg () g = rf (x0) () f est di¤érentaible en x0:

3. Si @f (x0) 6= ?et si f n�pas di¤érentaible en x0 on di que f est sousdi¤érentiable en

x0:

Exemple 1.10.1 Dans R : f (x) =j x j= max f�x:xg
on pose f1 (x) = �x et f2 (x) = x
Dom(f1) = R;Dom(f2) = R

f est di¤érentiable sur R� f0g
Au point xO = 0; on à f1 (0) = f2 (0) = f (0) = 0

@f1 (x) = f
0
1 (x) = �1 8x (car f1est di¤érentiable sur R)

@f2 (x) = f
0
2 (x) = 1 8x (car f2est di¤érentiable sur R)

1.11 Espaces métriques

Dé�nition 1.11.1 (Espace métrique). Une éspace métrique (X; d) est un ensemble X

muni d�une application d : X �X �! R, appelée distance ou métrique, qui satisfait les
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propriétés suivantes:

1.8x; y 2 X; d(x; y) � 0 et d(x; y) = 0 () x = y:

2.d(x; y) = d(y; x); (symétrie):

3.8x; y; z 2 X; d(x; z) � d(x; y) + d(y; z);(inégalité triangulaire)

1.12 La norme

Dé�nition 1.12.1 (Espace normé). Un éspace vectoriel normé (E; kk) est un espace
vectoriel E sur K = R ou C muni d�une application kk: E � E ! K, appelée norme,qui

satisfait, pour tout x et y 2 X, les propriétés suivantes:
1. k x k � 0 etk x k= 0 si et seulement si x = 0:
2.k �x k = j�j k x k; � 2 K.
3.kx+ yk � kxk+ kyk, (inégalité triangulaire).

1.13 Produit scalaire

Dé�nition 1.13.1 On appelle produit scalaire un application h ; i E�E �! R véri�ant

les axiomes suivants

1.positivité:8x 2 E; hx; xi � 0; hx; xi = 0 si et seulement si x = 0.
2.Symétrie. 8x; y 2 E; hx; yi = hy; xi.
3.Linéarité. 8x; y; z 2 E; � 2 R; h�x+ y; zi = � hx; zi+ hy; zi.

Proposition 1.13.1 (inégalité de Cauchy-Schwarz). Si h; i est un produit scalaire sur E
alors:j hx; yi j � hx; xi1=2 hy; yi1=2, avec égalité si et seulement si x et y sont liés.

Proposition 1.13.2 Si h ; i est un produit scalaire sur E alors on obtient une norme sur
E

8x jjxjj =
p
hx; xi = hx; xi1=2
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1.14 Espace préhilbertien

Dé�nition 1.14.1 On appelle espace préhilbertien complexe (ou réel) le coupl constitué

par un espace vectoriel E complexe (ou réel) et par un produit scalaire hermitien h:; :i on
le notera (E; h:; :i).

Corollaire 1.14.1 Sur un espace préhilbertien (E; k:; :k), la quantité k x k= hx; xidé�nie
une norme, pour laquelle le produit scalaire est continue: j hx; yi j �k x kk y k

1.15 Identités remarquables

Identité du parallélogramme

Soit E un espace vectoriel eucludien ou hermitien, x et y deux éléments Alors :

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2 kxk2 + 2 kyk2

L�identité du parallélogramme signi�e que, dans un parallélogramme, la somme des

carrés des longueurs des diagonales est égale à la somme des carrés des longueurs des

cotés Soit x; y 2 E on sait que :

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2(kxk2 + kyk2)

et

kx� yk2 = kxk2 + kyk2 � 2 kx; yk

donc, en sommant :

kx+ yk2 + kx� yk2 = 2(kxk2 + kyk2)

Identité de la médiane

Soit a; b; c trois points d�un espace préhilbertien E et m le milieu du segment [b; c]

alors:

ka� bk2 + ka� ck2 = 2 ka�mk2 + kb� ck2

11



Identité de polarisation

Dé�nition 1.15.1 Soit E un espace préhilbertien complexe, on a les identité suivantes:

1:8x; y 2 E; kx+ yk2 = kxk2 + 2Re(x; y) + kyk2

2:8x; y 2 E; kx+ iyk2 = kxk2 � 2Im(x; y) + kyk2

3:8x; y 2 E; hx; yi = (1
4
kx+ yk2 � kx� yk2 � i kx+ iyk2 + i kx� iyk2)

12



Chapitre 2

Exemple et application des fonctions

convexes

Dans ce chapitre nous traitons le théorème de projection qui concerne l�orthgonalité et

encore le théorème de pythagore et à la �n seront exposé le projection orthogonal sur

un convexe complet.

2.1 La projection

Espace de Hilbert

Dé�nition 2.1.1 Espace de Hilbert un espace préhilbertien qui est complet pour la dis-

tance associé à produit scalaire

d(x; y) = kx� yk =
p
hx� y; x� yi

1-Tout espace préhilbertien de dimension �nie est un espace de Hilbert.

2-Tout espace vectoriel normé de dimension �nie est complet.3-Un espace de Hilbert est

un cas particulier de espace de Banach.

2.1.1 L�orthogonalité

Dé�nition 2.1.2 Soit (E; h:; :i) un espace préhilbertien, on dit que les deux vecteurs x et
y sont dits orthogonaux: hx; yi = 0 ce qu�on notera : x ? y:

13



-On dit que deux partie A = ? et B = ? de E sont orthogonales si et seulement si :

8a 2 A, 8b 2 B:a ? b i.e:ha; bi = 0 et on note A ? B:

Dé�nition 2.1.3 Soit E un espace préhilbertien.

Soit a 2 E, on appelle orthogonale de a, note a? l�ensemble des vecteurs de E orthogonale

a? = fy 2 E; ha; yi = 0g:

Dé�nition 2.1.4 Si la forme bilinéaire n�est pas symétrique, il existe encore un cas ou

il est possible de parler d�orthogonalité au sense précédent, celui des formes re�exives qui

véri�er si et seulement si:

8x; y 2 E : hx; yi = 0 () hy; xi = 0

Dé�nition 2.1.5 Soit une partie non vide d�un espace préhilbertien E.On dit qu� un

élément x de E est orthogonal à A s�il est orthogonal à chaque point y de A et on écrit:

x ? A () hx; yi = 0;8y 2 A

2.1.2 Théorème de pythagore

Les vectours x et y sont orthogonaux dans E si et seulement si:

kx+ yk2 = kxk2 + kyk2

on montre facilement par réccurrence sur p � 2, que si x1; :::; xp sont deux à deux
orthogonaux 






pX
i=1

xk






 =

pX
k=1

kxkk

a2 + b2 = c2

Preuve. On a :

kx+ yk2 = hx+ y; x+ yi = kxk2 + kyk2 + 2 hx; yi

14



et comme: x ? y =) hx; yi = 0 donc

kx+ yk2 = kxk2 + kyk2

le résultat s�en déduit le vecteur traitera le cas de n vecteurs.

2.1.3 Théorème de projection

Dé�nition 2.1.6 Soit H une partie non vide d�un espace préhilbertien E, soit x 2 H il

existe un point unique y 2 C telque:

kx� yk = dist (x;C) = inf
z2C

kx� zk

et on note:y = pC(x) est la projection de x sur C:Il est caractérisé par la propriété:

z 2 C : Re hx� y; z � yi � 0::: (�)

Preuve. Soit d = dist (x;C) si d=0 alors x 2 C (car C est fermé ) et y = x est

l�unique point de C tellque:kx� yk = 0.
1.Supposons que d > 0:

Existance:Rappelons que nous donc la dé�nition de l0inf Pour tout n � 1, il existe
zn 2 C tel que:

d � kx� znk � d+
1

n
::: (1)

Montrons que (zn) une suite de Cauchy; Appliquont l�egalité des parallélograme:Pour

m;n � 1, soint

u = x� zn et v = x� zm

15



les cotés des parallélograme ses diagonales alors:

2 kx� znk2 + 2 kx� zmk2 = kzn � zmk2 + k2x� zn � zmk2

On remarque que: zn+zm
2

2 C (car est convexe) on a donc :



2x� zn + zm2





2 = 4



x� zn + zm2





2 � 4d2
de (1) on a:

kx� znk2 �
�
d+ 1

n

�2
kx� zmk2 �

�
d+ 1

m

�2
donc:

kzn � zmk2 = 2 kx� znk2 + 2 kx� zmk2 � 4




x� zn + zm2






d�où:
kzn � zmk2 � 2

�
d+ 1

n

�2
+ 2

�
d+ 1

m

�2 � 4d2
= 4d

n
+ 4d

m
+ 2

n2
+ 2

m2

� 8d+4
N

n;m � N
Donc zn est une suite de cauch puisque H est complet, (zn) convergente vers un élément

y 2 C, car C est fermé

limn�!1(zn) = y =) limn�!1(zn � x) = y � x =) limn�!1(kzn � xk) = ky � xk

mais limn�!1(kzn � xk) = d donc ky � xk = d.
unicité : Soit aussi y� 2 C véri�e

ky� � xk = d

On utilise l�egalité du parallélograme: v = x� y� et u = x� y

4d2 = 2 kx� yk2 + 2 kx� y�k2 � ky � y�k2 + 4d2

d�où:

ky � y�k = 0 donc y = y�
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Preuve. de (�):Soit z 2 C alors: y + t(z � y) 2 C, t 2 [0; 1] donc

kx� yk2 � kx� y + t(y � z)k2 = kx� yk2 + t2 ky � zk2 + 2tRe hx� y; y � zi

d�où:

t2 ky � zk2 + 2tRe hx� y; y � zi � 0

pour t 6= 0 divisoins par t, il vient:

t ky � zk2 + 2Re hx� y; y � zi � 0

donc

Re hx� y; y � zi � 0

Soit Re hx� y; y � zi � 0.Réciproquement si y véri�e (�).On a pour tout z 2 C

kx� zk2 = kx� y + y � zk2 = kx� yk2 + ky � zk2 + 2Re hx� y; y � zi � kx� yk2

en vente de l�unicité de pc(x) obtient y = pc(x).

Proposition 2.1.1 L�application Pc : H �! c est continue plus precissament on a:

pour tous x1; x2 2 H
kPc (x1)� PC (x2)k � kx1 � x2k

Proposition 2.1.2

posons y1 = Pc (x1) et y2 = Pc (x2) la condition (�) donne:

Rehx� y1; z � y1i � 0 et Rehx� y2; z
0 � y2i � 0

En prenant:z = y2 et z0 = y1 et on aditionnant, il vient

Reh(x1 � y1)� (x2 � y2) ; y2 � y1i � 0

on obtient donc
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0 � ky1 � y2k2 � Re ky1 � y2k2

= Reh(x1 � y1)� (x2 � y2) ; (y2 � y1) + Rehx2 � x1; y2 � y1i
= Reh(y2 � x2) + (x2 � x1) + (x1 � y1) ; y2 � y1i
� Rehx2 � x1; y2 � y1i � jhx2 � x1; y2 � y1ij
� kx2 � x1k ky2 � y1k (Cauchy Schwartz)

En divisant par ky2 � y1k (en supposant ky2 � y1k 6= 0) on obtient:

ky1 � y2k � kx1 � x2k

dans le cas ou le convexe c�est un sous espace vectoriel on a de meilleures propriétés.

Proposition 2.1.3 Si F est un sous espace vectoriel fermé de l�espace de Hilbert H, alors

l�application:Pc : H ! F est une application linéaire continue et PF (x) est l�unique point

y 2 F telle que:y 2 F; x� y 2 F?

Preuve. D�abord si y 2 F et x� y 2 F?on a:

dist (x; F )2 = inf
Z2F

kx� zk2 = inf
z2F

�
kx� yk2 + ky � zk2 + 2Rehx� y; y � zi

�
= kx� yk2

car y � z 2 F
et x� y 2 F?

donc hx� y; y � zi = 0
et infz2F ky � zk = ky � yk = 0
donc

kx� yk = dist (x; F ) et y = PF (x)

Réciproquement supposons:y = PF (x) d�aprés (�)on a :

Rehx� y; z � yi � 08z 2 F;8w 2 F et � 2 R; z = y + �w 2 F

Si H est complexe on a:

0 � Rehx� y; z � yi = Rehx� y; �wi = �Rehx� y; wi8w 2 F

18



alors:

0 � Rehx� y; i�wi = �Reh�i (x; y) ; wi = �Imhx� y; wi 8 w 2 F 8� 2 R

:Pour � = 1 on trouve Imhx� y; wi � 08w 2 F
Pour � = �1 on trouve Imhx� y; wi � 0
D�ou Imhx� y; wi = 0 8w 2 F::::: (b)
De (a) et (b) :

on obtient hx� y; wi = 0 8w 2 F .
d�ou x� y 2 F?

la linéarité:
Soit y1 = PF (x1) ; y2 = PF (x2) :

alors: (x1 � y1) ;
�
x2 � y2 2 F?

�
Donc:�1 (x1 � y1) + �2 (x2 � y2) 2 F? 8�1; �2 2 R
Donc:

(�1x1 + �2x2)� (�1y1 + �2y2) 2 F?D
=) �1y1 � �2y2 = Pc (�1x1 + �2x2)

= �1Pc (x1) + �2Pc (x2)

d�ou

Pc (�1x1 + �2x2) = �1Pc (x1) + �2Pc (x2)

la continuté est vie a la proposition précident.

Preuve. Dans l�inégalité:

kPF (x1)� PF (x2)k � kx1 � x2k 8x1; x2 2 Hc

En prenant x2 = 0 on trouve:kPF (x)k � kxk 8x 2 H
Donc kPF (x)k = sup kPF (x)k � 1.
et comme PF (x) = x pour x 2 Fon obtient si F 6= f0g que kPFk = 1
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Lemme 2.1.1 Soit H un éspace de Hilbert alors pour tout sous éspace vectoriel fermé

Fon a:

H = F � F? on dit que PF est la projection sur F parallélement a F?(ou projection

orthogonale sur F )

F? est appellé supplémentaire orthogonale de F:

Le fait que F et F?forment une somme directe de H signi�e que:

tout x 2 H s�écrit de façons unique x = y + z avec y 2 F et z 2 F?comme F et F?sont
orthogonaux on a:

kxk2 = kyk2 + kzk2

En d�autres tèrmes:

kxk2 = kPF (x)k2 + kx� PF (x)k2

2.2 Cônes

2.2.1 Cône convexe

Dé�nition 2.2.1 un sous ensemble C est un cône si 8� � 0;8x 2 C; �x 2 C:Soit P une
partie de E.L�intersection de cônes convexes étant un cône convexe, on peut parler du

plus petit cône convexe contenant P , qui est donc l�intersection de tous les cônes convexes

contenant P . C�est ce que l�on appelle l�enveloppe conique de P (on devrait dire son

enveloppe conique convexe). On la notecone P := \{C : Cest un cône convexe contenant
P }.On appelle combinaison conique de E, un élément x de E de la forme

x =
mX
i=1

�ixi =m 2 N�; �i 2 R avec �i � 0 et les vecteurs xi 2 E

Preuve. on suppose que C est un cone convexe , nous allons montrer que :

x =

mX
i=1

�ixim 2 N�; �i 2 R avec �i � 0 et les vecteurs xi 2 C;
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si
mX
i=1

�i = 0 =) �i = 0;8i =) x = 0 2 C (� = 0)

sinon
mX
i=1

�i 6= 0; �i =
�i
mX
i=1

�i

� 0et
mX
i=1

�i = 1

x =
mX
i=1

�ixi =

mX
i=1

�i

 
mX
i=1

�ixi

!
comme C est convexe

x =

mX
i=1

�ixi 2 C; x =
mX
i=1

�ix = x

mX
i=1

�i:

Finalement en utilisant le fait C est un cone en deduit que: x 2 C:
Réciproquement, on suppose que C contient toutes les combinaisons conique de ses

éléments en particulier il contient toutes les combinaisons convexe de ses éléments et

donc C est convexe.Si on prend une combinaison conique d�ordre 1(m = 1) alors: C

est bien un cône.

Dé�nition 2.2.2 Soit A une partie de E, on de�nit l�envloppe cônique fermée de A que

l�on note cone (A) comme l�intersection de cône convexes fermés contenant A

Proposition 2.2.1 1)A1 � A2=)cone (A1) � cone (A2) :
2)A � cone (A) � cone

�
A
�
� cone (A) = cone

�
A
�
= cone (A):

2.2.2 Cône normale

Dé�nition 2.2.3 Soit H un espace de hilbert, C 2 H une ensemble convexe et x 2 C;
on appelle cône normale à C en x

NC(x) = fd 2 H : hd; y � xi � 0;8y 2 Cg

Proposition 2.2.2 Si x 2 @C, alors NC(x)contient un élément non nul.

Proposition 2.2.3 si x 2 intC; NC(x) = f0g
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Proposition 2.2.4 y = projC(x) =) x� y 2 NC(y).

Preuve. soit y = projC(x)() kx� yk = d (x;C) = imfc2C kx� ck

() hy � x; y � ci � 0;8c 2 C
() hx� y; c� yi � 0;8c 2 C

() x� y 2 NC(x)
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Conclusion Générale

Après notre étude et notre travaille sur la convexité, on conclue que c�est un domaine

vaste de recherche et essentielle notamment ces propriété dans l�analyse fonctionnelle.

Mais il y a d�autre propriétés qui restent a étudier .
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