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Introduction Générale

L’espace dual d’un espace vectoriel est ’ensemble de toutes les formes linéaires définies
sur cet espace (c’est & dire 1’ensemble de toutes les applications linéaires définies de cet
espace dans son corps de base). La dualité est un instrument technique intervenant souvent
en mathématiques. Donnons quelques exemples.

— L’application qui & un vecteur associe son ieme coordonnée dans une base donnée
d’un espace vectoriel est une forme linéaire.

— La dualité sert a définir la topologie de la convergence simple sur certains espaces
fonctionnels. Ces espaces interviennent entre autre quand on étudie les distributions.

— En calcul différentiel, les différentielles de fonctions définies d’un espace vectoriel
dans R sont des formes linéaires et donc des éléments du dual de ’espace vectoriel consi-
déré.

— En géométrie, les formes linéaires servent & donner des équations pour des hyper-
plans.

En algeébre linéaire, les formes linéaires désignent un type particulier d’applications
linéaires. Elles jouent un role primordial en mathématiques, et en analyse, par exemple
dans la théorie des distributions, ou dans la théorie des espaces de Hilbert.

Ce mémoire est réparti sur 'introduction générale et trois chapitres. Dans le premier
chapitre, on va donner les différentes notions de bases qui s’avérent indispensable pour
le reste de ce travail, en particulier les notions de formes linéaires, espace dual et bidual,
bases duales et antéduales.

Nous étudierons dans le deuxiéme chapitre les hyperplans qui sont considérés comme
des sous-espaces vectoriels particuliers. On va donner leurs caractérisation, le lien entre
eux et les formes linéaires, puis I’équation cartésienne d’un hyperplan.

Enfin, dans le troisiéme chapitre, on donnera une étude générale de 'orthogonalité et
la transposition dans ’espace dual. La notion d’application transposée reléve de 'algebre
linéaire. A toute application linéaire u entre deux espaces vectoriels E et F est associée
I’application transposée ‘u de 'espace dual F* de I’ dans I’espace dual de E. Nous ferons

le lien entre application transposée et transposée d’une matrice.



Chapitre 1

Dualité et espace dual

1.1 Espace dual

1.1.1 Formes linéaires

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur K.
1) On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K.

2) L’ensemble des formes linéaires sur E s’appelle le dual de E, on le note E* = L(E, K).

1.1.2 Exemples de formes linéaires

Exemple 1.1.2 (Ezxemples préliminaires)
1) L’application de E dans K, qui & tout vecteur x € E associe le scalaire 0 € K est une
forme linéaire, appelée forme nulle sur E.
2) Si £ = C([a,b],R), le R—espace vectoriel des applications continues de [a,b] dans R,

alors application
p: FE — R

fo— olf) = / f(t)dt

est une forme linéaire sur E.

3) Si E est l'espace vectoriel des suites de réels convergentes, alors lapplication

p: E — R

u=(u,) — ou)= lir£1r Un,

est une forme linéaire sur E.

4) Si E = K[X], pour tout a € K, Uapplication P —— P(a) est une forme linéaire sur



L.
5) Si E = M,(K), alors l’application trace

p: E — K

A=(ay) — (A)=Tr(4) = Zfln'

i=1
est une forme linéaire sur E.
6) Si ay,as,...,a, € K, alors Uapplication

p: K" — K

r= (21,22, ..., ,) +— o) =a1x1 + ... + apx,

est une forme linéaire sur K.

Proposition 1.1.3 L’ensemble E* des formes linéaires définies sur le K-espace vecto-
riel E posséde une structure d’espace vectoriel sur K pour la loi interne + donnée par

l’addition des applications de E dans K

Vfge E'Nx e E:(f +9)(z) = f(x) +g(z)

et la loi externe. donnée par la multiplication d’une application par un scalaire A de K
Ve E*Vx e E: (\f)(z) =\f(z)

E* est appelé espace vectoriel dual de l’espace vectoriel E. De plus si E est de dimen-
sion finie, alors E* [’est aussi et on a dim £ = dim E*. Par conséquence, E et E* sont

1somorphes.

Preuve. Rappelons que I'ensemble des applications linéaires L(E, F') définies entre
deux espaces vectoriels E et F' posséde une structure d’espace vectoriel pour les lois
précédemment mentionnées. E* est en fait égal a L(F, K), qui posséde bien une structure
d’espace vectoriel.

D’autre part, on a
dim(E*) = dim(L(F, K)) = dim(F). dim(K) = dim(F),dim(K) =1

Définition 1.1.4 (Crochet de dualité)

Soient E un Kev et E*son dual. Pour tout x dans E et toute ¢ dans E*, on appelle crochet

4



de dualité de x et p U'écriture
p(r) =<,z >

< .,.> le crochet de dualité.

Proposition 1.1.5 Toute forme linéaire non nulle ¢ sur E est surjective, donc de rang
1.

Preuve. Dire que ¢ # 0 signifie qu'il existe un vecteur zy € F tel que A = p(xq) # 0.

Pour tout scalaire y, on peut alors écrire

y= %-)\ = %@(Io)

Soit y = ¢(z) avec x = ¥z € E, ce qui signifie que ¢ est surjective.
On peut aussi dire que Im(p)est un sous-espace vectoriel de K non réduit a {Ox} , il est

donc de dimension 1 et égal & K, ce qui revient a dire que rg(p) =1. m

1.2 Dualité

1.2.1 Bases duales et antéduales
Définition 1.2.1 Si E est un K—espace vectoriel de dimension finien, si B = (eq, ..., €,)

est une base de E et x = inei la décomposition de x suivant B, alors les applications
i=1

v, b — K
n
r = g zie; — () =14
i=1
qui au vecteur x associent sa composante suivant e; relativement o B, sont des formes

linéaires sur E, on les appelle les formes linéaires coordonnées notées ef (Ces formes

linéaires sont aussi appelées les projections des coordonnées).

Définition 1.2.2 Soient i,j € N. On définit le symbole de Kronecker ;; par

1, sii=j
i = o,
0, sii#j
Proposition 1.2.3 (Définition)

Soient E un K -espace vectoriel de dimension n et B = (e, e, ..., €,) une base quelconque



de E. Pour chaque i € {1,2,....n}, on définit les n formes linéaires e} € E*, par
Vie{l,2,...,n}:el(e;) =<el,ej >=0;; (0;; symbole de Kronecker)

Alors B* = (€7, €5, ...,ek) est une base de E*, appelée base duale de E.

oy Cp

(ef) sont appelés formes linéaire coordonnées.

Preuve. Puisque dim(E*) = n, alors il suffit de montrer que (e}, e, ..., %) est libre.

Pour cela, soient aq, as, ..., a,, € K, tel que
are] + agels + ...+ ager = Ops

On sait que deux applications linéaires sont égales si et seulement si elles coincident sur
une base. Alors

Zaie;‘ = Op=Vj€{1,2,...,n}: <Zaief) (e;) =0k
=1 =1

= Vje{l,2,..,n}: Zaief(ej) = Ok
i=1

= Vje{l,2,..,n}:a; =0k (car €] (e;) = d;;)
n

Proposition 1.2.4 (Intérét des bases duales)
Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie n, (e1,es,...,e,) une base de E et

(e7,¢e5,...,e5) sa base duale, alors

5 Ep

1) Les coordonnées de tout vecteur x de E sont données par
n n
Vo € E:x:Zef(x)eizz <e,r>e
i=1 i=1
2) Les coordonnées de toute forme linéaire ¢ de E* sont données par

VQDEE*:gpzzn:cp(ei)ef:i<g0,ei>ef

i=1 1=1

Preuve.



n
1) Soit z € E avec © = Zmiei, alors pour tout j € {1,2,...,n}, on a
i=1

n n
ei(r) = € (ineZ) = Zmie;(ei) = xj, car ej(e;) = dy
i=1 i=1

2) Soit ¢ € E* avec ¢ = Zyie;‘, alors pour tout j € {1,2,...,n}, on a

=1

ple;) = (Zyie;*> (e;) = > wies(ej) = yj, car €}(e;) = &y
=1 =1

1.2.2 Exemples fondamentaux

Exemple 1.2.5 (Exemples fondamentauz)

1) Dans E = R3, on considére une base B = (1, %9, x3) donnés par v; = (1,1,1), 15 =
(1,2,3), 23 = (2,—1,1). Alors pour déterminer la base duale B* = (xf, a5, x%), il suffit
de calculer les coordonnées d’'un vecteur X = (x,y,z) € R3dans cette base. Soit C =

(€1, €2, €3) la base canonique de R3. Alors

On a
rF R R, 2t(X) = 2t (ze; + yey + zes) = v.xt(er) + y.25 (eg) + 227 (e3)
Posons
2H(X) = a1z + agy + azz,a; = i(e;) € R, Vi =1,3

On obtient

ri(r) =1 a1 +as +as =1

ZUT(I‘Q) = O - a1 + 2CL2 + 3(1,3 — O

zi(w3) =0 2a; — as +az =0

= a1 = 1,@2 = 1,&3 =-1
Donc
i R3 — R

(.Z',y,Z) — -TT(.CE,y,Z):.Z'—Fy—Z



De la méme maniére, on trouve

rh: R3 — R

(x,y,2) — ax3(z,y,2) = %(—295 —y+32)

i R3 — R
(2,y,2) +— a3(2,y,2) = (v — 2y +2)
2) Soient E = Ry [X] = {P=ap+ a1 X +asX?:ag,a1,a0 ER} et C = (Py = 1, P, =
X, Py, = X?) sa base canonique. On considére une base B = (Qo = 1,Q; = 1+ X,Qy =
X2 42X +1). Alors
OnaQf:E— R, QP =aoPo+ a1 P+ asPy) = apgQ(Fo) + a1Q5(Pr) + axQy(FPz). Ou

Q5(Qo) =1 Q1) =1 Qp(1) =1
Q1) =0 = Qo1+ X) =Q5(1) + Q5(X) =0 = § Q(X)=-1
@5(Q2) =0 Qo(1+2X + X?) = Q5(1) +2Q5(X) + Q5(X?) =0 Q(X?) =1
On obtient
Qy: E — R

P=ag+a; X +aX? — Q}(P)=ap— a+ ay
De la méme maniére, on trouve

Qi: E — R
P:a0+a1X+a2X2 — Q’{(P):al—ZaQ

Qi: E . R
P=ay+ a; X +a;X? —— Q5(P)=ay

1.2.3 Etude matricielle d’une forme linéaire

Matrice d’une forme linéaire (Représentation matricielle d’une forme linéaire)

Soit ¢ € E*, c’est une application linéaire de £ dans K. On peut donc chercher sa
matrice Mat(p) en prenant une base de F, B = (eq, ..., €,) et la base canonique Bx = (1)
de K. Nous savons que les colonnes de Mat(y) seront les coordonnées des ¢(e;) sur By.

Comme ¢(e;) = a; est un scalaire, Mat(p) aura la forme suivante

A:Mat(go):<a1 as . . . an>€M17n(K)

Bg,Bx



x1

Alors si X = . matrice colonne des coordonnées de X dans la base B, alors
T
T
o(X)=<p, X >=AX = ( a; as . . . ay ) =T+ .... FasTy = iaixi
i=1
T2

En général, si ¢;, @,, ..., ¢, est une famille finie de formes linéaires, ot

Mat(p,) = (agl) aél) S ag)>
Bg,Brx
Mat(py) = (a?) ag) S ag))
Bg,Bk
Mat(yp,,) = <a§m) a™ o aslm)>
Bg,Bk

Sont les matrices de ¢; dans la base B. On obtient

R R 8

a, Qg
a§2) aé2) af)

A= € Mpn(K)
adm™ oamo o am

est appelée la matrice de la famille (¢, s, ..., ,,) dans la base B.



La forme linéaire ¢ considérée comme un vecteur de E*

n
*

Si B:. = (€7, ...,¢e*) est une base de E*, alors on aura ¢ = el et on représente
1 »“n 9 7
i=1
classiquement ¢ sous forme d’un vecteur colonne par rapport & Bj,.

aq

La forme linéaire ¢ considérée comme une application linéaire de £ dans K

On suppose que E et E* sont munis de bases duales Br et Bj.. Alors, pour toute

forme linéaire ¢, nous avons vu que A = Mat(y) est une matrice uniligne

Bg,Bx
A:Mat(go):<a1 as . . . an)
Bg,Bk
U
Alors, pour toute forme linéaire ¢, en appelant U = . = Mat(y) la matrice colonne
B,
Up

des coordonnées de ¢ sur BJ,., nous aurons

t
A= Mat(p) =U

Bg,Bk

On retrouve alors

t
O(X) =< ¢, X >= Mat(). X =U.X = w1y + ... + up,zy,
Bg,Bk

1.2.4 Matrices et bases duales

Proposition 1.2.6 Soient E un K -espace vectoriel de dimension finien, B = (e, ea, ..., €,)

une base de E et B* = (e}, €}, ...,e5) sa base duale. Soit f un endomorphisme de E et

5 Cp

A = (a;j)1<ij<n la matrice de f par rapport a la base B = (e, ea, ..., €,), alors
Vi,je{l,...,n}a;; =e(f(e))) =<ej, flej) >

10



Preuve. On sait que les colonnes de la matrice A sont les coordonnées des vecteurs

f(e;) dans la base B. Alors d’aprés la proposition (1.2.4), on a

Vied{l,..,n}: f(e)) Ze eizzn:<ef,f(ej)>ei

Car Vj € {1,...,n} : f(e;) € E. Donc, si A = (a;j)1<ij<n la matrice de f par rapport a la
base B, alors

Vi,je{l,..,n}:a; =e€l(f(e)) =<ei, flej) >

Proposition 1.2.7 Soient B et B’ des bases de E espace vectoriel de dimension finie n,

B* et B™ leurs duales et soient P la matrice de passage de B a B'. Alors la matrice de

N
passage de la base B* a B™ est Q = (P) =t (P71).

Preuve. Soient B = (ey,...,e,), B' = (€}, ...,€l,), B* = (€], ...,e}), B™* = (e}, ..., e¥) .

’r n

Par définition, les colonnes de P = Pass(B, B’) sont les coordonnées des vecteurs de B’

dans B. Alors on a

Désignons par Q = Pass(B*, B™) la matrice de passage de B* a B"™. On a alors

n
Vi=T,n:e = Zqijef
i=1

Or
Vi k=T1,n:0=¢; <Z gije Z) (ZPM@) =3 aipunba =
1 =1 i—1 1=1
¢ 1, sij=k
- qijDik = Q .. .= ([n) ik
; ; ! { 0,sii#] ’

t t\ !
Donc QP = I,, et par suite () = (P) =t (P7!) m
Exemple 1.2.8 Dans E = R3, on donne les bases B = (e; = (1,0,0),e5 = (0,1,0), e3

(0,0,1)) et B' = (¢}, = (1,0,1),¢, = (1,1,0), ¢4 = (0,1,1)) de R3. Trouver la base duale
B™ de Bu.

11



On a la matrice de passage de la base canonique B o B! est

s

I
_ O =
O =
— = O

On en déduit facilement P~ et *(P~') ou

) i —— 1 1 -1 |fPH== -1 1 1 = @ = Pass(B*, B"™)

Alors B'™* est définie par

Corollaire 1.2.9 Soit E un espace vectoriel de dimension finie n. Toute base du dual est
une base duale et pour toute base B’ de E*, il existe une unique base B de E telle que B’
soit la base duale de B.

La base B s’appelle la base antéduale de la base B'.

Preuve. Soit ' une base de F fixée et F* sa base duale. Désignons par ) =
Pass(F*, B') la matrice de passage de la base F* a1 a base B’ et posons P = (Q71).
Considérons la base B de E telle que la matrice de passage de la base I’ & B soit P.
Alors d’aprés la proposition précédente, la matrice de passage de la base F* a la base B*
est {(P~1). Par suite B* = B'. m

Remarque 1.2.10 Notons B(V') l’ensemble des bases d’un espace vectoriel V. Alors 'ap-
plication
g: B(E) — B(E*)
B — B*

est une bijection.
Autrement dit l'application linéaire de E sur E* qui a une base B associe sa base duale

. o . . , .
B*, i.e. p(e;) = e} est un isomorphisme d’espaces vectoriels.

Preuve.
1) Injectivité : si g(B;) = g(B2), alors Bf = B} et
Pass(By, By) =" Pass(By,By) ™' ="' I,' = I,

n

12



Donc By = Bs.

2) La surjectivité d’aprés le corollaire précédent. m

1.3 Espace Bidual

Comme FE est un espace vectoriel sur K, on peut considérer I’ensemble des formes
linéaires sur E*, c’est- a~dire 'ensemble L(E*, K), appelé bidual de F ou le dual de E*.

Définition 1.3.1 Soit E un K -espace vectoriel, on appelle bidual de E, qu’on note E**,

le dual de E*, c’est- a-dire [’ensemble des formes linéaires sur E*.
Proposition 1.3.2 E** est un espace vectoriel sur K et si dim E = n, alors dim E** = n.

Preuve. 1l est clair que E** est un K —espace vectoriel.
Supposons que dim £ = n, alors dim E** = dim(L(E*, K)) = dim E*.dim K = dim £* =

n. n

Proposition 1.3.3 (Définition)

Soit E un espace vectoriel sur K. Soit l’application

J: B — FE*

r +— Jx)=12

ou
z: B — K
foo— 2(f) = f(2)

alors J est une application linéaire dite application linéaire canonique.

Preuve.
1) i) Montrons d’abord que l'on a bien & € E** = L(E*, K).
On a
feE"=LEK)etxe B = 3f(r) e K= 32(f) = f(z) e K

D’autre part, on a I’application & est bien définie. C’est-a-dire

Vfi,fa€ B : fi = fo = 2(f1) = 2(f2)

13



En effet : soient f1, fo € E*, alors

i = fo=Voek: fi(z)= folx)
= 2(f1) = 2(f2)

i1) L’application Z est linéaire, en effet :
Soient ay,as € K, fi, fo € E*, alors

Tlanfi +anfe) = (ufi + azfo)(w) = 1. fi(2) + g fo(7) = a1.2(f1) + a2.2(f2)

2) i) Il est claire que J est une application de E' dans E**. En effet, soit x € E, alors
ek =3J(z)=73€ E™

feE"=LEK)etre F = 3f(x) e K= 3Ji(f) = f(z) e K

D’autre part, on a I’application J est bien définie. C’est-a-dire
Vry, 29 € B2y = 19 = J(x1) = J(22)
En effet : soient z1,29 € E, f € E* alors

v = my= f(z1) = f(22)
= &1(f) = 22(f)
- J(IL’l) = J([L‘Q)

i1) Montrons maintenant que J est linéaire.

Soient o, s € K, x1, 25 € E, alors

—

J(Oéll'l + 052.%'2) = (0511'1 + 042$2)

Or
(az1+am2)(f) = flona +asm2) = a1 f(01) + 02.f (22) = a1 (f) + az.a(f)
= (0121 +00.d)(f), Vf € B
= J(a1w1 + aax2) = (qx1 + aox2) = (.81 + a2.22) = ayJ (1) + azJ (22)
|

14



Remarque 1.3.4 On sait que deur K—ev E et F' de dimensions finies sont isomorphes
ssi dim(F) = dim(F). La situation la plus intéressante est lorsque l'on peut construire
entre B et ' un isomorphisme indépendant des bases. Un tel isomorphisme est dit ”ca-
nonique” et dans ce cas E et I "se ressemblent” tellement que l’on peut les confondre.
Considérons un K-ev E de dimension n > 0. Comme dim(E*) = dim(E**) = n, les
espaces E, E* et E* sont nécessairement isomorphes. Cependant, E et E* ne sont ja-
mais canoniquement isomorphes sauf dans quelques cas exceptionnels : dim(E) = 1 ou
dim(F) = 2 et K = 7Z/27 ou si E est euclidien. Cependant, nous allons montrer qu’en

dimension finie on a une identification canonique d’un espace avec son bidual.

1.3.1 Identification d’un espace a son bidual

Théoréme 1.3.5 (Identification d’un espace & son bidual)

Soit E un K -espace vectoriel de dimension finie n, alors ’application

E N E**

J: ) E* — K
v =g { fo— () = )

est un isomorphisme (canonique) d’espaces vectoriels et on dit que E** est canoniquement

1somorphe a E.

Ceci veut dire que I’on peut construire un isomorphisme de E sur E** sans faire appel
a des choix de bases. Nous pouvons donc confondre F et E**.

Preuve.
Soit B = {ey, €, ..., €, } une base de E. On a I'application J est linéaire d’apres la proposi-
tion (1.3.3). Il reste & montrer que J est bijective. Il suffit de montrer qu’elle est injective.

Montrons que son noyau est nul. i,e.
ker(J) = {0g}

Soit x = x1e1 +mwaea + ... + 1€, € E, 00 (21, ...,2,) € K" tel que J(x) = 0gwr (0« forme
nulle du bidual). Alors

J(z) = 0pe = Vf € B 2(f) = f(x) =0

Soit B* = {e], e, ...,e} la base duale de E*. On a



c’est- a~dire ef(xr) = Og. Or, par définition d’une base duale, on a, pour tout i €
{1,....,n},ef(x) = x; ou z; est la i — éme composante de = dans la base B. On en déduit
que © = Og et J est injective. Comme en plus, £, E*, E** ont méme dimension, .J sera

aussi surjective. Finalement J est bien un isomorphisme canonique entre F et E**.
dx € ker(J) : x # Op

Par conséquent la famille {z} est libre dans F, d’apreés le théoréme de la base incompléte,
il existe une base B’ = {z, e, ..., e, } de E, alors il existe une base B™ = {z* e}, ....e:} de
E* duale de F.

On obtient

T(z*) =a"(z) =1# 0k

|
Remarque 1.3.6 On introduit par conséquent le crochet de dualité, on peut écrire
J:E— E™ ouVfeE :Jx)(f)=f(x)=<f,z>
On peut également écrire
Vee ENfe B < J),f>=<fao>

Comme nous le signalions, nous pouvons donc confondre E et E**. En fait, on identifie

x avec J(x) = ™. Au niveau du crochet de dualité, cela revient a "retourner” l’écriture.
On a
Vy* € E*, V2™ € E* <y, 2™ >=< y*, x >

avec
identifié a x.

Proposition 1.3.7 Soient E un K -espace vectoriel de dimension finien et J : E — E**
isomorphisme canonique entre E et E**. Alors Pour toute base B de E, on a J(B) = B**,
ot B*™ = (B*)* est la base duale de B* dans E** .

Preuve. Soit B = (e, ..., ¢,,) une base de F, alors on a

VEk,l € {1, ,n} < J(ek),ef >=< 6?,61C >= 0y

16



ce qui est précisément la formule définissant (e;)*. Alors

Vi e {1,...n}: J(ex) = (&))"

17



Chapitre 2

Hyperplans

Définition 2.0.8 Soit E un K —espace vectoriel.
On apelle hyperplan de E le noyau d’une forme ¢ linéaire non nulle sur E. Autrement

dit, un s-ev H de E est un hyperplan si et seulement si
dp € E* — {0} : H = ker(yp)
Exemple 2.0.9
1) L’application
o, R3 — R
<I7y7 Z) — gOl(ZE, Y, Z) =dr — 5y + 3z

est une forme linéaire non nulle sur R et donc
Hy =Xker(yp) ={(z,y,2) : 4 — 5y + 3z = 0}

est un hyperplan de R3.
2) Soit a € K, alors lapplication

vy, K[X] — K
P > py(P) = P(a)

est une forme linéaire non nulle sur K (puisque @,(1) = 1(a) =1 #0) et donc
Hy =ker(p,) = {P € K[X]: P(a) =0}

est un hyperplan de K [X].

18



3) L’application (trace)

p3 My(K) — K
A s y(A) = Tr(A)

est une forme linéaire non nulle sur K (puisque Tr(I,) =n # 0) et donc
H3 =ker(py) ={A € M,(K):Tr(A) =0}
est un hyperplan de M, (K).

Notation 2.0.10 Soit a un vecteur non nul de E, la droite vectorielle engendrée par a

est le s-ev D de E formé par les vecteurs de type k.a, ou k décrit K. On écrit D = K.a.
Le théoreme suivant caractérise les hyperplans.

Théoréme 2.0.11 (Hyperplans et droites vectorielles)
Soit H un s-ev de E. Pour que H soit un hyperplan de E, il faut et il suffit qu’il existe
une droite vectorielle D de E telle que H et D soient supplémentaires dans E.

E=H&D

Preuve.
1) Soit H un hyperplan de E. 1l existe ¢ € E* — {0} telle que H = ker(y), puis il existe
xo € E tel que ¢(xg) # 0. Nous allons montrer que la droite vectorielle D = Kxq est
supplémentaire de H dans F.
i) Soit x € DN H, alors
da€e K:x=axyet p(z) =0

= a.¢(z0) = 0,(x0) # 0
= a=0

Donc = = 0. Ceci montre D N H = {0g}.
i1) Montrons que
E=D+H

Ona D+ H C E, car D + H est un sous espace vectoriel de F.
D’autre part, soit © € E. Montrons qu'il existe (\,y) € K x H tel que

T =Arg+vy

19



Si un tel couple (A, y) existe, alors

p(z) = p(Azo + ) = Ap(x0) + ©(y) = Ap(20), (y) =0

D’ou
A= o) et y=x— #(z) Zo
¢(wo) ©o(xo)
On obtient
= &fo))"”o + (- :}fo))%) =m+rm €D+ H
Ou
T = () T € D
e
_ o
En effet :
Il est clair que z; = (Z(;O)) .29 € D. D’autre part, on a

— a9 € ker(p) = H

oy P
) = la) = e (a0) =0

Ceci montre D + H = E. Finalement D& H = F.
2) Réciproquement, supposons qu’il existe une droite vectorielle D telle que D & H = F.
Alors il existe z¢ € D tel que xg # 0.
On a D@ H = E, alors pour tout x de F, il existe un couple unique (\,y) € K x H, tel
que

r=Arg+y (2.1)

Soit p la projection sur D parallelement & H. Soit xg un vecteur directeur de D. On définit

une application ¢ par
v E — K

. — p(r)=A
avec A définie par

p(z) = Azg

On vérifie que cette application est bien linéaire (par linéarité de la projection P). On a
bien ¢ € E* — {0}, car d’apres la relation (2.1)

o(rg) =p(lxg+0)=1#0,1=1

20



@ est une forme linéaire sur £ dont le noyau est H, car
ker(p) ={z=Xrg+y€eE :px)=0={z= p+yc E:\=0}={r=yecF:yc H}=H
|

Remarque 2.0.12 Si H est un hyperplan et ¢ une forme linéaire sur E de noyau H, on
a
E=H& (K <= p(vg) #0<= a0 ¢ H<= o€ E— H

Ainsi, toute droite (vectorielle) D non contenue dans ’hyperplan H est un supplémentaire
de H.

Corollaire 2.0.13 Si E est de dimension finie n (n > 1), alors les hyperplans de E sont
les s-ev de E de dimension n — 1.

Preuve. Ona H & D = E, alors
dimE =dimD +dim H,dimD =1=— dimH =dimF —-1=n—1
[ |

Définition 2.0.14 Soit F' un s-ev de E, sa codimension codim(F') est la dimension com-

mune o tous ses supplémentaires. St dim E < oo, alors
codim(F) = dim E — dim F

Définition 2.0.15 On appelle hyperplan de E tout s-ev H de E, de codimension 1. En
dimension finie il est de dimension

dimH =dimF —1

Exemple 2.0.16
1) Les hyperplans de R? sont les droites vectorielles.

2) Les hyperplans de R3 sont les plans vectoriels.

Proposition 2.0.17 (formes linéaires non nulles ayant le méme noyau)
Soient H un hyperplan de E, ¢ € E* —{0} telle que H = Ker(y), et € E*—{0}. On a

H =ker(¢) <= (3a € k —{0},¢¥ = ayp)

Autrement dit v et 1 sont proportionnelles ou la famille {p, 1} est liée.
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Preuve.

1) Il est clair que, pour tout a de K — {0}
ker(ap) = ker(p) = H

2) Soit ¢ € E* — {0} telle que H = ker ().
On a
H = Ker(p) = 3x0 € E : p(x9) # 0

Alors
E = ker(p) + (Kzo)

Soit x € E, alors

d\ € K,Jy € ker(p) = H =ker(¢)) : . =y + Axo

p(x) = Ap(wo)

On pose (@)
_ Yz _
a= (7o) e K — {0}

Alors ¢ = ap. =

Remarque 2.0.18 On déduit de la proposition précédente que deux formes linéaires non

nulles définissent le méme hyperplan si et seulement si, elles sont proportionnelles.

Proposition 2.0.19 Soit E un K-ev de dimension finie n. Pour tout e € E — {0}, il
existe ¢ € E* telle que ¢(e) = 1.

Preuve. La droite vectorielle Ke (engendrée par ¢) admet au moins un supplémen-
taire H dans F, et H est un hyperplan de E. Il existe donc ¢, € E* telle que H = ker(¢; ).
Comme e ¢ ker(p,) (care € D = E — H), alors ¢, (e) # 0.

D’aprés la proposition précédente, on pose
1
I @1(6)901
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On a alors
p € E"et p(e) =1
Par raisonnement par I’absurde, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.0.20 Soient E un K-ev de dimension finie n, x € E. Si toutes les formes
linéaires sur E, s’annulent en x, alors x = 0. Autrement dit le seul élément de E qui

annule toutes les formes linéaires sur E est 0. Alors, on a

N ker(p) = {0}

pekb*

2.1 Equation cartésienne d’un hyperplan

Soient £ un K-ev, £ # 0, H un hyperplan de E, ¢ une forme linéaire (non nulle)

telle que H = ker(y). Nous avons donc
reH <= p(r)=0<=<p,x>=0

Si 9 est une autre forme linéaire de noyau H, alors, ¢ = a.f, (a non nul) et I’équation
< Y, x >= 0 s’écrira < ap,xr >= 0, donc a < p,r >= 0. Comme « # 0, cela donne
encore < ¢, xr >= (0. L’équation < ¢, x >= 0 d’inconnue x est donc indépendante du choix

de la forme linéaire ¢ de noyau H. Cette équation s’appelle une équation cartésienne de

H.

Définition 2.1.1 Soient E un K-ev, E # 0, H un hyperplan de E. On appelle équation

cartésienne de H [’équation
pr) =0<=<p,x>=0
d’inconnue x € E, ¢ étant l'une des formes linéaires de E* vérifiant ker(yp) = H.

La situation la plus intéressante est lorsque dim(F) est finie, égale & n > 0. Prenons
une base By de E et sa duale Bj. dans E*. Alors, si ¢ a pour coordonnées (ay, ..., a,) non
toutes nulles sur Bj. et si x a pour coordonnées (z1, ..., z,) sur Bg nous savons d’aprés

la formule (1.1) que

o) =0<=<p,r>=0<= a1x1+ ... + @z, =0
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Théoréme 2.1.2 (Equation d’un hyperplan en dimension finie)
Soient ' un K-ev de dimensionn > 0, H un hyperplan de E, ¢ une des formes linéaires de
E* de noyau H. Si l’on munit E et E* de deuz bases Bp = (ey, ...,a,) et By = (€3, ...,€5),

5 Cp

I’équation cartésienne de H se présente sous la forme
< p,r >= 0<— a1z1+...+a,x, =0

ot (x1,...,x,) et (ay,...,a,) sont les coordonnées de x et de p respectivement sur B et
By.. ¢ étant non nulle, les a; sont non tous nuls.

De plus, si by + ... + b,z, =0, est une autre équation de H dans la base Bg, alors
d\ € K*,VZ :Il,_n: bz = )\CI,Z‘

Preuve. Puisque H est un hyperplan de F, il existe une forme linéaire non nulle
dont H est le noyau. Il suffit pour cela de considérer une base (€},... e/ ;) de H (car
dim H = n — 1), de la compléter avec un vecteur €/, en une base de F, de considérer la

1%

base duale de cette base (e}, ..., e/ ;) et la forme linéaire €/* a bien pour noyau H.

Soit maintenant la base By proposée. Alors e/ peut se décomposer suivant la base duale
Bj. = (e}, ...,€}) en

/
er = ae] + ... +aye;

o les coefficients (a;); sont des scalaires non tous nuls, puisque e/ # 0%,..
On a
Vee F:x=ux1e1+...+z6,

Alors
re€H<=e(r)=0<= a1z1+ ... + apx, =0

Soit enfin
bizi +...+byx, =0

Une autre équation de H dans la base Bg. Cela signifie
Vee E:x=uz1e1+..+ 16,

Alors, on a
r€H<—=bzr1+..+bx,=0<(z)=0

Ot ¢ est la forme linéaire
Y = bie] + ... + bue;,
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Autrement dit
H = ker(v)

Mais deux formes linéaires qui ont méme noyau sont proportionnelles entre elles et
A e K*, Vi :L_n: b; = \a;
[ ]

Exemple 2.1.3

1) Les hyperplans de R? sont les droites vectorielles. Si R? est muni d’une base (ey,es), et
si on note (z,y) les coordonnées d’un vecteur quelconque dans cette base, alors [’équation
d’une droite D de R? s’écrit d’une maniére unique sous la forme ax + by = 0, avec
(a,0) # (0,0).

2) Les hyperplans de R3 sont les plans vectoriels. SiR3 est muni d’une base (e1, ez, e3), et si
on note (x,y, z) les coordonnées d’un vecteur quelconque dans cette base, alors I’équation
d’un plan P de R?® s’écrit d’une maniére unique sous la forme ax + by + cz = 0, avec
(a,b,c) # (0,0,0).

3) Tout plan vectoriel de R® admet une équation de la forme ax+by+cz = 0 ot (a,b, c) #
(0,0,0) et pour tout A € R*, Aax + Aby + Acz = 0 est également une équation de ce méme
hyperplan
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Chapitre 3

Transposition et orthogonalité par

dualité

3.1 Transposition

Soient F et F' deux K-ev, u un élément de Ly (FE, F'). Appelons y* un élément quel-
conque de F*. Alors, 'application y* o u est linéaire (composée de deux applications
linéaires) de FE dans K. Donc y* o u est un élément de E*. Finalement, on construit une

application de E* vers F™* définie par
y'—ytou
Appelons ‘u cette application. Nous avons donc

Vy* € F* P u(y*) =y ou

3.1.1 Application transposée

Théoréme 3.1.1 (Définition)
Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K et u : . — F une application linéaire. On
appelle application transposée de w, qu’on note ‘u , l'application de F* dans E* définie
par
Vy* € F* P u(y®) =y ou
On écrit
ty: F* — E*
x

y* — fu(y) =y ou

La transposée de u est une application linéaire.
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Preuve.
1) i) Montrons d’abord que 1'on a bien ‘u € Ly (F*, E*).
Ona E* = Lg(FE,K) et F* = Lg(F,K), donc E - F = K, par conséquent

y* ou :t u(y*) c E*,y* c F*

='u € Lg(F* E)
i1) Montrons que Papplication ‘u est bien définie.
Soient y7,y; € F* et x € E, telle que yj = y;, alors

u() = u(z) = yi(u(r)) = y(u(@)), car y; =y,

— (yiou) () = (y3 o u) (x)
=" u(yy) =" u(y3)
2) Montrons que ‘u est linéaire sur K.
Soient yi,y; € F* a1, a9 € K, alors
“u(aryi+asys) = (aryi+asys)ou = (aayp)out(asys)ou = ar (Y7 o u)+as (y; o u) = aju(yy)+azu(ys)

Remarque 3.1.2 La formule 'u(y*) = y* o u donne aussi
Vo e E\Vy* € F*: ("u(y?)) (z) = (y* ou) (z)

En employant la notation du crochet de dualité, la définition de l’application transposée

peut étre réécrite sous la forme
Vo € E\Vy* € F* :<'u(y*), 2 >=< y*,u(x) >

Proposition 3.1.3 La transposée posséde les propriétés suivantes :
Soient E, F' et G trois K-espaces vectoriels. Alors
1) Vu,v € Lig(E, F) :* (u+v) =tu+tv
2)Va € K,Vu € Lg(E,F) ' (au) = a.tu.
3)Vu € Lg(E,F),Yv € Lg(F,G) " (vou) ="uov.
4) Soit Idg l’endomorphisme identique de E, alors ‘Idg = Idp-.

4) Siu est un isomorphisme de E sur F, alors *u est un isomorphisme de F* sur E* et

) = (fu)™
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Preuve.
1) Soient u,v € Ly (E, F), alors on peut définir u+v € Li(E, F) et 'u,! v € Li(F*, E*),
alors ‘u +' v € Ly (F*, E*).
Or u+wv € Lg(F, F), alors on peut aussi définir *(u + v) € Lg(F*, E*).
Soit y* € F*, alors

lutv)(y) =y o(u+v) =y ou+ty ov="u(y")+" v(y*)

2)Onaa€ K,u€ Lg(E,F), alors cvu € Lig(E, F) et (ov.u) € L (F*, E*).
Soit y* € F*, alors

"au)(y") =y o (au) = a.(y" ou) = a.'u(y")

3)Onawue Lg(E,F),ve Lg(F,G),alorsvou € Lig(E,G) et '(vou) € Lg(G*, E*). Or
‘we Lg(F* E*) et 'v € Lg(G*, F*), alors ‘u o' v € L (G*, E*).
Soit z* € F*, alors

4) On a Idp € Lg(FE), alors 'Idg € Li(E*), or Idg- € Lg(E*), alors
Vz* € E*!Idg(z*) =a2*oldg = 2" = Idg-(2*)
— t[dE == [dE*

5) On a u € Lg(E, F) et u bijective, alors u™! € Li(F, E), et on a

{ vout = Idp

uflou:]dE

Donc
tluou™t) =t Idp tu™t) of (u) = Idp~
e
Hutou)="Idg t(u) ot (u™t) = Idp-

Ce qui montre que ‘u est bijective et * (u™) = (*u)”". Alors ‘u est un isomorphisme de
F*sur E*. m
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3.1.2 Lien entre application transposée et transposée d’une ma-
trice
Théoréme 3.1.4 (Lien entre application transposée et transposée d’une matrice)

Soient E et F' des K -espaces vectoriels de dimensions finies respectives n,p, u € L(E, F),

B = (e, ...,e,) une base de E et C' = (vy,...,v,) une base de F'. On note B* = (ef, ..., €})

o G

et C* = (v,...,v%) les bases duales correspondantes.

cy Uy
Alors
t _t _t t
Mg = (ot ) <= gt = gt o)

Preuve. Notons A = ]\g %t(u). On sait que les colonnes de A sont les coordonnées

(a;j) de u(e;) dans la base C'. i,e

p
u(ez) = Zaijvj
j=1

Le but est de montrer que

n
u(v)) =) aje
j=1

n
Soit x = ijej un élément quelconque de E. On a
j=1

*

Vi=1n:¢€(z) =z,

fu(v)(z) = vf ou(z) =] <Z%‘U(€j)> =v; (Z% (Zaa‘kvk>> = Z%’ <Zajkvf(vk))
= ijaji = Zaﬁe;(m)
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3.2 Orthogonalité par dualité

Définition 3.2.1 Soit E un K -espace vectoriel et E* son dual.

1) p € E* et x € E sont dits orthogonauzx si et seulement si
p(z) =< ¢,z >= 0k

On dit aussi que x est orthogonal & ¢ ou que ¢ est orthogonal a x.
2) Soit A une partie non vide de E. On appelle orthogonal de A dans E* et on note A+
le sous-ensemble de E* défini par

At ={p e E* Vo € A: p(r) =0k}

AL est ainsi 'ensemble des formes linéaires ¢ s’annulant sur la partie A de E (ou :
lensemble des ¢ orthogonauz a tous les éléments de A), donc les formes linéaires dont le
noyau contient A.

3) Soit A une partie non vide de E*. On appelle orthogonal de A dans E et on note A°
le sous-ensemble de E défini par

A ={x e ENpe A: p(x) =0k}
A° est donc l’ensemble des vecteurs de EE communs a tous les noyaux des éléments de A
(ou : lensemble des x orthogonaux & tous les éléments de A).

Proposition 3.2.2 Pour toute partie A non vide de E (resp : E*), AL (resp : A°) est

un sous-espace vectoriel de E* (resp : F).

Preuve.
1) Soit A une partie non vide de E. Alors
i) On a Op« € AL, car Vo € A : Op+(x) = O ol Op+ est la forme nulle sur K.

i1) Soient v, iy € K, 1, 05 € At et ¢ € A, alors

(1) + @apy) () = a1 (7) + aapy(r) = @10k + a0k = O

= a1 + ap, € At

2) Soit A une partie non vide de E*. Alors
i) Ona O € A° car Vo € A: ¢p(0g) = Ok.
i1) Soient oy, € K, x1, 19 € A° et € A, alors

go(alxl + 042152) = Oélgo(fbl) + OJQQO($2) = al()K + OKQOK = OK
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= o + Qoxe € A°
]
Remarque 3.2.3 Pour X = ¢, on pose X+ = E* et pour Y = ¢, Y° = E.

Exemple 3.2.4

1) Si E est un K—espace vectoriel, alors

Et={pe E*Vx e E:p(x) =0k} ={0p}
{0g}" ={p € B*: p(0p) = 0} = E*

et

{OE*}O = {CL’ ekl 0*<CL’) = OK} =F
E* ={xe ENyp e E*: p(x) =0k} ={0g}, (daprés le corollaire (2.0.20))

1) Op est orthogonal a toute forme linéaire p de E*. La forme linéaire nulle 0% est ortho-
gonale a tout vecteur x de E.

2) Soit E de dimension finie rapporté & une base Bg = (e1,...,e,) et Bi. = (e7,...,e%) sa
base duale dans E*. Alors, e; et e; sont orthogonaux pour i # j.

3) Soient E = R*, p € E* et o(z,y,2,t) = ax + by + cz + dt ou (v,y,2,t) € R Soit
A=1{(1,0,0,0),(1,2,3,4)}. Alors

weAi:){ ©(1,0,0,0) = 0 <:>{ a=0
v(1,2,3,4) =0 2b+3c+4d=0
Proposition 3.2.5 Soient A, B des parties non vides de E et U,V des parties non vides
de E*. Alors
1) Si A C B, alors B+ C AL.
2) Sz UcCV, alors V° C U°.
3) AL = (Vect(A))",U° = (Vect(U))".
4) Ac (Ai) Uc (U
5 (AUB) = AtnBL (UuV)Y =U°NV°,
Preuve.

1) Soit ¢ € B*, alors

¢ € Bf=VYbeB:pb)=0
— VYac A(ACB):p(a)=0
— pec At
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2) Soit x € V°, alors

r € Vi=VpeV:px) =0
= VYoeUUCV):p)=

— x€U°
3) On sait que Vect(A) est le plus petit s-ev de E contenant A, alors
A C Vect(A) = (Vect(A))" c A*

D’autre part, on sait que Vect(A) est 'ensemble des combinaisons linéaires finies d’élé-

ments de A. Désignons par (a;),_15 la famille des éléments de A.

1=1,n

Soit ¢ € At et soit z € Vect(A), alors

n
T = Z%’az‘,ai EAVi=1lneta, € K,Vi=1,n

=1

On trouve

p(r) = ¢ (Z%’az) = Z%’W(ai)a p(a;) =0

= 0
— pe (Vect(A)"

Il est clair que
UcCVect(U) = (Vect(U))* Cc U°

Désignons par (f;);—15
Soit x € U° et soit ¢ € Vect(U), alors

la famille des éléments de U.

=1

= ¢(z) = (Z%fi) (z) = Zaifi(x)vfi(m) =0,Yi=1,n
= ¢(x)=0
= z € (Vect(U))°
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4) On a
(AL)O ={z e EVpe A" : p(z) =0}
Soit = € A, alors
x € (AL)O — p(z) =0,Vp € At
Soit ¢ € A, or x € A, alors
p(r) =0
Donc z € (A1),
D’autre part, on a
(U ={p e E* Yz e U°: p(z) = 0}
Soit ¢ € U, alors
¢ e (U°) < p(z) =0,V € U°
Soit x € U°, or ¢ € U, alors
p(r) =0

Donc ¢ € (4°)".
5) i) On a

— (AUB)" c At nB*

AcAUB (AUB)" c A+
— n i
Be AUB (AUB)" CB

D’autre part, soit # € AU B et ¢ € A+ N B*, alors

reA o€ At
ou et et — p(z) =0
r€B o € B+

— pe(AUB)"
— A'NB*c(AuB)*

i7) On a

= (UUV) cu°nve

vevuv _ [ @wuvycr
VeUuuv (UUuV)Y Ve
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Soient o e UUV et x € U° N V?, alors

pelU
ou = ¢(x)=0
peV

— € (UUV)°
= U°NV°C(UUV)°

3.2.1 Dimension de ’orthogonal

Théoréme 3.2.6 Soit £ un K—espace vectoriel de dimension finie. Alors
1) Si H est un sous espace vectoriel de E, alors dim H + dim H+ = dim E.

) Si H est un sous espace vectoriel de E*, alors dim H + dim H° = dim E*.

Preuve.
1) Posons dimE = n et dimH = p,p < n. Soit By = (ey, ..., €,) une base de H, alors
d’apres le théoreme de la base incomplete, 3Bp = (ey, ..., €,, €p41, ..., €,) base de E. Donc
3By = (€}, .., €5, €511, -, €5,) base de £ duale de Bp.
On a

H* ={p € E* Vo € H: p(zx) =0}

est un s-ev de E*. Alors (e}, ..., €},) est une base de H+. En effet :

Onael€ H-Vi=p+1,n, car pour z € H, on a

p p
e (x) = € (Z%‘%‘) = aei(e;) =0
j=1 Jj=1
Car
e;(e;) =0,Vj #1i

Donc
Vect(e),,,....en) C H*

Montrons que
H* C Vect(es,y, ....€})
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Soit p € H+ C E*, ¢ = Z)\je;, alors

=
Vi=1,p: Z)\jej e;) = Niel(e;) = N

Or p(e;) =0, car ¢; € H et p € H*, alors

—= p= Z)\e € Vect(eyyy,- )
j=p+1

— H" CVect(e),y,....e})

rn

On obtient

rn

H* = Vect(e, €pi1s e En)

Or (€5, ,,...,e,) est libre dans E* car Bj. est une base de E*, alors (e}, e’) est une

L
base de H+.

— dimHt =n—p=dimE — dim H

2) Posons dim E** = dim £* = dim F = n, et dim H = p.

Soit By = (ei*, ...,e;‘,) une base de H sev de £*, alors 3Bp« = (€], ...,€5,€5. 1, ..., €},) base
de E*. Donc 3B« = (f1, ..., fn) base de E** duale de Bg-.

Or

J:E— E™ J(z)=2"Vr e FE
est un isomorphisme d’ev. Alors
HUiGEIJ(UZ‘):fi:UZ,' 1.n

Donc Bg = (v1, ...,v,) est une base de F, car B est une partie libre maximale de E.

Bg« est duale de By car

lp, sii=j .

€f(vj)=“;*(€f)=fj(€f)={ O, sii % J J=1Ln
K

On obtient
H°={z e E,Np e H:¢(z)=0}
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est un s-ev de F.
Montrons que (vpt1, ..., v,) est une base de H°.

i) Onav; € H°,Vj =p+ 1,n, car pour ¢ € H, on a
p
@ =D aic;
i=1

P
= ¢(vj) = Zozief(vj) = Ok, car €] (v;) = 0, Vj #i

i=1

= Vect(vpi1,...,vn) C H°

Montrons que
H°® C Vect(vpi1, .o, Un)

Soit x € H° C F, alors

n
r = E Oéj'Uj
j=1

—Vi=1,p:€e(z) = Zajei(vj) = ;e (v;) =a; =0, care; € H
7j=1

n
—= = Z a;v; € Vect(vptr, ..., vp)
Jj=p+1

= H° C Vect(vpi1, ..., Un)
= H° = Vect(vps1, ..., Uy)

Or (vpt1,...,v,) est libre car Bg est une base de E. On obtient

dimH° =n—p=dmFE — dim H

3.2.2 Comparaison entre certains sous-espaces

Corollaire 3.2.7 Soit E un K—espace vectoriel de dimension finie. Alors
1) St H est un sous espace vectoriel de E, alors (HL)O =H.

2) Si H est un sous espace vectoriel de E*, alors (H°)" = H.
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Preuve.
1) On sait déja que
Hc (HY

D’autre part, on a H est un sous espace vectoriel de F, alors

—> dim H = dim (HL)O

dim H +dim H+ = dim F
dim H+ + dim (HL)O = dim E*

Or H est un s-ev de (HY)”, alors H = (H*)".
2) On sait déja que
HcC (H)"

D’autre part, on a H est un sous espace vectoriel de £*, alors

dim H + dim H° = dim E*
{ o A dim o — dim H = dim (H°)"

dim H° + dim (H°)" = dim E

Or H est un sev de (H°)", alors H = (H°)". m

Théoréme 3.2.8 Soit u: EF — F une application linéaire, alors
ker(‘u) = (Im(u))™

Preuve. On au € Lg(E, F), alors 'u € L (F*, E*).
On a
ker("u) = {y* € F* ' u(y*) =0p-} = {y* € F* : y* ou =0}

et

(Imu)" = {y* € F*:y*(u(z)) = Ok, Yu(z) € Imu} = {y* € F*: (y* o) (z) = 0x, Yz € E}
= {y* e F*:y*ou=0pg} = ker('n)

Théoréme 3.2.9 Soient E, F deur K—espaces vectoriels de dimension finie et u €
Li(E,F) alors
rg(tu) = rg(u)
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Preuve. On au € Lg(E, F), alors 'u € L (F*, E*).
On obtient

rg(*fu) = dimIm(*u)
rg(u) = dimIm(u)

Alors

rg(*u) + dimker(*u) = dim F* = dim F’
(rg(u) = dimImu) + dim (Im )" = dim F, (d’aprés le corollaire (3.2.7))

Or ker(*u) = (Im(u))L, alors
rg(*u) + dim (Im(u))" = dim F

— dim (Im(u))" = dim ker(‘u)
= rg(‘u) = rg(u)

Théoréme 3.2.10 Soient F,G deux sous espaces vectoriels de E, K —espcae vectoriel de
dimension finie, alors

) (F+G) =FtnGret (FNG)" =FL+Gt

2) Si E=F®G, alors B* = F+ & G+,

Preuve.
1) 7) On sait que F + G = Vect(F U G), alors

(F+@)" = (Vect(FUQR) = (FUG)" = FtnG*t

ii) Montrons que F- + G+ c (FNG)".
Soit p = ¢, + ¢, € F+ + G*. Alors

901+g02€(FﬂG)l<:>(g01+<,02)(a:):(),VxeFmG
Soit € FNG, alors x € F et v € G or p; € F*, p, € G Donc
p1(z) =0 et py(x) =0
= (1 + ¢2) () = 01 () + o) =0+ 0=0
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— pe(FNG)"
— F 4+ Gtc(FnG)*

D’autre part, on a

dim(F* 4+ GY) = dim(F*Y) + dim(GY) — dim(FE NG, (F 4+ G)" = FAnG*

— dim(F*NG*) = dim(F + G)* = dim E — dim(F + G), (d’aprés le théoréme (3.2.6))
= dimE —dim F — dim G + dim(F N G) = dim F+ — dim G + dim(F N G)

— dim(F*+ N GH) = dim F* — dim G + dim(F N G)

On obtient

dim(F* 4+ G*) = dim(F") +dim(G") — (dim F" — dim G + dim(F N G)) = dim E — dim(F N G)
= dim(FNG)*

— dim(F* + G*) = dim (FNG)*

Or F' + Gt est un s-ev de (FNG)*, alors FL 4+ G- = (FNG)".
2) On sait que
FrnG* = {0p}
E*=F-o G <} et
FL 4Gt =FE
j) On a
Fr4GH=(FnG)*" ={0g}" = E*
jj) On a
FrnGt=(F+G)" = B+ ={0p}
Alors E*=F+ 9 G+. =

Théoréme 3.2.11 Soient E et F' deur K —espaces vectoriels de dimensions finies. Alors
1) Siu e Li(E,F), alors Im(*u) = (ker u)™.
2) Siu € Lg(E), alors dim(ker(*u)) = dim(ker u).

Preuve.
Soit u: E — F, alors 'u : F* — E*, 'u(y*) = y* o u.
1) Montrons que
Im("u) C (keru)™*
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Soit 'u(y*) € Im(*u), alors
u(y") =y ou
On a

t 1

u(y*) € (keru)” <= (y* ou)(z) = 0k, Va € keru

Soit x € ker u, alors
(y" ou)(x) =y (u(z)) = y*(0F) = Ok
=" u(y*) € (keru)*

On obtient
Im("u) C (keru)*

D’autre part, on a
dim(Im(*u)) = rg(*u) = rg(u) = dim E — dim(ker u) = dim(ker u)*
Comme Im(‘u) est un sous espace vectoriel et dim(Im(*u)) = dim(ker u)*, alors
Im(‘u) = (keru)"
2) Siu ek (F), alors
dim E* = dim(ker’ u) + rg(*u) = dim(ker’ u) + rg(u)
= dim(ker’ v) = dim E* — rg(u) = dim E — rg(u) = dim(ker u)
dim(ker’ u) = dim ker u

Proposition 3.2.12 Pour toute partie non vide Y de E*, on a

Y= N kerp

peYy
Preuve. On a
TEeEY <—=VoeY px)=0<=VpeY :xeckerp

Proposition 3.2.13 Soit E un K—espace vectoriel de dimension n. Alors (¢;),—1, est

une base de E* si et seulement si '61 ker o, = {0g}.
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Preuve. Dire que (y;) est une base de E* équivaut a dire que E* = Vect(¢y, ..., 9,)-

i=1,n

D’aprés la proposition précédente, on obtient
(E7)" = (Vect(py, -, 9,))" <= {08} = (V = (¢1,-,,))" = 0 ker g,

Réciproquement si .61 ker p, = {Og}, alors

oy n L 1 *
Veet(py, ) = (Veet(py, . 0,))°) " = (O kerg ) = {05} = B

3.2.3 Espace stable et dualité en dimension finie

Proposition 3.2.14 (Dualité et stabilité)
Soient E un K -espace vectoriel, u un endomorphisme de E et F' un sous-espace vectoriel

de E. Alors, F est stable par u si et seulement si F* est stable par 'u.

Preuve.
i) On sait que F* est stable par ‘u si et seulement si Vi € F*- i u(p) € F*,

Supposons que F est stable par u. Alors pour ¢ € F'*, on a
Vo € F <" u(p),r >=< p,u(z) >=0, car u(r) € F et ¢ € F*

Donc ‘u(p) € F* et par suite, F- est stable par ‘u.

ii) Supposons que F'* est stable par ‘u. Alors pour € F, on a
Vo € F- <t u(p),r >= 0 car 'u(p) € F*

— Vo € F+ < p,u(z) >=0
= u(z) € (F)", (F)" =
— u(z) € F

Donc F' est stable par u. =
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