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Introduction Générale

L�espace dual d�un espace vectoriel est l�ensemble de toutes les formes linéaires dé�nies

sur cet espace (c�est à dire l�ensemble de toutes les applications linéaires dé�nies de cet

espace dans son corps de base). La dualité est un instrument technique intervenant souvent

en mathématiques. Donnons quelques exemples.

�L�application qui à un vecteur associe son i�eme coordonnée dans une base donnée

d�un espace vectoriel est une forme linéaire.

�La dualité sert à dé�nir la topologie de la convergence simple sur certains espaces

fonctionnels. Ces espaces interviennent entre autre quand on étudie les distributions.

�En calcul di¤érentiel, les di¤érentielles de fonctions dé�nies d�un espace vectoriel

dans R sont des formes linéaires et donc des éléments du dual de l�espace vectoriel consi-
déré.

�En géométrie, les formes linéaires servent à donner des équations pour des hyper-

plans.

En algèbre linéaire, les formes linéaires désignent un type particulier d�applications

linéaires. Elles jouent un rôle primordial en mathématiques, et en analyse, par exemple

dans la théorie des distributions, ou dans la théorie des espaces de Hilbert.

Ce mémoire est réparti sur l�introduction générale et trois chapitres. Dans le premier

chapitre, on va donner les di¤érentes notions de bases qui s�avèrent indispensable pour

le reste de ce travail, en particulier les notions de formes linéaires, espace dual et bidual,

bases duales et antéduales.

Nous étudierons dans le deuxième chapitre les hyperplans qui sont considérés comme

des sous-espaces vectoriels particuliers. On va donner leurs caractérisation, le lien entre

eux et les formes linéaires, puis l�équation cartésienne d�un hyperplan.

En�n, dans le troisième chapitre, on donnera une étude générale de l�orthogonalité et

la transposition dans l�espace dual. La notion d�application transposée relève de l�algèbre

linéaire. À toute application linéaire u entre deux espaces vectoriels E et F est associée

l�application transposée tu de l�espace dual F � de F dans l�espace dual de E. Nous ferons

le lien entre application transposée et transposée d�une matrice.
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Chapitre 1

Dualité et espace dual

1.1 Espace dual

1.1.1 Formes linéaires

Dé�nition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur K.

1) On appelle forme linéaire sur E toute application linéaire de E dans K.

2) L�ensemble des formes linéaires sur E s�appelle le dual de E, on le note E� = L(E;K).

1.1.2 Exemples de formes linéaires

Exemple 1.1.2 (Exemples préliminaires)
1) L�application de E dans K, qui à tout vecteur x 2 E associe le scalaire 0 2 K est une

forme linéaire, appelée forme nulle sur E.

2) Si E = C([a; b];R), le R�espace vectoriel des applications continues de [a; b] dans R,
alors l�application

' : E �! R

f 7�! '(f) =

bZ
a

f(t)dt

est une forme linéaire sur E.

3) Si E est l�espace vectoriel des suites de réels convergentes, alors l�application

' : E �! R
u = (un) 7�! '(u) = lim

n�!+1
un

est une forme linéaire sur E.

4) Si E = K[X], pour tout a 2 K, l�application P 7�! P (a) est une forme linéaire sur

3



E.

5) Si E =Mn(K), alors l�application trace

' : E �! K

A = (aij) 7�! '(A) = Tr(A) =

nX
i=1

aii

est une forme linéaire sur E.

6) Si a1; a2; :::; an 2 K, alors l�application

' : Kn �! K

x = (x1; x2; :::; xn) 7�! '(x) = a1x1 + :::+ anxn

est une forme linéaire sur Kn.

Proposition 1.1.3 L�ensemble E� des formes linéaires dé�nies sur le K-espace vecto-
riel E possède une structure d�espace vectoriel sur K pour la loi interne + donnée par

l�addition des applications de E dans K

8f; g 2 E�;8x 2 E : (f + g)(x) = f(x) + g(x)

et la loi externe: donnée par la multiplication d�une application par un scalaire � de K

8f 2 E�;8x 2 E : (�:f)(x) = �:f(x)

E� est appelé espace vectoriel dual de l�espace vectoriel E. De plus si E est de dimen-

sion �nie, alors E� l�est aussi et on a dimE = dimE�. Par conséquence, E et E� sont

isomorphes.

Preuve. Rappelons que l�ensemble des applications linéaires L(E;F ) dé�nies entre
deux espaces vectoriels E et F possède une structure d�espace vectoriel pour les lois

précédemment mentionnées. E� est en fait égal à L(E;K), qui possède bien une structure

d�espace vectoriel.

D�autre part, on a

dim(E�) = dim(L(E;K)) = dim(E): dim(K) = dim(E); dim(K) = 1

Dé�nition 1.1.4 (Crochet de dualité)
Soient E un Kev et E�son dual. Pour tout x dans E et toute ' dans E�, on appelle crochet
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de dualité de x et ' l�écriture

'(x) =< '; x >

< :; : > le crochet de dualité.

Proposition 1.1.5 Toute forme linéaire non nulle ' sur E est surjective, donc de rang

1.

Preuve. Dire que ' 6= 0 signi�e qu�il existe un vecteur x0 2 E tel que � = '(x0) 6= 0.
Pour tout scalaire y, on peut alors écrire

y =
y

�
:� =

y

�
'(x0)

Soit y = '(x) avec x = y
�
x0 2 E, ce qui signi�e que ' est surjective.

On peut aussi dire que Im(')est un sous-espace vectoriel de K non réduit à f0Kg , il est
donc de dimension 1 et égal à K, ce qui revient à dire que rg(') = 1.

1.2 Dualité

1.2.1 Bases duales et antéduales

Dé�nition 1.2.1 Si E est un K�espace vectoriel de dimension �nie n, si B = (e1; :::; en)

est une base de E et x =
nX
i=1

xiei la décomposition de x suivant B, alors les applications

'i : E �! K

x =

nX
i=1

xiei 7�! 'i(x) = xi

qui au vecteur x associent sa composante suivant ei relativement à B, sont des formes

linéaires sur E, on les appelle les formes linéaires coordonnées notées e�i (Ces formes

linéaires sont aussi appelées les projections des coordonnées).

Dé�nition 1.2.2 Soient i; j 2 N. On dé�nit le symbole de Kronecker �ij par

�ij =

(
1; si i = j

0; si i 6= j

Proposition 1.2.3 (Dé�nition)
Soient E un K-espace vectoriel de dimension n et B = (e1; e2; :::; en) une base quelconque
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de E. Pour chaque i 2 f1; 2; :::; ng, on dé�nit les n formes linéaires e�i 2 E�, par

8j 2 f1; 2; :::; ng : e�i (ej) =< e�i ; ej >= �ij (�ij symbole de Kronecker)

Alors B� = (e�1; e
�
2; :::; e

�
n) est une base de E

�, appelée base duale de E.

(e�i ) sont appelés formes linéaire coordonnées.

Preuve. Puisque dim(E�) = n, alors il su¢ t de montrer que (e�1; e
�
2; :::; e

�
n) est libre.

Pour cela, soient �1; �2; :::; �n 2 K, tel que

�1e
�
1 + �2e

�
2 + :::+ �ne

�
n = 0E�

On sait que deux applications linéaires sont égales si et seulement si elles coïncident sur

une base. Alors

nX
i=1

�ie
�
i = 0E� =) 8j 2 f1; 2; :::; ng :

 
nX
i=1

�ie
�
i

!
(ej) = 0K

=) 8j 2 f1; 2; :::; ng :
nX
i=1

�ie
�
i (ej) = 0K

=) 8j 2 f1; 2; :::; ng : �j = 0K (car e�i (ej) = �ij)

Proposition 1.2.4 (Intérêt des bases duales)
Soient E un K-espace vectoriel de dimension �nie n, (e1; e2; :::; en) une base de E et

(e�1; e
�
2; :::; e

�
n) sa base duale, alors

1) Les coordonnées de tout vecteur x de E sont données par

8x 2 E : x =
nX
i=1

e�i (x)ei =
nX
i=1

< e�i ; x > ei

2) Les coordonnées de toute forme linéaire ' de E� sont données par

8' 2 E� : ' =
nX
i=1

'(ei)e
�
i =

nX
i=1

< '; ei > e�i

Preuve.
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1) Soit x 2 E avec x =
nX
i=1

xiei, alors pour tout j 2 f1; 2; :::; ng, on a

e�j(x) = e�j

 
nX
i=1

xiei

!
=

nX
i=1

xie
�
j(ei) = xj, car e�j(ei) = �ij

2) Soit ' 2 E� avec ' =
nX
i=1

yie
�
i , alors pour tout j 2 f1; 2; :::; ng, on a

'(ej) =

 
nX
i=1

yie
�
i

!
(ej) =

nX
i=1

yie
�
i (ej) = yj, car e�j(ei) = �ij

1.2.2 Exemples fondamentaux

Exemple 1.2.5 (Exemples fondamentaux)
1) Dans E = R3, on considère une base B = (x1; x2; x3) donnés par x1 = (1; 1; 1); x2 =

(1; 2; 3); x3 = (2;�1; 1). Alors pour déterminer la base duale B� = (x�1; x
�
2; x

�
3), il su¢ t

de calculer les coordonnées d�un vecteur X = (x; y; z) 2 R3dans cette base. Soit C =

(e1; e2; e3) la base canonique de R3. Alors
On a

x�1 : R3 7�! R; x�1(X) = x�1(xe1 + ye2 + ze3) = x:x�1(e1) + y:x�1(e2) + z:x�1(e3)

Posons

x�1(X) = a1x+ a2y + a3z; ai = x�1(ei) 2 R;8i = 1; 3

On obtient 8><>:
x�1(x1) = 1

x�1(x2) = 0

x�1(x3) = 0

=)

8><>:
a1 + a2 + a3 = 1

a1 + 2a2 + 3a3 = 0

2a1 � a2 + a3 = 0

=) a1 = 1; a2 = 1; a3 = �1

Donc
x�1 : R3 �! R

(x; y; z) 7�! x�1(x; y; z) = x+ y � z
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De la même manière, on trouve

x�2 : R3 �! R
(x; y; z) 7�! x�2(x; y; z) =

1
5
(�2x� y + 3z)

x�3 : R3 �! R
(x; y; z) 7�! x�3(x; y; z) =

1
5
(x� 2y + z)

2) Soient E = R2 [X] = fP = a0 + a1X + a2X
2 : a0; a1; a2 2 Rg et C = (P0 = 1; P1 =

X;P2 = X2) sa base canonique. On considère une base B = (Q0 = 1; Q1 = 1 +X;Q2 =

X2 + 2X + 1). Alors

On a Q�0 : E �! R; Q�0(P = a0P0+ a1P1+ a2P2) = a0Q
�
0(P0) + a1Q

�
0(P1) + a2Q

�
0(P2). Où8><>:

Q�0(Q0) = 1

Q�0(Q1) = 0

Q�0(Q2) = 0

=)

8><>:
Q�0(1) = 1

Q�0(1 +X) = Q�0(1) +Q�0(X) = 0

Q�0(1 + 2X +X2) = Q�0(1) + 2Q
�
0(X) +Q�0(X

2) = 0

=)

8><>:
Q�0(1) = 1

Q�0(X) = �1
Q�0(X

2) = 1

On obtient

Q�0 : E �! R
P = a0 + a1X + a2X

2 7�! Q�0(P ) = a0 � a1 + a2

De la même manière, on trouve

Q�1 : E �! R
P = a0 + a1X + a2X

2 7�! Q�1(P ) = a1 � 2a2

Q�2 : E �! R
P = a0 + a1X + a2X

2 7�! Q�2(P ) = a2

1.2.3 Etude matricielle d�une forme linéaire

Matrice d�une forme linéaire (Représentation matricielle d�une forme linéaire)

Soit ' 2 E�, c�est une application linéaire de E dans K. On peut donc chercher sa

matriceMat(') en prenant une base de E, BE = (e1; :::; en) et la base canonique BK = (1)

de K. Nous savons que les colonnes de Mat(') seront les coordonnées des '(ej) sur BK .

Comme '(ej) = aj est un scalaire, Mat(') aura la forme suivante

A = Mat(
BE ;BK

') =
�
a1 a2 : : : an

�
2M1;n(K)
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Alors si X =

0BBBBBB@
x1

:

:

:

xn

1CCCCCCA matrice colonne des coordonnées de X dans la base BE; alors

'(X) =< ';X >= A:X =
�
a1 a2 : : : an

�
0BBBBBB@

x1

:

:

:

x2

1CCCCCCA = a1x1+ ::::+ a2x2 =

nX
i=1

aixi

(1.1)

En général, si '1; '2; :::; 'm est une famille �nie de formes linéaires, où

Mat(
BE ;BK

'1) =
�
a
(1)
1 a

(1)
2 : : : a

(1)
n

�
Mat(
BE ;BK

'2) =
�
a
(2)
1 a

(2)
2 : : : a

(2)
n

�
:

:

:

Mat(
BE ;BK

'm) =
�
a
(m)
1 a

(m)
2 : : : a

(m)
n

�
Sont les matrices de 'i dans la base B. On obtient

A =

0BBBBBBBB@

a
(1)
1 a

(1)
2 : : : a

(1)
n

a
(2)
1 a

(2)
2 : : : a

(2)
n

: :

: :

: :

a
(m)
1 a

(m)
2 : : : a

(m)
n

1CCCCCCCCA
2Mm;n(K)

est appelée la matrice de la famille ('1; '2; :::; 'm) dans la base B.
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La forme linéaire ' considérée comme un vecteur de E�

Si B�
E� = (e

�
1; :::; e

�
n) est une base de E

�, alors on aura ' =
nX
i=1

�ie
�
i et on représente

classiquement ' sous forme d�un vecteur colonne par rapport à B�
E�

A =Mat(')
B�
E�

=

0BBBBBB@
�1

:

:

:

�n

1CCCCCCA
La forme linéaire ' considérée comme une application linéaire de E dans K

On suppose que E et E� sont munis de bases duales BE et B�
E�. Alors, pour toute

forme linéaire ', nous avons vu que A = Mat(
BE ;BK

') est une matrice uniligne

A = Mat(
BE ;BK

') =
�
a1 a2 : : : an

�

Alors, pour toute forme linéaire ', en appelant U =

0BBBBBB@
u1

:

:

:

un

1CCCCCCA =Mat(')
B�
E�

la matrice colonne

des coordonnées de ' sur B�
E�, nous aurons

A = Mat(
BE ;BK

') =
t

U

On retrouve alors

'(X) =< ';X >= Mat(
BE ;BK

'):X =
t

U:X = u1x1 + :::+ unxn

1.2.4 Matrices et bases duales

Proposition 1.2.6 Soient E unK-espace vectoriel de dimension �nie n, B = (e1; e2; :::; en)
une base de E et B� = (e�1; e

�
2; :::; e

�
n) sa base duale. Soit f un endomorphisme de E et

A = (aij)1�i;j�n la matrice de f par rapport à la base B = (e1; e2; :::; en), alors

8i; j 2 f1; :::; ng : aij = e�i (f(ej)) =< e�i ; f(ej) >
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Preuve. On sait que les colonnes de la matrice A sont les coordonnées des vecteurs
f(ej) dans la base B. Alors d�après la proposition (1:2:4), on a

8j 2 f1; :::; ng : f(ej) =
nX
i=1

e�i (f(ej))ei =
nX
i=1

< e�i ; f(ej) > ei

Car 8j 2 f1; :::; ng : f(ej) 2 E: Donc, si A = (aij)1�i;j�n la matrice de f par rapport à la
base B, alors

8i; j 2 f1; :::; ng : aij = e�i (f(ej)) =< e�i ; f(ej) >

Proposition 1.2.7 Soient B et B0 des bases de E espace vectoriel de dimension �nie n,

B� et B0� leurs duales et soient P la matrice de passage de B à B0. Alors la matrice de

passage de la base B� à B0� est Q =

�
t

P

��1
=t (P�1).

Preuve. Soient B = (e1; :::; en); B
0 = (e01; :::; e

0
n); B

� = (e�1; :::; e
�
n); B

0� = (e0�1 ; :::; e
0�
n ) .

Par dé�nition, les colonnes de P = Pass(B;B0) sont les coordonnées des vecteurs de B0

dans B. Alors on a

8k = 1; n : e0k =
nX
l=1

plkel

Désignons par Q = Pass(B�; B0�) la matrice de passage de B� à B0�. On a alors

8j = 1; n : e0�j =
nX
i=1

qije
�
i

Or

8j; k = 1; n : �jk = e0�j (e
0
k) =

 
nX
i=1

qije
�
i

! 
nX
l=1

plkel

!
=

nX
i=1

nX
l=1

qijplk�il =

n

=
X
i=1

nX
l=1

qijpik = (
t

QP )jk =

(
1; si j = k

0; si i 6= j
= (In)jk

Donc
t

QP = In et par suite Q =
�
t

P

��1
=t (P�1)

Exemple 1.2.8 Dans E = R3, on donne les bases B = (e1 = (1; 0; 0); e2 = (0; 1; 0); e3 =
(0; 0; 1)) et B0 = (e01 = (1; 0; 1); e

0
2 = (1; 1; 0); e

0
3 = (0; 1; 1)) de R3. Trouver la base duale

B0� de B0.
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On a la matrice de passage de la base canonique B à B0 est

P =

0B@ 1 1 0

0 1 1

1 0 1

1CA
On en déduit facilement P�1 et t(P�1) où

P�1 =
1

2

0B@ 1 �1 1

1 1 �1
�1 1 1

1CA ;t (P�1) =
1

2

0B@ 1 1 �1
�1 1 1

1 �1 1

1CA = Q = Pass(B�; B0�)

Alors B0� est dé�nie par 8><>:
e0�1 = (

1
2
; �1
2
; 1
2
)

e0�2 = (
1
2
; 1
2
; �1
2
)

e0�3 = (
�1
2
; 1
2
; 1
2
)

Corollaire 1.2.9 Soit E un espace vectoriel de dimension �nie n. Toute base du dual est
une base duale et pour toute base B0 de E�, il existe une unique base B de E telle que B0

soit la base duale de B.

La base B s�appelle la base antéduale de la base B0.

Preuve. Soit F une base de E �xée et F � sa base duale. Désignons par Q =

Pass(F �; B0) la matrice de passage de la base F � à l a base B0 et posons P =t (Q�1):

Considérons la base B de E telle que la matrice de passage de la base F à B soit P .

Alors d�après la proposition précédente, la matrice de passage de la base F � à la base B�

est t(P�1). Par suite B� = B0.

Remarque 1.2.10 Notons B(V ) l�ensemble des bases d�un espace vectoriel V . Alors l�ap-
plication

g : B(E) �! B(E�)

B 7�! B�

est une bijection.

Autrement dit l�application linéaire de E sur E� qui à une base B associe sa base duale

B�, i.e. '(ei) = e�i est un isomorphisme d�espaces vectoriels.

Preuve.
1) Injectivité : si g(B1) = g(B2), alors B�

1 = B�
2 et

Pass(B1; B2) =
t Pass(B�

1 ; B
�
2)
�1 =t I�1n = In
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Donc B1 = B2.

2) La surjectivité d�après le corollaire précédent.

1.3 Espace Bidual

Comme E est un espace vectoriel sur K, on peut considérer l�ensemble des formes

linéaires sur E�, c�est- à-dire l�ensemble L(E�; K), appelé bidual de E ou le dual de E�.

Dé�nition 1.3.1 Soit E un K-espace vectoriel, on appelle bidual de E, qu�on note E��,

le dual de E�, c�est- à-dire l�ensemble des formes linéaires sur E�.

E�� = (E�)� = L(E�; K)

Proposition 1.3.2 E�� est un espace vectoriel sur K et si dimE = n, alors dimE�� = n.

Preuve. Il est clair que E�� est un K�espace vectoriel.
Supposons que dimE = n, alors dimE�� = dim(L(E�; K)) = dimE�: dimK = dimE� =

n.

Proposition 1.3.3 (Dé�nition)
Soit E un espace vectoriel sur K. Soit l�application

J : E �! E��

x 7�! J(x) = x̂

Où
x̂ : E� �! K

f 7�! x̂(f) = f(x)

alors J est une application linéaire dite application linéaire canonique.

Preuve.
1) i) Montrons d�abord que l�on a bien x̂ 2 E�� = L(E�; K):

On a

f 2 E� = L(E;K) et x 2 E =) 9f(x) 2 K =) 9x̂(f) = f(x) 2 K

D�autre part, on a l�application x̂ est bien dé�nie. C�est-à-dire

8f1; f2 2 E� : f1 = f2 =) x̂(f1) = x̂(f2)

13



En e¤et : soient f1; f2 2 E�, alors

f1 = f2 =) 8x 2 E : f1(x) = f2(x)

=) x̂(f1) = x̂(f2)

ii) L�application x̂ est linéaire, en e¤et :

Soient �1; �2 2 K; f1; f2 2 E�, alors

x̂(�1f1 + �2f2) = (�1f1 + �2f2)(x) = �1:f1(x) + �2:f2(x) = �1:x̂(f1) + �2:x̂(f2)

2) i) Il est claire que J est une application de E dans E��. En e¤et, soit x 2 E, alors

9x̂ 2 E�� =) 9J(x) = x̂ 2 E��

f 2 E� = L(E;K) et x 2 E =) 9f(x) 2 K =) 9x̂(f) = f(x) 2 K

D�autre part, on a l�application J est bien dé�nie. C�est-à-dire

8x1; x2 2 E : x1 = x2 =) J(x1) = J(x2)

En e¤et : soient x1; x2 2 E, f 2 E� alors

x1 = x2 =) f(x1) = f(x2)

=) x̂1(f) = x̂2(f)

=) J(x1) = J(x2)

ii) Montrons maintenant que J est linéaire.

Soient �1; �2 2 K; x1; x2 2 E, alors

J(�1x1 + �2x2) = \(�1x1 + �2x2)

Or

\(�1x1 + �2x2)(f) = f(�1x1 + �2x2) = �1:f(x1) + �2:f(x2) = �1:x̂1(f) + �2:x̂2(f)

= (�1:x̂1 + �2:x̂2)(f);8f 2 E�

=) J(�1x1 + �2x2) = \(�1x1 + �2x2) = (�1:x̂1 + �2:x̂2) = �1J(x1) + �2J(x2)

14



Remarque 1.3.4 On sait que deux K�ev E et F de dimensions �nies sont isomorphes

ssi dim(E) = dim(F ). La situation la plus intéressante est lorsque l�on peut construire

entre E et F un isomorphisme indépendant des bases. Un tel isomorphisme est dit �ca-

nonique� et dans ce cas E et F �se ressemblent� tellement que l�on peut les confondre.

Considérons un K-ev E de dimension n > 0. Comme dim(E�) = dim(E��) = n, les

espaces E;E� et E� sont nécessairement isomorphes. Cependant, E et E� ne sont ja-

mais canoniquement isomorphes sauf dans quelques cas exceptionnels : dim(E) = 1 ou

dim(E) = 2 et K = Z=2Z ou si E est euclidien. Cependant, nous allons montrer qu�en

dimension �nie on a une identi�cation canonique d�un espace avec son bidual.

1.3.1 Identi�cation d�un espace à son bidual

Théorème 1.3.5 (Identi�cation d�un espace à son bidual)
Soit E un K-espace vectoriel de dimension �nie n, alors l�application

J :

8><>:
E �! E��

x 7�! J(x) = x̂

(
E� �! K

f 7�! x̂(f) = f(x)

est un isomorphisme (canonique) d�espaces vectoriels et on dit que E�� est canoniquement

isomorphe à E.

Ceci veut dire que l�on peut construire un isomorphisme de E sur E�� sans faire appel

a des choix de bases. Nous pouvons donc confondre E et E��.

Preuve.
Soit B = fe1; e2; :::; eng une base de E: On a l�application J est linéaire d�après la proposi-
tion (1:3:3). Il reste à montrer que J est bijective. Il su¢ t de montrer qu�elle est injective.

Montrons que son noyau est nul. i,e.

ker(J) = f0Eg

Soit x = x1e1+x2e2+ :::+xnen 2 E; où (x1; :::; xn) 2 Kn tel que J(x) = 0E�� (0E�� forme

nulle du bidual). Alors

J(x) = 0E�� =) 8f 2 E� : x̂(f) = f(x) = 0

Soit B� = fe�1; e�2; :::; e�ng la base duale de E�. On a

x̂(e�i ) = 0K

15



c�est- à-dire e�i (x) = 0K . Or, par dé�nition d�une base duale, on a, pour tout i 2
f1; :::; ng ; e�i (x) = xi où xi est la i� �eme composante de x dans la base B. On en déduit
que x = 0E et J est injective. Comme en plus, E;E�; E�� ont même dimension, J sera

aussi surjective. Finalement J est bien un isomorphisme canonique entre E et E��.

9x 2 ker(J) : x 6= 0E

Par conséquent la famille fxg est libre dans E, d�après le théorème de la base incomplète,
il existe une base B0 = fx; e2; :::; eng de E, alors il existe une base B0� = fx�; e�2; :::; e�ng de
E� duale de E.

On obtient

x̂(x�) = x�(x) = 1 6= 0K

Remarque 1.3.6 On introduit par conséquent le crochet de dualité, on peut écrire

J : E �! E�� où 8f 2 E� : J(x)(f) = f(x) =< f; x >

On peut également écrire

8x 2 E; 8f 2 E� :< J(x); f >=< f; x >

Comme nous le signalions, nous pouvons donc confondre E et E��. En fait, on identi�e

x avec J(x) = x��. Au niveau du crochet de dualité, cela revient à �retourner� l�écriture.

On a

8y� 2 E�;8x�� 2 E�� :< y�; x�� >=< y�; x >

avec

x�� = J(x)

identi�é à x.

Proposition 1.3.7 Soient E un K-espace vectoriel de dimension �nie n et J : E �! E��

l�isomorphisme canonique entre E et E��. Alors Pour toute base B de E, on a J(B) = B��,

où B�� = (B�)� est la base duale de B� dans E�� .

Preuve. Soit B = (e1; :::; en) une base de E; alors on a

8k; l 2 f1; :::; ng :< J(ek); e
�
l >=< e�l ; ek >= �kl
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ce qui est précisément la formule dé�nissant (e�l )
�. Alors

8k 2 f1; :::; ng : J(ek) = (e�l )�

17



Chapitre 2

Hyperplans

Dé�nition 2.0.8 Soit E un K�espace vectoriel.
On apelle hyperplan de E le noyau d�une forme ' linéaire non nulle sur E. Autrement

dit, un s-ev H de E est un hyperplan si et seulement si

9' 2 E� � f0g : H = ker(')

Exemple 2.0.9
1) L�application

'1 R3 �! R
(x; y; z) 7�! '1(x; y; z) = 4x� 5y + 3z

est une forme linéaire non nulle sur R et donc

H1 = ker('1) = f(x; y; z) : 4x� 5y + 3z = 0g

est un hyperplan de R3.
2) Soit a 2 K, alors l�application

'2 K [X] �! K

P 7�! '2(P ) = P (a)

est une forme linéaire non nulle sur K (puisque '2(1) = 1(a) = 1 6= 0) et donc

H2 = ker('2) = fP 2 K [X] : P (a) = 0g

est un hyperplan de K [X] :

18



3) L�application (trace)

'3 Mn(K) �! K

A 7�! '3(A) = Tr(A)

est une forme linéaire non nulle sur K (puisque Tr(In) = n 6= 0) et donc

H3 = ker('3) = fA 2Mn(K) : Tr(A) = 0g

est un hyperplan de Mn(K):

Notation 2.0.10 Soit a un vecteur non nul de E, la droite vectorielle engendrée par a
est le s-ev D de E formé par les vecteurs de type k:a, où k décrit K. On écrit D = K:a.

Le théorème suivant caractérise les hyperplans.

Théorème 2.0.11 (Hyperplans et droites vectorielles)
Soit H un s-ev de E: Pour que H soit un hyperplan de E, il faut et il su¢ t qu�il existe

une droite vectorielle D de E telle que H et D soient supplémentaires dans E:

E = H �D

Preuve.
1) Soit H un hyperplan de E. Il existe ' 2 E� � f0g telle que H = ker('), puis il existe

x0 2 E tel que '(x0) 6= 0. Nous allons montrer que la droite vectorielle D = Kx0 est

supplémentaire de H dans E.

i) Soit x 2 D \H, alors
9� 2 K : x = �x0 et '(x) = 0

=) �:'(x0) = 0; '(x0) 6= 0

=) � = 0

Donc x = 0. Ceci montre D \H = f0Eg.
ii) Montrons que

E = D +H

On a D +H � E, car D +H est un sous espace vectoriel de E.

D�autre part, soit x 2 E: Montrons qu�il existe (�; y) 2 K �H tel que

x = �x0 + y

19



Si un tel couple (�; y) existe, alors

'(x) = '(�x0 + y) = �'(x0) + '(y) = �'(x0); '(y) = 0

D�où

� =
'(x)

'(x0)
et y = x� '(x)

'(x0)
x0

On obtient

x = '(x)
'(x0)

:x0 + (x� '(x)
'(x0)

x0) = x1 + x2 2 D +H

Où
x1 =

'(x)
'(x0)

:x0 2 D
x2 = x� '(x)

'(x0)
x0 2 H

En e¤et :

Il est clair que x1 =
'(x)
'(x0)

:x0 2 D. D�autre part, on a

'(x2) = '

�
x� '(x)

'(x0)
x0

�
= '(x)� '(x)

'(x0)
' (x0) = 0

=) x2 2 ker(') = H

Ceci montre D +H = E. Finalement D �H = E:

2) Réciproquement, supposons qu�il existe une droite vectorielle D telle que D�H = E.

Alors il existe x0 2 D tel que x0 6= 0.
On a D �H = E; alors pour tout x de E, il existe un couple unique (�; y) 2 K �H, tel

que

x = �x0 + y (2.1)

Soit p la projection sur D parallèlement à H. Soit x0 un vecteur directeur de D. On dé�nit

une application ' par
' E �! K

x 7�! '(x) = �

avec � dé�nie par

p(x) = �x0

On véri�e que cette application est bien linéaire (par linéarité de la projection P ). On a

bien ' 2 E� � f0g, car d�après la relation (2:1)

'(x0) = '(1:x0 + 0) = 1 6= 0; � = 1
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' est une forme linéaire sur E dont le noyau est H, car

ker(') = fx = �x0 + y 2 E : '(x) = 0g = fx = �x0 + y 2 E : � = 0g = fx = y 2 E : y 2 Hg = H

Remarque 2.0.12 Si H est un hyperplan et ' une forme linéaire sur E de noyau H, on

a

E = H � (Kx0)() '(x0) 6= 0() x0 62 H () x0 2 E �H

Ainsi, toute droite (vectorielle) D non contenue dans l�hyperplan H est un supplémentaire

de H.

Corollaire 2.0.13 Si E est de dimension �nie n (n � 1), alors les hyperplans de E sont

les s-ev de E de dimension n� 1.

Preuve. On a H �D = E, alors

dimE = dimD + dimH; dimD = 1 =) dimH = dimE � 1 = n� 1

Dé�nition 2.0.14 Soit F un s-ev de E, sa codimension codim(F ) est la dimension com-
mune à tous ses supplémentaires. Si dimE <1; alors

codim(F ) = dimE � dimF

Dé�nition 2.0.15 On appelle hyperplan de E tout s-ev H de E, de codimension 1. En

dimension �nie il est de dimension

dimH = dimE � 1

Exemple 2.0.16
1) Les hyperplans de R2 sont les droites vectorielles.
2) Les hyperplans de R3 sont les plans vectoriels.

Proposition 2.0.17 (formes linéaires non nulles ayant le même noyau)
Soient H un hyperplan de E, ' 2 E��f0g telle que H = Ker('), et  2 E��f0g. On a

H = ker( )() (9� 2 |� f0g;  = �')

Autrement dit ' et  sont proportionnelles ou la famille f';  g est liée.
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Preuve.
1) Il est clair que, pour tout � de K � f0g

ker(�') = ker(') = H

2) Soit  2 E� � f0g telle que H = ker( ).

On a

H = Ker(') =) 9x0 2 E : '(x0) 6= 0

Alors

E = ker(') + (Kx0)

Soit x 2 E; alors

9� 2 K; 9y 2 ker(') = H = ker( ) : x = y + �x0

=)

8><>:
'(x) = �'(x0)

et

 (x) = � (x0)

=)  (x) =
 (x0)

'(x0)
'(x)

On pose

� =
 (x0)

'(x0)
2 K � f0g

Alors  = �'.

Remarque 2.0.18 On déduit de la proposition précédente que deux formes linéaires non
nulles dé�nissent le même hyperplan si et seulement si, elles sont proportionnelles.

Proposition 2.0.19 Soit E un K-ev de dimension �nie n. Pour tout e 2 E � f0g, il
existe ' 2 E� telle que '(e) = 1:

Preuve. La droite vectorielle Ke (engendrée par e) admet au moins un supplémen-
taire H dans E, et H est un hyperplan de E. Il existe donc '1 2 E� telle que H = ker('1).

Comme e =2 ker('1) ( car e 2 D = E �H); alors '1(e) 6= 0:
D�après la proposition précédente, on pose

' =
1

'1(e)
'1
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On a alors

' 2 E�et '(e) = 1

Par raisonnement par l�absurde, on déduit le corollaire suivant :

Corollaire 2.0.20 Soient E un K-ev de dimension �nie n, x 2 E. Si toutes les formes
linéaires sur E, s�annulent en x, alors x = 0: Autrement dit le seul élément de E qui

annule toutes les formes linéaires sur E est 0. Alors, on a

\
'2E�

ker(') = f0g

2.1 Equation cartésienne d�un hyperplan

Soient E un K-ev, E 6= 0, H un hyperplan de E, ' une forme linéaire (non nulle)

telle que H = ker('). Nous avons donc

x 2 H () '(x) = 0()< '; x >= 0

Si  est une autre forme linéaire de noyau H, alors,  = �:f , (� non nul) et l�équation

<  ; x >= 0 s�écrira < �'; x >= 0, donc � < '; x >= 0. Comme � 6= 0, cela donne

encore < '; x >= 0. L�équation < '; x >= 0 d�inconnue x est donc indépendante du choix

de la forme linéaire ' de noyau H. Cette équation s�appelle une équation cartésienne de

H.

Dé�nition 2.1.1 Soient E un K-ev, E 6= 0, H un hyperplan de E. On appelle équation

cartésienne de H l�équation

'(x) = 0()< '; x >= 0

d�inconnue x 2 E, ' étant l�une des formes linéaires de E� véri�ant ker(') = H.

La situation la plus intéressante est lorsque dim(E) est �nie, égale à n > 0. Prenons

une base BE de E et sa duale B�
E� dans E

�. Alors, si ' a pour coordonnées (a1; :::; an) non

toutes nulles sur B�
E� et si x a pour coordonnées (x1; :::; xn) sur BE nous savons d�après

la formule (1:1) que

'(x) = 0()< '; x >= 0() a1x1 + ::::+ anxn = 0
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Théorème 2.1.2 (Equation d�un hyperplan en dimension �nie)
Soient E unK-ev de dimension n > 0, H un hyperplan de E, ' une des formes linéaires de

E� de noyau H. Si l�on munit E et E� de deux bases BE = (e1; :::; an) et B�
E� = (e

�
1; :::; e

�
n),

l�équation cartésienne de H se présente sous la forme

< '; x >= 0() a1x1 + :::+ anxn = 0

où (x1; :::; xn) et (a1; :::; an) sont les coordonnées de x et de ' respectivement sur BE et

B�
E�. ' étant non nulle, les ai sont non tous nuls.

De plus, si b1x1 + :::+ bnxn = 0, est une autre équation de H dans la base BE, alors

9� 2 K�;8i = 1; n : bi = �ai

Preuve. Puisque H est un hyperplan de E, il existe une forme linéaire non nulle

dont H est le noyau. Il su¢ t pour cela de considérer une base (e01; : : : ; e
0
n�1) de H (car

dimH = n � 1), de la compléter avec un vecteur e0n en une base de E, de considérer la
base duale de cette base (e0�1 ; : : : ; e

0�
n�1) et la forme linéaire e

0�
n a bien pour noyau H.

Soit maintenant la base BE proposée. Alors e0�n peut se décomposer suivant la base duale

B�
E� = (e

�
1; :::; e

�
n) en

e0�n = a1e
�
1 + :::+ ane

�
n

où les coe¢ cients (ai)i sont des scalaires non tous nuls, puisque e0�n 6= 0�E�.
On a

8x 2 E : x = x1e1 + :::+ xnen

Alors

x 2 H () e0�n (x) = 0() a1x1 + :::+ anxn = 0

Soit en�n

b1x1 + :::+ bnxn = 0

Une autre équation de H dans la base BE. Cela signi�e

8x 2 E : x = x1e1 + :::+ xnen

Alors, on a

x 2 H () b1x1 + :::+ bnxn = 0()  (x) = 0

Où  est la forme linéaire

 = b1e
�
1 + :::+ bne

�
n
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Autrement dit

H = ker( )

Mais deux formes linéaires qui ont même noyau sont proportionnelles entre elles et

9� 2 K�;8i = 1; n : bi = �ai

Exemple 2.1.3
1) Les hyperplans de R2 sont les droites vectorielles. Si R2 est muni d�une base (e1; e2), et
si on note (x; y) les coordonnées d�un vecteur quelconque dans cette base, alors l�équation

d�une droite D de R2 s�écrit d�une manière unique sous la forme ax + by = 0; avec

(a; b) 6= (0; 0):
2) Les hyperplans de R3 sont les plans vectoriels. Si R3 est muni d�une base (e1; e2; e3), et si
on note (x; y; z) les coordonnées d�un vecteur quelconque dans cette base, alors l�équation

d�un plan P de R3 s�écrit d�une manière unique sous la forme ax + by + cz = 0; avec

(a; b; c) 6= (0; 0; 0):
3) Tout plan vectoriel de R3 admet une équation de la forme ax+by+cz = 0 où (a; b; c) 6=
(0; 0; 0) et pour tout � 2 R�, �ax+�by+�cz = 0 est également une équation de ce même
hyperplan
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Chapitre 3

Transposition et orthogonalité par
dualité

3.1 Transposition

Soient E et F deux K-ev, u un élément de LK(E;F ). Appelons y� un élément quel-

conque de F �. Alors, l�application y� � u est linéaire (composée de deux applications
linéaires) de E dans K. Donc y� � u est un élément de E�. Finalement, on construit une
application de E� vers F � dé�nie par

y� 7�! y� � u

Appelons tu cette application. Nous avons donc

8y� 2 F � :t u(y�) = y� � u

3.1.1 Application transposée

Théorème 3.1.1 (Dé�nition)
Soient E et F deux espaces vectoriels sur K et u : E �! F une application linéaire. On

appelle application transposée de u, qu�on note tu , l�application de F � dans E� dé�nie

par

8y� 2 F � :t u(y�) = y� � u

On écrit
tu : F � �! E�

y� 7�! tu(y�) = y� � u

La transposée de u est une application linéaire.
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Preuve.
1) i) Montrons d�abord que l�on a bien tu 2 LK(F �; E�):
On a E� = LK(E;K) et F � = LK(F;K), donc E

u�! F
y��! K, par conséquent

y� � u =t u(y�) 2 E�; y� 2 F �

=)t u 2 LK(F �; E�)

ii) Montrons que l�application tu est bien dé�nie.

Soient y�1; y
�
2 2 F � et x 2 E, telle que y�1 = y�2, alors

u(x) = u(x) =) y�1(u(x)) = y�2(u(x)); car y
�
1 = y�2

=) (y�1 � u) (x) = (y�2 � u) (x)

=)t u(y�1) =
t u(y�2)

2) Montrons que tu est linéaire sur K.

Soient y�1; y
�
2 2 F �; �1; �2 2 K, alors

tu(�1y
�
1+�2y

�
2) = (�1y

�
1+�2y

�
2)�u = (�1y�1)�u+(�2y�2)�u = �1 (y

�
1 � u)+�2 (y�2 � u) = �t1u(y

�
1)+�

t
2u(y

�
2)

Remarque 3.1.2 La formule tu(y�) = y� � u donne aussi

8x 2 E; 8y� 2 F � :
�
tu(y�)

�
(x) = (y� � u) (x)

En employant la notation du crochet de dualité, la dé�nition de l�application transposée

peut être réécrite sous la forme

8x 2 E; 8y� 2 F � :<t u(y�); x >=< y�; u(x) >

Proposition 3.1.3 La transposée possède les propriétés suivantes :
Soient E, F et G trois K-espaces vectoriels. Alors

1) 8u; v 2 LK(E;F ) :t (u+ v) =t u+t v:

2) 8� 2 K; 8u 2 LK(E;F ) :t (�:u) = �:tu:

3) 8u 2 LK(E;F );8v 2 LK(F;G) :t (v � u) =t u �t v:
4) Soit IdE l�endomorphisme identique de E, alors tIdE = IdE� :

4) Si u est un isomorphisme de E sur F , alors tu est un isomorphisme de F � sur E� et
t(u�1) = (tu)�1.
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Preuve.
1) Soient u; v 2 LK(E;F ), alors on peut dé�nir u+ v 2 LK(E;F ) et tu;t v 2 LK(F �; E�),
alors tu+t v 2 LK(F �; E�).
Or u+ v 2 LK(E;F ), alors on peut aussi dé�nir t(u+ v) 2 LK(F �; E�).
Soit y� 2 F �, alors

t(u+ v)(y�) = y� � (u+ v) = y� � u+ y� � v =t u(y�) +t v(y�)

2) On a � 2 K; u 2 LK(E;F ), alors �:u 2 LK(E;F ) et t(�:u) 2 LK(F �; E�).
Soit y� 2 F �, alors

t(�:u)(y�) = y� � (�:u) = �: (y� � u) = �:tu(y�)

3) On a u 2 LK(E;F ); v 2 LK(F;G), alors v � u 2 LK(E;G) et t(v � u) 2 LK(G�; E�). Or
tu 2 LK(F �; E�) et tv 2 LK(G�; F �), alors tu �t v 2 LK(G�; E�).
Soit z� 2 F �, alors

t(v � u)(z�) = z� � (v � u) = (z� � v) � u =
�
tv(z�)

�
� u =t u(tv(z�)) =

�
tu �t v

�
(z�)

4) On a IdE 2 LK(E), alors tIdE 2 LK(E�), or IdE� 2 LK(E�), alors

8x� 2 E� :t IdE(x
�) = x� � IdE = x� = IdE�(x

�)

=) tIdE = IdE�

5) On a u 2 LK(E;F ) et u bijective, alors u�1 2 LK(F;E), et on a(
u � u�1 = IdF

u�1 � u = IdE

Donc (
t (u � u�1) =t IdF
t (u�1 � u) =t IdE

=)
(

t (u�1) �t (u) = IdF �
t (u) �t (u�1) = IdE�

Ce qui montre que tu est bijective et t (u�1) = (tu)�1. Alors tu est un isomorphisme de

F � sur E�.
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3.1.2 Lien entre application transposée et transposée d�une ma-
trice

Théorème 3.1.4 (Lien entre application transposée et transposée d�une matrice)
Soient E et F des K-espaces vectoriels de dimensions �nies respectives n; p, u 2 L(E;F ),
B = (e1; :::; en) une base de E et C = (v1; :::; vp) une base de F . On note B� = (e�1; :::; e

�
n)

et C� = (v�1; :::; v
�
p) les bases duales correspondantes.

Alors

Mat
C�;B�

(tu) =t
�
Mat
B;C

(u)

�
()Mat

B;C
(u) =t (Mat

C�;B�
(tu))

Preuve. Notons A = Mat
B;C

(u). On sait que les colonnes de A sont les coordonnées

(aij) de u(ei) dans la base C. i,e

u(ei) =

pX
j=1

aijvj

Le but est de montrer que

tu(v�i ) =
nX
j=1

ajie
�
j

Soit x =
nX
j=1

xjej un élément quelconque de E. On a

8j = 1; n : e�j(x) = xj

et

tu(v�i )(x) = v�i � u(x) = v�i

 
nX
j=1

xju(ej)

!
= v�i

 
nX
j=1

xj

 
pX
k=1

ajkvk

!!
=

nX
j=1

xj

 
pX
k=1

ajkv
�
i (vk)

!

=

nX
j=1

xjaji =

nX
j=1

ajie
�
j(x)
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3.2 Orthogonalité par dualité

Dé�nition 3.2.1 Soit E un K-espace vectoriel et E� son dual.

1) ' 2 E� et x 2 E sont dits orthogonaux si et seulement si

'(x) =< '; x >= 0K

On dit aussi que x est orthogonal à ' ou que ' est orthogonal à x.

2) Soit A une partie non vide de E. On appelle orthogonal de A dans E� et on note A?

le sous-ensemble de E� dé�ni par

A? = f' 2 E�;8x 2 A : '(x) = 0Kg

A? est ainsi l�ensemble des formes linéaires ' s�annulant sur la partie A de E (ou :

l�ensemble des ' orthogonaux à tous les éléments de A), donc les formes linéaires dont le

noyau contient A.

3) Soit A une partie non vide de E�. On appelle orthogonal de A dans E et on note A�

le sous-ensemble de E dé�ni par

A� = fx 2 E; 8' 2 A : '(x) = 0Kg

A� est donc l�ensemble des vecteurs de E communs à tous les noyaux des éléments de A

(ou : l�ensemble des x orthogonaux à tous les éléments de A).

Proposition 3.2.2 Pour toute partie A non vide de E (resp : E�), A? (resp : A�) est

un sous-espace vectoriel de E� (resp : E).

Preuve.
1) Soit A une partie non vide de E. Alors

i) On a 0E� 2 A?, car 8x 2 A : 0E�(x) = 0K où 0E� est la forme nulle sur K.
ii) Soient �1; �2 2 K;'1; '2 2 A? et ' 2 A, alors

(�1'1 + �2'2)(x) = �1'1(x) + �2'2(x) = �10K + �20K = 0K

=) �1'1 + �2'2 2 A?

2) Soit A une partie non vide de E�. Alors

i) On a 0E 2 A�, car 8' 2 A : '(0E) = 0K .
ii) Soient �1; �2 2 K; x1; x2 2 A� et 2 A, alors

'(�1x1 + �2x2) = �1'(x1) + �2'(x2) = �10K + �20K = 0K
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=) �1x1 + �2x2 2 A�

Remarque 3.2.3 Pour X = �, on pose X? = E� et pour Y = �, Y � = E.

Exemple 3.2.4
1) Si E est un K�espace vectoriel, alors(

E? = f' 2 E�;8x 2 E : '(x) = 0Kg = f0E�g
f0Eg? = f' 2 E� : '(0E) = 0Kg = E�

et (
f0E�g� = fx 2 E : 0�(x) = 0Kg = E

E�� = fx 2 E; 8' 2 E� : '(x) = 0Kg = f0Eg , (d�après le corollaire (2:0:20))

1) 0E est orthogonal à toute forme linéaire ' de E�. La forme linéaire nulle 0� est ortho-

gonale à tout vecteur x de E.

2) Soit E de dimension �nie rapporté à une base BE = (e1; :::; en) et B�
E� = (e

�
1; :::; e

�
n) sa

base duale dans E�. Alors, ei et ej sont orthogonaux pour i 6= j.

3) Soient E = R4, ' 2 E� et '(x; y; z; t) = ax + by + cz + dt où (x; y; z; t) 2 R4. Soit
A = f(1; 0; 0; 0); (1; 2; 3; 4)g. Alors

' 2 A? ()
(
'(1; 0; 0; 0) = 0

'(1; 2; 3; 4) = 0
()

(
a = 0

2b+ 3c+ 4d = 0

Proposition 3.2.5 Soient A;B des parties non vides de E et U; V des parties non vides

de E�. Alors

1) Si A � B, alors B? � A?.

2) Si U � V , alors V � � U�.

3) A? = (V ect(A))? ; U� = (V ect(U))�.

4) A �
�
A?
��
, U � (U�)?.

5) (A [B)? = A? \B?; (U [ V )� = U� \ V �.

Preuve.
1) Soit ' 2 B?, alors

' 2 B? =) 8b 2 B : '(b) = 0
=) 8a 2 A(A � B) : '(a) = 0

=) ' 2 A?
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2) Soit x 2 V �, alors

x 2 V � =) 8' 2 V : '(x) = 0
=) 8' 2 U(U � V ) : '(x) = 0

=) x 2 U�

3) On sait que V ect(A) est le plus petit s-ev de E contenant A, alors

A � V ect(A) =) (V ect(A))? � A?

D�autre part, on sait que V ect(A) est l�ensemble des combinaisons linéaires �nies d�élé-

ments de A. Désignons par (ai)i=1;n la famille des éléments de A.

Soit ' 2 A? et soit x 2 V ect(A), alors

x =
nX
i=1

�iai; ai 2 A;8i = 1; n et �i 2 K; 8i = 1; n

On trouve

'(x) = '

 
nX
i=1

�iai

!
=

nX
i=1

�i'(ai); '(ai) = 0

= 0

=) ' 2 (V ect(A))?

Il est clair que

U � V ect(U) =) (V ect(U))� � U�

Désignons par (fi)i=1;n la famille des éléments de U .

Soit x 2 U� et soit ' 2 V ect(U), alors

' =
nX
i=1

�ifi; fi 2 U;8i = 1; n et �i 2 K; 8i = 1; n

=) '(x) =

 
nX
i=1

�ifi

!
(x) =

nX
i=1

�ifi(x); fi(x) = 0;8i = 1; n

=) '(x) = 0

=) x 2 (V ect(U))�
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4) On a �
A?
��
=
�
x 2 E; 8' 2 A? : '(x) = 0

	
Soit x 2 A; alors

x 2
�
A?
�� () '(x) = 0;8' 2 A?

Soit ' 2 A?, or x 2 A, alors
'(x) = 0

Donc x 2
�
A?
��
.

D�autre part, on a

(U�)? = f' 2 E�;8x 2 U� : '(x) = 0g

Soit ' 2 U; alors
' 2 (U�)? () '(x) = 0;8' 2 U�

Soit x 2 U�, or ' 2 U , alors
'(x) = 0

Donc ' 2 (A�)?.
5) i) On a (

A 2 A [B
B 2 A [B

=)
(
(A [B)? � A?

(A [B)? � B? =) (A [B)? � A? \B?

D�autre part, soit x 2 A [B et ' 2 A? \B?, alors8><>:
x 2 A
ou

x 2 B
et

8><>:
' 2 A?

et

' 2 B?
=) '(x) = 0

=) ' 2 (A [B)?

=) A? \B? � (A [B)?

ii) On a (
U 2 U [ V
V 2 U [ V

=)
(
(U [ V )� � U�

(U [ V )� � V � =) (U [ V )� � U� \ V �
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Soient ' 2 U [ V et x 2 U� \ V �, alors8><>:
' 2 U
ou

' 2 V
=) '(x) = 0

=) x 2 (U [ V )�

=) U� \ V � � (U [ V )�

3.2.1 Dimension de l�orthogonal

Théorème 3.2.6 Soit E un K�espace vectoriel de dimension �nie: Alors
1) Si H est un sous espace vectoriel de E, alors dimH + dimH? = dimE.

) Si H est un sous espace vectoriel de E�, alors dimH + dimH� = dimE�.

Preuve.
1) Posons dimE = n et dimH = p; p � n: Soit BH = (e1; :::; ep) une base de H, alors

d�après le théorème de la base incomplète;9BE = (e1; :::; ep; ep+1; :::; en) base de E. Donc
9B�

E� = (e
�
1; :::; e

�
p; e

�
p+1; :::; e

�
n) base de E

� duale de BE.

On a

H? = f' 2 E�;8x 2 H : '(x) = 0g

est un s-ev de E�: Alors (e�p+1; :::; e
�
n) est une base de H

?. En e¤et :

On a e�i 2 H?;8i = p+ 1; n, car pour x 2 H, on a

e�i (x) = e�i

 
pX
j=1

�jej

!
=

pX
j=1

�je
�
i (ej) = 0

Car

e�i (ej) = 0;8j 6= i

Donc

V ect(e�p+1; :::; e
�
n) � H?

Montrons que

H? � V ect(e�p+1; :::; e
�
n)
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Soit ' 2 H? � E�, ' =
nX
j=1

�je
�
j , alors

8i = 1; p : '(ei) =
nX
j=1

�je
�
j(ei) = �ie

�
i (ei) = �i

Or '(ei) = 0, car ei 2 H et ' 2 H?, alors

�i = 0K ;8i = 1; p

=) ' =
nX

j=p+1

�je
�
j 2 V ect(e�p+1; :::; e�n)

=) H? � V ect(e�p+1; :::; e
�
n)

On obtient

H? = V ect(e�p+1; :::; e
�
n)

Or (e�p+1; :::; e
�
n) est libre dans E

� car B�
E� est une base de E

�, alors (e�p+1; :::; e
�
n) est une

base de H?:

=) dimH? = n� p = dimE � dimH

2) Posons dimE�� = dimE� = dimE = n, et dimH = p.

Soit BH =
�
e�1; :::; e

�
p

�
une base de H sev de E�, alors 9BE� = (e�1; :::; e�p; e�p+1; :::; e�n) base

de E�. Donc 9BE�� = (f1; :::; fn) base de E�� duale de BE�.
Or

J : E �! E��; J(x) = x��;8x 2 E

est un isomorphisme d�ev. Alors

9vi 2 E : J(vi) = fi = v��i ; i = 1; n

Donc BE = (v1; :::; vn) est une base de E, car BE est une partie libre maximale de E.

BE� est duale de BE car

e�i (vj) = v��j (e
�
i ) = fj(e

�
i ) =

(
1K ; si i = j

0K ; si i 6= j
; j = 1; n

On obtient

H� = fx 2 E; 8' 2 H : '(x) = 0g
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est un s-ev de E:

Montrons que (vp+1; :::; vn) est une base de H�.

i) On a vj 2 H�;8j = p+ 1; n, car pour ' 2 H, on a

' =

pX
i=1

�ie
�
i

=) '(vj) =

pX
i=1

�ie
�
i (vj) = 0K , car e

�
i (vj) = 0K ;8j 6= i

=) V ect(vp+1; :::; vn) � H�

Montrons que

H� � V ect(vp+1; :::; vn)

Soit x 2 H� � E, alors

x =
nX
j=1

�jvj

=) 8i = 1; p : e�i (x) =
nX
j=1

�jei(vj) = �ie
�
i (vi) = �i = 0, car e�i 2 H

=) x =

nX
j=p+1

�jvj 2 V ect(vp+1; :::; vn)

=) H� � V ect(vp+1; :::; vn)

=) H� = V ect(vp+1; :::; vn)

Or (vp+1; :::; vn) est libre car BE est une base de E. On obtient

dimH� = n� p = dimE � dimH

3.2.2 Comparaison entre certains sous-espaces

Corollaire 3.2.7 Soit E un K�espace vectoriel de dimension �nie: Alors
1) Si H est un sous espace vectoriel de E, alors

�
H?�� = H.

2) Si H est un sous espace vectoriel de E�, alors (H�)? = H.
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Preuve.
1) On sait déjà que

H �
�
H?��

D�autre part, on a H est un sous espace vectoriel de E, alors(
dimH + dimH? = dimE

dimH? + dim
�
H?�� = dimE� =) dimH = dim

�
H?��

Or H est un s-ev de
�
H?��, alors H =

�
H?��.

2) On sait déjà que

H � (H�)?

D�autre part, on a H est un sous espace vectoriel de E�; alors(
dimH + dimH� = dimE�

dimH� + dim (H�)? = dimE
=) dimH = dim (H�)?

Or H est un sev de (H�)?, alors H = (H�)?.

Théorème 3.2.8 Soit u : E �! F une application linéaire, alors

ker(tu) = (Im(u))?

Preuve. On a u 2 LK(E;F ), alors tu 2 LK(F �; E�).
On a

ker(tu) =
�
y� 2 F � :t u(y�) = 0E�

	
= fy� 2 F � : y� � u = 0E�g

et

(Imu)? = fy� 2 F � : y�(u(x)) = 0K ;8u(x) 2 Imug = fy� 2 F � : (y� � u) (x) = 0K ;8x 2 Eg
= fy� 2 F � : y� � u = 0E�g = ker(tu)

Théorème 3.2.9 Soient E;F deux K�espaces vectoriels de dimension �nie et u 2
LK(E;F ) alors

rg(tu) = rg(u)
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Preuve. On a u 2 LK(E;F ), alors tu 2 LK(F �; E�).
On obtient

rg(tu) = dim Im(tu)

rg(u) = dim Im(u)

Alors (
rg(tu) + dimker(tu) = dimF � = dimF

(rg(u) = dim Imu) + dim (Imu)? = dimF , (d�après le corollaire (3:2:7))

Or ker(tu) = (Im(u))?, alors

rg(tu) + dim (Im(u))? = dimF

=) dim (Im(u))? = dimker(tu)

=) rg(tu) = rg(u)

Théorème 3.2.10 Soient F;G deux sous espaces vectoriels de E; K�espcae vectoriel de
dimension �nie, alors

1) (F +G)? = F? \G? et (F \G)? = F? +G?

2) Si E = F �G, alors E� = F? �G?.

Preuve.
1) i) On sait que F +G = V ect(F [G), alors

(F +G)? = (V ect(F [G))? = (F [G)? = F? \G?

ii) Montrons que F? +G? � (F \G)?.
Soit ' = '1 + '2 2 F? +G?. Alors

'1 + '2 2 (F \G)
? () ('1 + '2) (x) = 0;8x 2 F \G

Soit x 2 F \G, alors x 2 F et x 2 G or '1 2 F?; '2 2 G?. Donc

'1(x) = 0 et '2(x) = 0

=) ('1 + '2) (x) = '1(x) + '2(x) = 0 + 0 = 0
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=) ' 2 (F \G)?

=) F? +G? � (F \G)?

D�autre part, on a

dim(F? +G?) = dim(F?) + dim(G?)� dim(F? \G?); (F +G)? = F? \G?

=) dim(F? \G?) = dim(F +G)? = dimE � dim(F +G), (d�après le théorème (3:2:6))

= dimE � dimF � dimG+ dim(F \G) = dimF? � dimG+ dim(F \G)

=) dim(F? \G?) = dimF? � dimG+ dim(F \G)

On obtient

dim(F? +G?) = dim(F?) + dim(G?)�
�
dimF? � dimG+ dim(F \G)

�
= dimE � dim(F \G)

= dim (F \G)?

=) dim(F? +G?) = dim (F \G)?

Or F? +G? est un s-ev de (F \G)?, alors F? +G? = (F \G)?.
2) On sait que

E� = F? �G? ()

8><>:
F? \G? = f0E�g
et

F? +G? = E�

j) On a

F? +G? = (F \G)? = f0Eg? = E�

jj) On a

F? \G? = (F +G)? = E? = f0E�g

Alors E� = F? �G?.

Théorème 3.2.11 Soient E et F deux K�espaces vectoriels de dimensions �nies. Alors
1) Si u 2 LK(E;F ), alors Im(tu) = (keru)?.
2) Si u 2 LK(E), alors dim(ker(tu)) = dim(keru).

Preuve.
Soit u : E �! F , alors tu : F � �! E�; tu(y�) = y� � u.
1) Montrons que

Im(tu) � (keru)?
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Soit tu(y�) 2 Im(tu), alors
tu(y�) = y� � u

On a
tu(y�) 2 (keru)? () (y� � u)(x) = 0K ;8x 2 keru

Soit x 2 keru, alors
(y� � u)(x) = y�(u(x)) = y�(0F ) = 0K

=)t u(y�) 2 (keru)?

On obtient

Im(tu) � (keru)?

D�autre part, on a

dim(Im(tu)) = rg(tu) = rg(u) = dimE � dim(keru) = dim(keru)?

Comme Im(tu) est un sous espace vectoriel et dim(Im(tu)) = dim(keru)?, alors

Im(tu) = (keru)?

2) Si u 2K (E), alors

dimE� = dim(kert u) + rg(tu) = dim(kert u) + rg(u)

=) dim(kert u) = dimE� � rg(u) = dimE � rg(u) = dim(keru)

dim(kert u) = dimkeru

Proposition 3.2.12 Pour toute partie non vide Y de E�, on a

Y � = \
'2Y

ker'

Preuve. On a

x 2 Y � () 8' 2 Y : '(x) = 0() 8' 2 Y : x 2 ker'

Proposition 3.2.13 Soit E un K�espace vectoriel de dimension n. Alors ('i)i=1;n est
une base de E� si et seulement si

n
\
i=1
ker'i = f0Eg :
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Preuve.Dire que ('i)i=1;n est une base deE� équivaut à dire queE� = V ect('1; :::; 'n).

D�après la proposition précédente, on obtient

(E�)� = (V ect('1; :::; 'n))
� () f0Eg = (Y = ('1; :::; 'n))

� =
n
\
i=1
ker'i

Réciproquement si
n
\
i=1
ker'i = f0Eg, alors

V ect('1; :::; 'n) = ((V ect('1; :::; 'n))
�)
?
=
�
n
\
i=1
ker'i

�?
= f0Eg? = E�

3.2.3 Espace stable et dualité en dimension �nie

Proposition 3.2.14 (Dualité et stabilité)
Soient E un K-espace vectoriel, u un endomorphisme de E et F un sous-espace vectoriel

de E. Alors, F est stable par u si et seulement si F? est stable par tu.

Preuve.
i) On sait que F? est stable par tu si et seulement si 8' 2 F? :t u(') 2 F?.
Supposons que F est stable par u. Alors pour ' 2 F?, on a

8x 2 F :<t u('); x >=< '; u(x) >= 0, car u(x) 2 F et ' 2 F?

Donc tu(') 2 F? et par suite, F? est stable par tu.
ii) Supposons que F? est stable par tu. Alors pour x 2 F , on a

8' 2 F? :<t u('); x >= 0 car tu(') 2 F?

=) 8' 2 F? :< '; u(x) >= 0

=) u(x) 2
�
F?
��
;
�
F?
��
= F

=) u(x) 2 F

Donc F est stable par u.
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