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0.1 Introduction

Dans la pratique, la plupart des problemes se raménent a la résolution d’une équation
de la forme: f(z) =0

La résolution de cette équation dépend de la classe a laquelle appartient la fonction

Si f est un polynome de degré n, on sait que I’équation posséde n racines complexes.
Si I’équation est transcendante, elle peut avoir un nombre fini, voir nul, ou infini de
racine. Le probléme est alors de trouver la racine dont on sait ’existence et dont, par
fois, on Connait une valeur approchée.

Les méthodes de résolution sont toujours des méthodes itératives ou Newton-Raphson.



Chapitre 1

Résolutions les équations non

linéaire

1.1 Meéthode itérative général

On suppose que 'équation a été mise sous la forme: f () = 0 (ceci est toujours possible
en définissant par exemple g (z) = x + f (x) puisque lorsque f (z) =0, g (z) = ).
a partir d’une valeur initiale z1, que ’on se donne, on engendre la suit:

p

xy = f(21)
x3 = [ (22)
xg = [ (z3)
Ty = f (mn—l)
Si la suite des mesures x1, 29, x3,...,2, converge vers une valeur x, alors:

lim z,, = limx, 1 = xy, et f(zg) =z ; xo est une racine.
n—oo

n—oo
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fig.1: exemple de solution convergente

Supposons que ’équation admette une racine zp sur l'intervalle [a,b]. On peut
légitimement supposer que f (x) prendra des valeurs sur cet intervalle. Si l’on n’ajoute
pas d’hypothéses supplémentaires, on ne peut étre stir de la convergence. Il est donc

impossible de donner une condition nécessaire sans expliciter la fonction f.

1.2 Meéthode de Newton-Raphson

Cette méthode s’applique a des équations du type f (z) = 0, pour lesquelles on peut
calculer la dérivée de f est f' (z).

Soit xjune valeur approchée de la racine s inconnue. Posons: zs = x1 + h,et
cherchons 'accroissement qu’il faut donner a x;, de facon a ce que:

f(x2) = fla1+h)=0

Apres développement en série de ;I’aylor a l'ordre 2, on obtient:

Flzi+h) :f(x1)+hf’(x1)+%f”(:clJrGh) ~0

ou approximativement: f (z1) + hf' (1) =0= h = —ff, ((xl))
€
. . o . - / (961)
et plus généralement, la solution: z,,1y — z, = h, soit z,.1 =z, — 7 (w0)
T

interprétation géométrique: La valeur x5 est l'abscisse du point d’intersection

avec l'axe ox de la tangente ou graphe y = f (z) en z;.



N ﬂpx

Sens de I’approximatio: Si 'on avait fait aucune approximation dans ’écriture

de f (1 + h) =0, on aurait obtenu, pour la racine s, I’expression suivant:
_ fla) B2 (w4 0h)
@) 2 ()

S=2XT

donc:
f(x) R f" (21 +0h)

Cf(m) 2 f(x)

S — T =

12 f" (1 + Oh)
2 f(1)

Ce qui conduit & la conclusion suivant:

S — T9g = —

e Sif -f"<0:
x1 et a9 sont de part et d’autre de s: I'approximation x, peut alors étre moins

bonne que x;. Mais si la racine est simple, f (z3) sera de signe contraire a celui de

f(z1) (f (z1) et f(x2) seront alors de méme signe et I'algorithme converge).

Exemple Soit 'equation f (z) =2* —a =0
— 1
La formule de Newton s’écrit: x9 = 1 — f (1) = noae_ T+ —
f, (-]:1) 21’1 2 I
n 1
[ (@n,) __(xﬁi)

soit la formule de récurrence: z,,1 = x, — 7 ) =3
Ty

Quand n tend vers l'infini, x, 1 tend vers x,, et par conséquent:

1
xn:—(xn+i> = limz, =+a

2 n n—o0

Cet algorithme converge quelque soit la valeur de z; d’initialisation, pour que

51717é0



1.3 Meéthode de Bairstow

La méthode de Bairstow permet de calculer des racines réelles ou complexes d'un équa-
tion polynomiale a coefficients réels. La méthode consiste a extraire (le plus exactement
possible) les racines (réelles ou complexes) deux a deux (a la fin, il en rest éventuelle-
ment une), jusqu’a épuisement des n racines. Soit & trouver les racines de 1’équation

polynomiale suivante:
f(x)=apr" +ayz" ' a4+ ........+a,=0

On effectue la division eucludiénne de f par le trinome 2% 4 px + ¢, oil p et ¢ sont

a priori deux nombres quelconques:
f(x) = (2% + pr + q)(box™ 2 + bz + box™ .. 4 by_sx +byy) 1T+ S

Les coefficients b;(j = 0,1,2,3, .......c........ ,n — 2) dépendent de p et ¢, de méme
que r et S.
Si r=S5=0, alors f(x)=0 permet de donner z?+ pr +¢ =0 (donc deux

racines de f (x) déja)

Si 7 et/ou S ne sont pas nuls, la méthode de Bairstow va consister a déterminer

par approximations successives les valeurs de p et ¢ qui annulent r et S :

r(p,q) = 0
S(p,q) = 0

Ce systéme peut étre non liniéaire. On le supposera liniéaire au voisinage de chaque
couple (p, q) fixé.
Pour cela, on se donne 2 valeurs pg et ¢o arbitraires. On calcule alors successivement

Ap et Ag de telle sorte que:

r(po+ Ap, qo + Lg) =0
S(po+ Ap,qo + LDg) =0

Soit au premier ordre en Ap et Aq :

or

or
YA ) . Ag=
r(po, do) + <3p)o rr <3Q>o e=0

oS oS
S(po, +—=— ) - Ap+|— ) -Ag=0
(Po QO> (31?)0 p (aq)o q



Si 'on pose:

B il () =p
() (8),
T
. —_— S . — =
v (), ()=
La solution du systéme précédent est (Cramer):
( or aS
. :5250-(@)0—7“0-(@7)0
P=5 5
v (), (5)
. Q. " o), \5q),
75 5

\

Les expressions qui entrent dans le calcul de 9, P et () vont étre évaluées par étapes.

Les coefficients b; sont liés aux coefficients a; du polynome initial par I'interméiaire ses

relations suivantes:

bo = ao

b1 = a1 — pbe

by = az — pby — gbs
bs = as — pby — qby

bz—2 = Qg—2 — pbz—S - qu—4

\

relations auxquelles on peut ajouter:

bn—l = Qp-1 — pbn—2 - qbn—3
bn = anp — pbn—l - qbn—2

en ayant défini b,,_; et b, par :b,_1 =ret b, =95 —

pr

Ce tableau (1) permet de calculer les b; , r et S en fonction de p et q.



posant maintenant :

b b
%:_% avec k=0,1,2,...n—1 et . _
Ip

En dérivant le tableau (1) par rapport 4 p ,on obtient:

( % _0
h_ o
S
X S
P Yom 2)
ob,,_1 — _paé)n—Q B ob,,_3
g, T

— b, — _
\ dp 1= P dp d dp

Co :bo
1 =b1 —peo
¢y = by — pc1 — qcp

c3 = by — pcy — qcy

Cp—2 = bn72 — PCp—3 — 4Cp—a

L Cpn—1 = bn—l — PCp—2 — (qCn—3
Ce tableau (2) permt de calculer les ¢; (i =0,1,2,.....n — 1).

posons maintenant :

8—q:—ck_2 s k}ZQ



En dérivant le tableau (1) par rapport a ¢, il vient:

/

/o /

¢y = b —pey

!/ / /
¢y = by — pc — qcp

!/ / /
c5 = by — pchy — qc}

r / /
R by—2 — PCy_3 —qCyy

La comparaison des tableaux (2) et (3) montre que :

ck =¢, pour k<n-—2

On en conclut alors:

byt ob,, ,

aq n—2 — —Cn—2

Les tableaux (1) et (3) permettent de calculer les dérivee partielles:

( Or . 8bn_1 — .
i
T
dq g oo
85 0 0b,, b, 1
g% 9 dp dp
a. T A (bn +pbn—1) = —Cp—2 — PCp—3

( dq  9q

et par conséquent,les quantités o, P, () recherchées sont:

_ 2
0 =¢Cp_g— Cne1Cp_3
P = bn—lcn—Q - bncn—i’)
Q = bncn—Z - bn—lcn—l
Mise en oeuvre de la méthode:

le calcul du premier trindbme 2% + pr + ¢ s’obtient & l'issue des phases de calcul
suivantes:



1 - On fixe arbitrairment deux valeurs pg et qq.

2 - On calcule alors les deux valeurs:

p1=po+ Ap
@1 = qo+ Aq
On constitue le tableau :bg, by, ba, ........... ,b,, et le tableau cg,cq,coy . nnnnn..... , Cn.
P
On calcule 9, P et () et on en déduit: Ap = 5 et Ag = %

3-Si |r|<e et |S|<e, alorslesracines de z?+px+q sont les racines du polynome

initial.
4 - Sinon, on remonte en 2 en reportant des valeurs p; et ¢ et ainsi de suite.

Les deux premiéres racines ayant été extraites, on applique de nouveau la méthode

de Bairstow au polyndéme quotient (1).

10



Chapitre 2

Résolution des systemes non
linéaires
En pratique, on est souvent confronté a la résolution d’un systéme de type f (x) =0

ou f : R®" — R" | non linéaire, dans ce cas, il n’y & pas un algorithme général qui

permet de résoudre ce systéme.

2.1 Meéthode de Newton

2.1.1 Déscription de la méthode

Soit f : K (converse) C R™ — R" contintiment et différentiable définie:

(2.1.1)

Le systéme (2.1.1) s’écrit sous la forme générale:

11



f(x) = Ogn (2.1.2)

Pour résoudre le systéme (2.1.2) on fera appel a la méthode de Newton qu’on va

d’écrire de la racine « du systéeme (2.1.2)

P = (:E&p), P x(p)> .

n

La solution exacte de (2.1.2) pourra, alors se mettre sous la forme
z = 2@ 4P (2.1.3)

ou: e® = (eﬁp), 5%”) . ,555')) est Ierreur d’approximation.
En portant I'expréssion (2.1.3) dans (2.1.1) on aura:

fa+eP) =0 (2.1.4)

Comme la fonction f est différentiable, alors: la rolation (2.1.4) peut s’écrire sous

la forme:
f(a® @) = £ (a®) 4 f (2®)) £® = On (2.1.5)

Ou: f (x(p)) est la matrice Jacobienne de f au point z(®)

%x(p) %x(p) o %x(p)
0xq 0T+ Ty
o, %x(p) %x(p) o 0f> ()
£ (x(p)) = J; (m(p)) _ <a_$’x(p)>' 1 — ory 01y oz,
J Py : : : :
Ofn Ofn Ofn
2N (p) LT (p) (»)
8x1$ 830236 . axna:

Si la matric Jacobienne Jj (:c(p)) est inversible (ou réguliére).

La relation (2.1.5) entrainne que:
e® = —J; (2 f (2P (2.1.6)
de (2.1.3) et (2.1.6) on déduit:

2+ — () — Jfl (m(p)) f (m(p))

(2.1.7)
avec (9 donné dans R™ (zy € V (x))

L’algorithme (2.1.7) est dit algorithme de Newton.

12



Exemple:
trouver par la méthode de Newton la solution positive approchée du systéme d’équations:

2P+ =1
202 +y—42=0
207 — 4y + 22 =0

En portant de I'approximation initiele.

To="Yo =2 =0,

Solution:
On a:
%+ y2 +22-1
f@)=1 22°+y—4z
202 — 4y + 22
D’ou:
0,25+ 0,25+ 0,25 — 1 —0,25
f () = 0,50 + 0,25 — 2,00 = -1,25
0,745 — 2,00 + 0,25 1,00

Formons la matrice jacobienne:

20 2y 2z
J}m) = | 4x 2y —4
6z —4 2z
On a
1 1 1
J() =12 1 -4
3 -4 1
et
1 1 1
det Jp (V) =] 2 1 —4|=—40
3 -4 1

13



Cherchons la matrice inverse

31 1
—~15 =5 =5 5 5 8
J—l(gc“’)):—i EEVR N ) G
f 0 hoA P
-1 7 -1 =02
40 40 40
D’apreés la formule (2.1.7) la premiére approximation est:
2 = 2O 1 (20) f (20)
-1 3 1 1
N T A N |
| A S |
0,5 =02 —1,00
- 4 L4040 40
0,5 0,375
= 05|+ 0
0,5 —0,125
0,875
= | 0,500
0,375
Calculons en suite la deuxiéme approximation z(?, On a:
(0,875)% + (0,500)* + (0,375)* — 1 0,15625
FM)y =1 2(0,875)% + (0,500)* — 4(0,375) | = | 0,28125
3(0,875)% — 4(0,500) + (0, 375) 0, 43750
et:
2% 0,875 2x0,500 2x 0,375 1,750 1 0,750
Jr(zW) = | 4% 0,875 2 x 0,500 —4 =350 1 —4
6 % 0,875 —4  2x0,375 5,250 —4 0,750
d’ou:

1,750 1 0,750
det Jp (zV) =] 3,500 1 -4 |=-64,75
5,250 —4 0,750

14



—15,25 —3,75 —4,75
1
J—l (1) - - _ o
(W) 6175 23,625 —2,6250 9,625
—19,25 12,25 —1,75

En appliquant la formule (2.1.7), on obtient:

0,875 15,25 —=3,75 4,75 0,15625
= 0,500 | + m —23,625 —2,6250 9,625 | X | 0,28125
0,375 —19,25 12,25 —1,75 0,43750
0,875 0,08519
= | 0,500 | — | 0,00338
0,375 0, 00705

0, 78981
= 0,49662
0,36993

De fagon analogue on calcule les approximations suivantes:

0, 78521 0,00001
73 — 0,49662 |, f (x(S)) =1 0,00004 |, -coeen etc.
0, 36992 0,00005

En se bornant a la troisiéme approximation, on a:

2 =0,7852; y=0,4996; =z =0,3699.

2.1.2 Existance des solutions du processus de Newton

Théoréme 1:

Soit V un voisinage de R", f € C?(V, R") et © € B (xq,7) C V.

Si les hypothéses suivantes sont vérifiés:

Ofi
1) La matrice jacobienne J; () = (G_f) , pour = 2%
Lj

15



posséde une inverse Ty = J 7! (z9) avec: ||Tp|[p. < Aj.

2) [ 10f (+©) [ < Bo < 5.
. 0% () o
3) Do 92,0 <C , Vi,j=1,..........,n.

4) Les constantes Ay, By et C satisfant a l'inégalité:
Lh ::27L40£%(jf§jL

Alors, I'algorithme de Newton (2.1.7), converge vers la solution z* et on a l’estimation

suivante:

- ZL’(O)HRn <2B,<r

Preuve: Pour la démonstration voir [1]

2.1.3 Unicité de la solution de Newton

Théoréme 2:

Sous les hypothéses (1) & (4), la boule fermé B'(2(®),2By), contient une seule solution
du systéme (2.1.1).

Preuve:

Supposons qu’en plus de la solution z* du systéme (2.1.1), il existe une solution

sk, ‘

x - x(O)HRn 1T < 2B, (2.1.8)

les approximation macemives
2?5 (p=0,1,2,..):  f(a®) +Jp (2@ —2P) =0

avec:

Jp, = Jp(z®)). (2.1.9)

En tenant compte de fait que:

f(@™) =0

16



il vient:

iy @) =) = £ (a7 = £ () = Iy (a7 = )
et par concéquent:

2@ _ e T, [f (z**) — f (x(p)) —J;, (x** _ x(p))}
ou:

T,=J;"

On aura:

7 = | S W Tllen [|f @) = £ (27) = T, (@ = 2®) .,

dans les notation du
(I - 2) : HTPHR" < Ap‘

En application:

17 () = @) = gy, (7 = 29|y, < ne

Par suite:

o — P < 1nApc
RM T 2

2
——|
Rn

On pose p = 0 on obtien:

" — x(l)HRn < %nAoc

‘m** — x(o)H;n < 2nAOB§c

Par les relations:

1, = 2nA,B,c
T =012,
B?’H:iMpo

On trouve:

P x(l)HRn S MOBO — 2B1

En général:

v —a®| <2B,; (p=0,1,2,...)

17

o=,

(2.1.10)

(2.1.11)

(2.1.12)

(2.1.13)

(2.1.14)

(2.1.15)

(2.1.16)

(2.1.17)



La grandeur B, — 0 quand p — oo, prassant a la limite dans I'inégalité (2.1.17)

™ = lim2®) = 2*

p—00
C’est a dire la spmution du systéme (1) dans la boule fermé B’ (x(o), ZBO) est unique.
2.1.4 Convergence de Newton
Théoréme 3:

Si les hypothéses (1) (4) du (I — 2) sont remplies, les approximation successives

@ (p=0,1,2,...) vérifiant 'inégalité:

-1
o= < (5 ) w5

Preuve:
En appliquant les relation (2.1.15) et (2.1.16) du (/ — 2) on a:
p, = 2nA,B,C
= 20X 24,1 X S BpoikC

2
= :U’p—l X 2Ap_1Bp_1C

= ,%274
il en rénulte que:
My = M(2J
o = 113 = (2.1.18)
oP
Mp = MO
En suite:
1 1 o1
By = 5ttp-1Bp-1 = 5#3 By (2.1.19)
Donc:
| 1 50
Bp = §M(2)p X 5/1(2)1) X oo X §ILL(2) BO
1\” oP—1l49p—24 | 41
= \g) *Ho Bo
1" 271
_ 5 x u’ "B, (2.1.20)

18



Comme:

Hx(p‘H) _ x(p)H < B,
On pose ¢ > 1:

(rta) _ 0| <« (p+1) _ .(p) (p+2) _ ,.(p+1) pPra) _ p(ptat+l)
|l = 2@ <2t =P 4 [0 =2 ] |

< By+Bpii+...+ By

1" 2P —1 1 i optl_1 1 pra opta—1_7
<§) MO_BQ+...+(§> :U“O _Bo++<§) MO _Bo

1\? ., 1 o INTY ap(ae14
_ (5) pd By 1+§u§ +....+<—) uo( )]
En détruit que: py < 1.
1\” 1 1!
(p+a) _ .(p) - 2P —1 - Z
|z@F) — 2@, < ()uo By 1+2+....+(2) ]
En passant a la limite ¢ — oo, on obtient:
, IR 1\
o= < (5) @< (5)

Ou Ho = QTLA()B()C < 1.

Ainsi pour p, < 1 la convergence du processus de Newton est superrapide.

En particulier, pour p = 0 on a:

|

r* — x(O)HRn < 2B, <.

2.1.5 Stabilité de la solution par rapport a la donnée initiale
Théoréme 4:

Si les typothéses (1) (4) sont remplies et si:

2
—BO S T
Ho

ou g = 2nAgBy < 1, z* est solution unique du systéme (2.1.1) dans la boule fermé

(:1;(0), ZBO) , 2’ (0) est un approximation initiale dans la boule fermé:

1 —
B (z©9,+) ottt/ = —0p, (2.1.21)
2419

19



Preuve:

Par analogie avec les notation données ci-dessus:
Ty =Jp (20) et Ty =J" et J =Jp (') et Ty = (Jy,) ™" (2.1.22)
Montrons q’au point '(?) on vérifie des condition analogie:

1B = ToKgllen = (| T6 (Jro — 73") ||

(JfO Jfo )H]Rn
< Aane e~ 0],

< 1 Tollge

Par suite:
H (T- 707", = H E-(B-T0y)] 7|
< ! -
L= ||E -1y
1 4
< = 2.1.2
4
Il existe donc:
Ty = (10) ' Ty
et
1 4A
1 Tollgn < H(TOJ}O) B X | Tollgn < 3+;O —A (2.1.24)

Détuit sons en suite:

ITf @OV < 1Tl [ () = £ (@) = Ty (@0 = sO)| 4 [Tof (2]
+a 20

IN

%AONCH«T/(O)HZ 4 By + Hx/(o) _ x(o)HRn + By + Hx/(o) _ x(o)HRn

1 1 — 249 + 1 L — g
—poBo————— + By
4% ’ 4pg TR 411

1 — 240 + i + 1610 +8 — 81y By — (3 + pp)”

164 164

IN

By

B

20



En utilisant I'inigalité(2.1.23):

7o f (2/©) HW < H (ToJ}O)_l % Tof (/@)

RN
1

< @) s @)
3 — Ho Y4
< o By =B (2.1.25)

En vertue des inégalités (2.1.24) et (2.1.25), ou obtien:

4A 3
0 X + Ho B()C =

"= 2ncA'B'c=2n 1
: 3+4u, Ao
De plus:
3 1-— B
2B + || — O < Fttop i Hop 920 o,
R7 241 2410 240
Donc:
2B' < 25 <r
Ho

Ainsi, au point

2'® € Uyp (2/@) C Uszs (20) C U, () (2.1.26)

1o

La procédure de Newton:

21 — () T, f (w/(p)>

T=J (%) (p=0,1,2,....)

Dans la formule (2.1.26):
" € Uyn (2(0)
1o

Mais la remarque du Théoreme 3 du paragraphe précédent fait que dans le domaine
Uz (@) il n’y a qu’une seule solution z* du systéme Principale (2.1.1).
Ko
donc:
/

o =a2" et ¥ = lima'®,
p—00

21



Remarque:

Si2By <r et py <1, pour la premiere approximation initiale 2 il existe toujours
un voisinage dont n’importe quel point étre prus comme approximation initiale de la
procédure de Newton qui converge vers la solution cherchée x*.

En effet,soit:

2B0 < QQBO =T

1
ou ¢ > 1 Pasant y; = max (uo, —)
q

donc z(©  qui vérifié la condition

2@ — 2@ < 1— “SBO.

R 2419

2.2 Meéthode des approximations successives

Soit ¢ : R" — R™ et considérons le systéeme d’équations non linéaires suivants:

r
€T = QDl(fL'l,.Z'Q, an)

To = Po(T1, Loy .y Tp)

(2.2.27)
\ Tp = Spn(xly L2 ey xn)
Le systéme (2.2.27) peut étre écrit sous la forme générale:
r = p(x) (2.2.28)

La méthode des approximations successives consiste a faire les approximations suiv-

antes:
2(© donné dans R”

(2.2.29)
x(P‘I“l) = SO(.’I)(P)), P c N

Si la fonction ¢ est contractante (c’est a dire il existe k € ]0, 1] tel que:
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Alors I'argorithme (2.2.29) converge vers la solution z* (la solution z* est.le point
fixe de ¢).
En effet, ¢ contractante = ¢ est continue sur R".

En passante a la limite dans (2.2.29) on aura:

lim 27 = lim @(z"*)) = 2% = p(z)

p——00 p——00

on peut écrire (2.2.28) sous la forme.

f(@) =2 —o(x) = Opn.
Donc le probléme des approximations successives, peut étre ramené a résoudre le

probléme non linéaire (2.2.27).

On a en vertu de la continuité de la fonction ¢(z).

lim 2t = o( lim z)

p—00 p—00

c’est-a-dire € = p(e).

Ainsi € est une racine de 1’équation vectorielle (2.2.28), z* est une solution unique
du systeme (2.2.28) alors: € = z*.

La méthode des approximations successives peut étre appliquée également au sys-
teme générale

flz) =0 (2.2.30)

A une matrice réguliére. Introduisant les notations:

x+ Af(z) = p(x) (2.2.31)

On aura: x = ¢(x).

La fonction f(x) posséde une derivée continue f’(x), la formule (2.2.31) entraine

o) = I+ Af (@),

Choisissons la matrice A telle que:
@) =1+ AP () = 0
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d’ou, si la matrice f’ est réguliére:

A=—[f()] .

Remarquons qu’au fond c’est un processus de Newton appliqué a I’équation (2.2.30).

dans le cas du det f'(z(®) =0, il convient de choisir une autre approximation
initiale (0.

Il existe d’autre mode encore pour remplacer le systéme (2.2.30) par un systéme

(2.2.27) équivalent.
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