i) Ab) B se ) &y ) 3 &y agodr)
République Algérienne Démocratique et Populaire

ol Coudl 5 Ll qdadt 8515

Minstére de ’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

CENTRE UNIVERSITAIRE DE MILA
INSTITUT DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE

Réf. /112

Mémoire de fin d’étude
Présenté pour I’obtention du diplome de

Licence Académique

Domaine : Mathematiques et Informatique
Filiere : Mathématiques
Spécialité : Mathématiques Fondamentales

Theme

Théoréme de I'Argument
Cas-complexe

Présenté par : Dirigé par :
1- Lecheheb Randa - Boudjerida Nadjet

Année universitaire 2011-2012



édicace

A ma source de tendresse, ma chére mére maman Hakima,

A mon exemplaire, mon chére pére Djamel,
A mon frére Abdou « Titouh »,

A mes sceurs : Mouna, Rima, Imen, Yousra,
A mon grand pére, lbrahim,

A mes grandes meére Zouina et Khadija,

A touts les familles de mes ancles et de mes tantes surtout tante Naima et
Saida,

A touts mes cousines surtout, Amel, Hanan, Souad et Hadjar,

A tout ma famille.



hoienen

Je remercie Allah, le tout puissant de m’avoir donné, la santé, la volonté et la
patiente pour I'accomplissement de cette mémoire.

Mes remerciements en deuxiéme temps, a toute ma famille qui m’a soutient
dans les moments de pénibles comme dans les moments de joie.

elle

Egalement, je remercie M~ Boudjrida Nadjet qui encadre ce mémoire et me

dirige et m’encourage tout le long du travail.

Je tiens a remercier trés chaleureusement I'ensemble des membres du jury
qui m’ont fait ’honneur d’accepter de juger ce modeste travail.

Un grand remerciement a mes enseignants au département des sciences et
technologie surtout, les enseignants des mathématique et informatique et
tous les membres du département des sciences et technologie du centre
universitaire de Mila.

Enfin, je ne pourrais jamais manquer de remercier mes amis, Loutchou, ma
belle Hadjar, ma sceur Asma, ma pucette Choubiela, Fatima, Rima, mon frere
Fakhro, Rida et tous mes collégues. Ainsi que tous mes enseignants toutes les
17 ans d’étude surtout Houria Chareum et Berri Akila.



Table des matiéres

Introduction Générale 2
1 Notion de base 4
2 Séries entiéres et Fonction Analytique 7
2.1  Rappels(Dérivabilité complexe-Holomorphie) . . . . ... ... .. 7
2.1.1 Quelques propriétés élémentaires des fonctions holomorphes 8
2.2 Séries entiéres . . . . . . ... e 9
2.2.1 Rayon de convergence d’une série entiére . . ... ... .. 9
2.2.2 Dérivée k=""“une série entiére . . ... ............. 11
2.2.3 Calcul des coefficients d’une série entiére . . . ... ... .. 11
2.3 Fonction analytique d’une variable complexe . ... .. ... .. .. 12
2.3.1 Identité entre fonctions holomorphes et analytiques . . . . . 13
2.3.2 Zéros isolés d’une fonction analytique . . . . . . . .. ... .. 14
2.3.3 Imtégralede Cauchy : . ... ... ... ... ... ...... 15
2.3.4 Détermination principale de la fonction Logarithme . . . . . 18
3 Points singuliéres, Fonctions méromorphes 21
3.1 singularités isolées, zéros et poles . . . . . .. . ... ... ... ... 21
3.2  Fonctions Méromorphes . . . . . . . . ... ... ... ... ... 23
3.2.1 Propriétés des fonctions méromorphes . . . . . . . .. .. 23

3.2.2 Fonctions holomorphes dans une couronne et sériés de
Laurent . . . . . . . . .. 24
3.2.3 Classification des singularités isolées; poles; résidus . . 26
3.3 Théoréme des résidus . . . . . . ... ... ... ... ... ..., 28
3.3.1 Résidus des fonctions . . . . . ... ... ... ... L. 28
3.3.2 Calcul pratique des résidus . . . . ... ... ... ... ... 29



4 Principe de I’Argument 31
4.1 Application a la détermination des nombres des poéles et des
zéros d’une fonction méromorphe . . . . ... ... ... 32

4.1.1 Principe de ’argument dans le cas des fonctions analy-

tiques . . .. 32

4.1.2 Principe de Pargument dans le cas des fonctions méro-
morphes . . . .. 33
4.2 Reésultat du théoréme de ’'argument . . . . . . . . .. ... ... .. 37
Bibliographie 38



Introduction Générale

[’analyse complexe est un domaine des mathématiques traitant des fonctions a valeurs
complexes et qui sont dérivables par rapport & une ou plusieurs variables complexes.

Les fonctions dérivables sur un ouvert du plan complexes sont appellées holomorphes
et satisfant de nombreuses propriétes plus fortes que celles vérifices par les fonctions
dérivables en analyse réelle. Ce mémoire est consacré au domaine de la distribution de
valeurs des fonctions méromorphes. On se propose d’étudier des propriétés des fonctions
méromorphes et d’examiner leurs problémes des distributions de zéros dans un ouvert
connexe de C le corps des nombres complexes.

Le principe de zéros isolés permet de défini le corps des fonctions méromorphes comme
ensemble des qautients des fonctions entiéres, c’est-a-dire de fonctions holomorphes défi-
nies sur tout le plan complexe.

Les fonctions entiéres apparaissent comme des généralisations des fonctions poly-
nomes : elle se coportent comme des "Polynomes de degré infini". ce sont ainsi les fonc-
tions analytiques les plus simples en dehors des Polynomes, n’ayant aucune singularité a
distance finie et une seule singularitéé a l'infini. I’étude de ces fonctions est difficile et il
reste encore de trés nombreuses questions ouverts bien que cette soit commencée depuis
prés de deux cents ans.

La théorie des fonctions entiéres selon leurs croissance , le bien entre les zéros éventuels
et le comportement de la fonction, et les relations entre la fonctions entiéres ont été étendus
aux fonctions méromorphes.

On classe habituellement les fonctions analytiques complexes selon leur complexité
et cette complexité est celle de leurs singularités. Harmis les fonctions polynomes, appa-
raissent ainsi les fonctions entiéres, les fonctions méromophes qui sont des quatients des
fonctions entiéres et dont les seules singularilarités sont polaires, les fonctions présentant

des singularités essentielles on des ponits de branchement forment ainsi les fonctions les



plus compliquées parmi les fonctions analytiques d’une seule variable complexe.

Le contenue de ce travail est presque immuable ; il s’organise autour des trois grandes
piliérs du sujet : les séries entiéres, le théoréme et la formule de Cauchy, et le théoréme de
résidus, les séries de Taylor et Laurent ainsi que les propriétés principales des fonctions
holomorphes.

la théorie des fonctions méromorphes s’illustre par ’étude plus ou moins détaillée des
fonctions et de quelques fonctions dites spéciales. les applications variées de la théorie en
utilisant ces fonctios forment une justification principale du temps imparti a la théorie
des fonctions méromorphes au niveau procédentique .

Ce travail est réporté sur | introduction et quatre chapitres :

Le prémier chapitre consiste & rappeler précisément les définitions et notions de base
du corps de nombres complexes et ses propriétés fondamentales analytiques et topolo-
griques .

Dans le deuxiéme chapitre, on s’intéresse a la distribution des zéros de fonctios analy-
tiques ; on définit les séries entiéres qui forment un outil de base pour ’étude des fonctions
holomorphes (analytique) et de donner quelques propriétés principales de ces fonction,puis
on s’intéresse & la détermination des propriétés sur les zéros usolés d’une fonction analy-
tique et la fonction loganithmique .

Le trioxiéme chapitre sur les fonctions méromophes et le calcul des résidus on donne
la représentation d’une fonction holomorphe dans une couronne y développe en série de
Laurent ; les coéfficient de le s’ expriment comme des intégrales sur un chemin fermé
contenu dans la couronne, ces séries sont surtout utilisées pour étudier le comportement
d’ une fonction holomorphe f en z en fonction d une expression intégrale le long d’une
courbe fermée qui " entoure "z. C’est la formule intégrale de Cauchy qui permet d’obtenir
le développement en série entiéres de f au voisinage des points de son domaine de définition
. I1 est donc naturel de voulior de nouveau exploiter cette formule ici pour obtenir le
développement en série de Laurent .

Enfin, dans le dernier chapitre , en s’intéresse & I’application du théoréme de résidus

pour démontrer le principe de 'argument pour les types des fonctions méromorphes.



Chapitre 1
Notion de base

Notation :

Nous utiliserons les notations suivantes tout au long du travail :
U : un ouvert connexe de C.

D : le disque ouvert de C.

Zy : le nombre des zéros isolée def.

P; : le nombre des poles isolée de f .

rés(f, z0) : le résidus de f au point z.

H(U ) : 'ensemble des fonction holomorphes sur U.

A(U ) : T'ensemble des fonction analytiques sur U.

M(U ) : 1" ensemble des fonction méromorphes sur U.

/ : I'integrale sur le conteur .

5 = arg z : 'argument d’'un nombre complexe z.

Notations de topologie générale :

Celles que nous utilisons sont les suivantes :

Espace normé, Soit F un espace vectoriel sur k = C, Une norme sur E est une
application N : £ — R, vérifiant les propriétés suivantest

1)- Séparation : Vo € F :N(z) =0< 2 =0

2)- Homogeénéité : Vo € E, VA € k: N(Az) = |A| N(x)

3)- Sous-additivité :¥(z,y) € E?: N(z+y) < N(z)+N(y).(inégalité triangulaire)

Pour z € E, N(x) est appelée norme de x, notée||z|| .

Ouverts, Fermés : L’espace C, corps des nombres comlexes, est muni de sa topologie
d’espace vectoriel normé par |-| (« module» des nombres complexes ou norme euclidienne).

C’est un espace complet, ce qui veut dire que toutes les suites de Cauchy y sont

convergentes.



On note
D(zg,7) ={2€ C/|z — 2| <7}

le disque ouvert de rayon r centré en z.

Les ouverts sont des réunions de disques ouverts. Par exemple, le quadrant
{z € C/Re(z) > 0 et Im(z) >0}
est un ouvert, ainsi que la couronne

{zeC/ 1< |z| <2}

Les fermés sont les complémentaires des ouverts, toute partie A a une adhérence

A(le plus petit fermé qui la contient), ce qui fait que on note aussi

D(zg,7) ={2€ C/ |z — 2| <7}

I’adhérence du disque ouvert, qui est le disque fermé. Toute partie a aussi et un
intérieur A (le plus ouvert contenant A).

Compacts : Un séparée de cet espace telle que, de tout recouvrement de cette partie
par des ouverts, on puisse extraire un sous-recouverement fini.

Les compacts de C sont les parties a la fois fermées et bornées (contenues dans une
boule assez grande). c’est un théoréme (dit de Borel-Lebesguen ou de Heine-Borel),
vrai dans C et dans n’importe quel espace R", mais pas dans n’importe quel espase
topologique).

Connexes : Un ensemble F C C est connexe s’il n’est pas possible de I’ “ecrire sous

la forme
E=FEOl1+ EO2

avec O1 et O2 ouverts tels que FO1 # (; et FO2 # (; (+ d’esigne une r’eunion
disjointe). Un domaine D est un ensemble connexe ouvert.
Lacet homotopes : Nous allons donner un sens précis a la déformation d’un lacet

en un autre lacets

Yo ¢ [071]_)(]
v ¢ [0,1] = U

pour tout A de [0, 1], supposons 'existence de

VA:[Ovl]HU



qui soit encore un lacet, pour peu que, en outre (A, ) — <,(¢) soit continue sur
[0,1] x [0, 1], On voit que 'on peut passer de 7, & 7, en déformant continument ~y, et en
restant dans ’ensemble des lacets de U.

On dit alors que 7, et 7, sont homotopes.

Rappels généraux sur les nombres complexes :

L’ensemble des nombres complexes
C={z=uax+iy, avec (z,y) € R*i*=—1}

On calcule donc avec les nombres complexes comme avec les nombres réels en remplacant
partout ¢ 2 par —1
Le nombre réel x est la partie réelle de z (Re z) , le nombre réel y sa partie imaginaire

(Im 2) , et ¢ 'imaginaire pur forme, muni des lois d’addition

(x+iy) + (@ +iy) = (x+2") +i (y+ )

et de multiplication

(x +iy) (2" +1iy) = v2’ —yy' +1i (y2' + xy')

le nombre z = x — iy est le conjugée de z et le nombre positif |z| = v/zz = \/m
est son module.
Rappelons que la norme du module vérifie par nature les propriétes.
D’homogénéité : Vz, 2’ € C; |zZ/| = |z] |2/].
De séparation : Vz € C;|2| =0< 2 = 0.
Et I’inégalité triangulaire :Vz,2' € C; |z + 2/| < |2| + |2
On en déduit : Vz,2" € C; |z — 2/| > |2]| — |¢].
Le nombre r = |z| = /22 + 42 est le module de z et Pangle :

|

( .
arctan%—i—w si <0,y>0

5 st =0,y>0

0 =argz= arctan £ si x>0

—5 st x=0,y <0

arctan? — 7 si x <0,y <0
\ T

est son argument.



Chapitre 2

Séries entiéres et Fonction

Analytique

2.1 Rappels(Dérivabilité complexe-Holomorphie)
Rappelons la définition d’une fonction holomorphe

Définition 2.1.1 (la dérivibilité) : Soit U ouvert de C, zo € U . On dit que f est

f(z)—f(20

dérivable en zy si la fonction de U \{zo} dans C qui a z associe L adt une limite

zZ—20

quand z tend vers zy. cette limite est alors la dérivée de f en zy. que 'on notera fl(zo).

Définition 2.1.2 (I’holomorphie) : On dit que f est holomorphe sur U si elle est
dérivable en tout point de U.On peut définir dans ce cas la fonction dérivée f 'de f.
- On notera H(U ) I’ ensemble des fonction holomorphes sur U.

- Si f est différentiable sur C | elle a des dérivées partielles en x et y, et on peut

écrire :
of af
_ Y97 et 1
df axax—l— ay@y (2.1)
_1Lof Of 1.0f Of. .
B 2(856 Zay)az 2(8x +28y)az
Soit encore : o7 o
En prenant les operateurs différentielles :
243 - .
0 _ 1(2f _ ol '
0z 2\ 0z 0



La fonction différentiable f est holomorphe, si les conditions de Cauchy sont respec-

tees a savoir si : f =u+ v :

ou_ou
or Oy

8u_ ov

et a—y——%

(2.4)

2.1.1 Quelques propriétés élémentaires des fonctions holomorphes

1)- Si f : U — Cest holomorphe en zpet si g : V' — Cest holomorphe en
f (20) € V. Alors :go f est holomorphe en 2y et (go f ) (20) = f'(20)d'(f (20))

2)- Soit f : U — Cet soit zg € U Alors : f est holomorphe en zy si et
seulement si :f est R—différentiable en zpet si sa R—différentiable d.,f au point z, est
une application C—linéaire.

3)- Soit f une fonction holomorphe sur un ouvert U de C, alors; comme f est
analytique dans U . elle est indéfiniment dérivable au sens complexe dans U .
4)- Si U est un ouvert connexe de C et f une fonction holomorphe f : U — C;

Les conditions suivantes sont equivalentes :
i) — f est constante sur U.

it) — f'=0sur U

iii) — f est holomorphe sur U.

5)- Si f est une fonction holomorphe dans U, Alors % est holomorphe dans U.

Exemple 2.1.3 :(Fonctions holomorphes)
1. Toute fonction constante est holomorphe
2. La fonction Identique z — z est holomorphe a partir de ces fonctions initiales, On
obtient par addition et multiplication toutes les fonctions [ qui se mettant sous la forme
suivante :
f(z)=ay+ a1z + ... +a,z"

Ou ay, ...; a, sont des nombres complexes.Ce sont des fonctions polynomiales dans C.

De plus, les formules de derivation appliquée o lexpression (2.5) donnent :

f /(z) = a3 + 2a92 + ... + na, 2"



2.2 Séries entiéres

Définition 2.2.1 : Les Série Des fonctions les plus simples sont les séries entiéres (on

les séries de puissances); qui sont des séries de la forme :

E akzk

k=0

Les coefficients ai sont donnés, la plus simple des séries entiéres est la série géomé-

trique, pour laquelle ces coefficients sont tous égaux o 1 puisque : stz # 1 :

+1

- 1— 2"
2 A=

- Comme il est aisé de la vérifier en multipliant les deux membres de l’équation par 1—z".
- La série géométrique de raison z converge si et seulement si :|z| < 1.

Auquel cas :

+o00 1

k
> =il <
k=0

Dans le cas général, les coefficients ai déterminent les valeurs de z pour les quelles
la série entiére converge via la notion de rayon de convergence.

Et le calcul de ce rayon de convergence ce fait au moyen d’une limite supérieure.

2.2.1 Rayon de convergence d’une série entiére

L’ensemble des r» > 0 pour lesquels

Z |a,| ™" < 400

n>0

est évidemment un intervalle de la demi-droite RTet cet intervalle n’est pas vide puisque
la série converge pour r = 0 . cet intervalle peut etre ouvert a droite ou fermé; fini ou
infini et il peut se réduire au seul point 0.

Dans tous les cas; soit p la borne supérieure de cet intervalle ; p est un nombre > 0, fini
ou infini éventuellement nul. On 'appelle le rayon de convergence de la série formelle

Zan(z — 29)™; L’ensemble des z tels que |z| < p. s’appel le disque de convergence de
n>0
la série entiere; c’est un ensemble ouvert; Il est vide si p = 0 c’est vraiment un disque

lorsque le corps des coefficients est le corps complexeC.



Proposition 2.2.2 :Soit p = sup {r € [0, +ool, telque |a,|r™ < +oo}.

1) pour tout v < p, la série Zan(z — 20)" converge normalement pour |z| < r; en
n>0
particulier la série converge absolument pour chaque z tel que |z| < p

2) la série Zan(z — 20)" diverge pour |z| < p (Ou n’affirme rien pour).
n>0
Remarque 2.2.3 :(Expression du Rayon de Convergence )
1)- Dabord, p eziste(la série converge pour r = 0) mais il peut etre nul,fini ou infini.
On Uappelle le rayon de convergence de la série entiére.
Le disque ouvert D(zo, p) = {z, |z| < p} est le disque de convergence. La notation
de limite supérieure, On peut doner la formule suivante( dite de "Hadamard") pour le

rayon de convergence

1 . 1
— = lim sup|a,|"
p n—oo

an +1 Zn+1

anz™

2)- Si la suite ‘“Z—:l‘d une limite ¢ , Alors p = %,On considere la suite qui
converge vers { |z| et on conclut par le critére habituel sur les séries numériques( compa-
raison avec une série géométrique).

3)- Pour les z avec |z| = p il n’y a pas de régle générale pour la convergence, di-

vergence. Cela dépend de chaque z individuellement une série entiére est une série de la

Z an, (z — 20)"

n>0

forme

- Vue comme fonction du paramétre z — zy . Elle converge au moins pour z = zy , mais
parfois seulement pour z = zy ;
- On dit alors que le rayon de convergence est nul.

- Si elle converge pour tous les z on dit que le rayon de convergence est infini.

Exemple 2.2.4 (Rayon de convergence)
1) la série géométrique : Z z™
n>0
On a :p=1 et l’étude direct est plus intérésants, pour tout z # 1,0n a :

1— Zn—l—l

1+z4+...4+2"=
1—=2

i)- Si|z| > 1, 2™ ne tend vers 0 et la série diverge : En particulier, il y a divergence
en tout point du cercle de convergence :

it)- Si |z| < 1, Le passage a la limite donne

" 1
ZZ :1—2

n>0

10



2) la série exponentielle E #z " a un rayon de convergence infini.

n>0
2" inl |z|

lz|"(n4+1) n+1

an+1

( car lim = lim = 0 donc le rayon de convergence p = % =00)

s o & —iéme P BN
2.2.2 Dérivée k une série entiére

Proposition 2.2.5 : Une série entiére f (z) = a,(z — 29)" est holomorphe dans son

disque de convergence, de dérivée
f'(2) = nag(z = 2)""

- Les séries entiéres f et f' ont le méme rayon de convergence.De plus; Si ce rayon de
convergence p et déférence de 0.

On a Pour |z| < pf '(z) = limy, f(z+h)

/(z) lorsque h — 0 par valeurs # 0.

Théoréme 2.2.6 Une série entiére f (z E an(z — 20)" est indéfiniment dérivable
n>0
\ . s e, _iem
par rapport a z dans son disque de convergence de dérivée k

Zn (n—1)..(n —k+ Day(z — 20)" "
n=~k

2.2.3 Calcul des coefficients d’une série entiére

Soit f (z) une série entiére formelle dont le rayon de convergence, soit p # 0 .

Soit S(z) la somme de la série Z an(z — z9)" pour |z| < p
n >0
C’est une fonction qui admet pour dérivée la fonction :

= Z nan(z — z)"

n >0

A la série f; on peut de nouveau appliquer la proposition(2.2.5) donc :

f '(2) admet & son tour Pour |z| < p : la fonction dérivée f “(z) somme de la série

Z n(n — 1)a,z"2

n >0

entiére

série qui & le méme rayon de convergence p et ainsi de suite.
Par récurrence on voit que f (z) est une fonction indéfiniment dérivable pour |z| < p.

sa dérivée d’ordre n est f W (z) = nla, + T, (2 — ) ou : T}, est une série d’ordre > 1.

11



Autrement dit : 7,,(0) = 0.D’ou :

1
- fr

Cette formule fondamentale montre que si I'on connait la fonction f (z) dans le voisinage
de 0, les coefficients a,, de la série entiére f sont entiérement déterminés.
En conséquence : étant donnée une fonction f (z) définit pour |z| assez petit.

Il existe au plus une série entiére

pour |z| assez petit .

Proposition 2.2.7 ( Unicité des série entiére) : Supposons que

Z an(z — 29)" = Z b (z — z0)"

n >0 n >0
ou l'on supposé que les rayons de convergence des deux séries entiéres sont plus grands
ou égaux a p > 0, Alors on a :¥n >0

a, = b,

En effet : Si f (2) est la valeur commune de deux séries entiéres pour z € D(zy,p), On
sait que :
f ™(2) =nla, = nlb, Vn >0

D’ou a, =b, , pour ¥n >0

2.3 Fonction analytique d’une variable complexe

Définition 2.3.1 (fonction analytique) : Une fonction f (z) a valeurs complezes défi-
nie dans l'ouvert D ; est dite analytique si pour tout point zo € D ; elle peut se développer

en série entiére dans un disque ouvert non vide centré en zy et inclus dans D, Selon
n
f(z)=2 an(z— =)
n >0

Autrement dit ; il doit exister un nombre et une série entiére f (z) = E an,z " de rayon
n >0

12



de convergence telle que :

F@ =S alz—=)"  pour  |z—z| < p(z0)

On note A(D) l’ensemble des fonctions analytiques.

Propriétés Analytiques

Les propriétés suivantes sont évidentes :

1)- Toute fonction analytique dans un ouvert connexe U est dérivable dans U et ses
dérivées succissives sont analytiques dans U'.

2)- La somme, le produit de deux fonctions analytiques dans U est analytique dans
U.

3)- Toute fonction f est analytique dans U, Alors % est analytique dans 'ouvert U
prévé des points zgtels que f(zg) # 0.

4)- Théoréme de Liouville :Toute fonction analytique est bornée dans C est
constante.

5)- Tout fonction f est analytique dans U et prend ses valeurs dans U, et si g est

analytique dans U, Alors la fonction composée g o f est analytique dans U.

2.3.1 Identité entre fonctions holomorphes et analytiques

Le théoréme fondamental suivant est du principalement & Cauchy : TOUTE FONC-
TION HOLOMORPHE EST ANALYTIQUE. Il est facile de vérifier que les fonc-
tions analytiques étaient holomorphes on voit qu’il y a totale identité de ces deux notions.

En particulier toute fonction dérivable au sens complexe une fois(sur un ouvert) est
dérivable au sens complexe autant de fois que 'on veut! Cauchy et les autres mathémati-
ciens qui le suivirent travaillaient sous I’hypothése additionnelle que f 7 est une fonction
continue.

En 1904, Goursat a montré un certain théoréme clé de la théorie de Cauchy en
supposant seulement ’existance de f /. A partir de ce théoréme clé, on prouve le théoréme
fondamental qui dit que la fonction holomorphe f est analytique et donc non seulement
f 1 est automatiquement continue, on a meme que f est infinement dérivable au sens

complexe.

Théoréme 2.3.2 (Développement en série de Taylor) : Pour qu’une fonction f (z)

définie dans un ouvert U soit analytique dans U ; 1l faut et il suffit que f soit holomorphe
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dans U . On peut alors la développer en série de Taylor autour de tout point zy de U selon

oo (n)
f(z)= T;]an(z—zo)” . Qp = fn—(!Zo)

Le rayon de convergence de cette série étant au moins égale a la distance de zy au bord

de U . Ce théoréme est extrémement puissant.

2.3.2 Zéros isolés d’une fonction analytique

Soit f (z) une fonction analytique dans un voisinage de 2o, et soit f(z) = Z an(z —
n >0
2p)" son développement en série entiére pour z — zy assez petit.

Supposons f (z9) = 0, et supposons que f (z) ne soit pas identiquement nulle au
voisinage de zg. soit k le plus petit entier tel que ay # 0.

La série Z an(z — 20)™ 7% converge pour |z — 2| assez petit, et sa somme g(z) est
n >k
une fonction analytique au voisinage de zg et telle que g(z9) # 0. Ainsi, pour z voisinage

deZo .
On a :

f(2) = (2 — 20)"g(2) (2.6)
L’entier k£ > 0 ainsi défini s’appelle ’ordre de multiplicité du zéro z, pour la fonction
f.
Il est caractérisé par la relation ( 2.6); ou g(z) est analytique en voisinage dez.

L’ordre de multiplicité k est aussi caractérisé par la condition :
f™(%)=0 pour  0<n <k, f™(z)#0

- Si k= 1; on dit que 2y est un zéro simple.

- Si k > 2; on dit que 2y est un zéro multiple.

La relation (2.6 ) et la continuité de g(z) entrainent f (z) # 0 pour 0 < |z — 2| < €

( € > 0 assez petit).

Autrement dit, le point zy posséde un voisinage dans lequel il est I'unique zéro de la
fonction f (z).

Proposition 2.3.3 : Si f est une fonction analytique dans un ouvert connexe D et si
f nlest pas identiguement nulle, ’ensemble des zéros de [ est un ensemble discréte
(Autrement dit, tous les points de cet ensemble sont isolés).En effet, f n’est identiquement

nulle au voisinage d’aucun point de D, et on peut appliquer ce qui précéde a chaque zéro
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de f. En particulier; tout sous-ensemble compact de D ne contient qu’un nombre fini de
zéro de la fonction.

Exemple 2.3.4 (Fonctions Analytiques Usuelles) :

1l est plus que temps de définir et d’étudier les fonctions analytiques usuelles :
1.Polynéme :

n n

1
P = Z arz® = P(z) + Hp(k)(zo)(z — z)* (2.7)
k=0 k=1

2.Fonction Exponentielle :

La série entiére définis par :

22 X zn
e :expz:l—l—z—i—g—i—...: E T (2.8)
n =0

est telle que le rapport de deux termes générauz consécutif -5 tend vers 0 , lorsque

n — 400 ; On peut donc la majorée en module, pour z fixé et n suffisamment grand, par
une série géométrique convergente.

Ainsi son rayon de convergence est +oo, D’aprés le critére d’analycité, la fonction
exponentielle est donc analytique sur C , de dérivée complexe

d
—exXpz =expz

dz

Comme €® =1, exp(z) - exp(z) = 1 pout tout z.

Donc : que exp ne s’annule jamazis.

2.3.3 Intégrale de Cauchy :

Soit U un ensemble ouvert non vide dans C , supposons que f € A(U) .

i)- Soit v un conteur dans U tel que son domaine associ¢ D C U. Alors :

/f (2)dz = 0

Y

ii)- Soit D = D;\ D un domaine régulier contenu dans U ayant les contours associés

v1,Yy dans U. alors :
/f (2)dz = /f (2)dz
V2

71
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iii)-Soit D = D; \ ( Dy U ..U D,)) un domaine régulier contenu dans U ayant les

contours associés vy,7s, ...,7,, dans U. alors :

/f@wzij}@w

71

Théoréme 2.3.5 Soit f une fonction analytique dans un ouvert U. Soit zo € U , et soit

~T un conteur de U, ne passant pas par z, entourant zy et homotope a zéro dans U. On a

_ 1 (1)
f o) =5 [ (29)
Preuve. posons, pour z # zg
f )= f (%)

9(z) = et g(z0) = f (20)

Z— 20

L’application ¢ ainsi définie est analytique sur U — {2}, et continue sur U.

/f(Z):f(Zo)dz:O

Grace a i), on obtient

z

ou

f(zo)/ = [f()

Z— 20 Z— 20
yt ~F

Pour calculer / Zf‘i -, on parameétre ~* par t — a + rexp(it). il vient

~t

2w
/ dz / irexp(it) 5
z—29 a — 2o + rexp(it)
et 0
2

/ dt
= 7 -
1+ 2 exp(—it)

0
27 n
. 20—« .
= —int)dt
2/2( . ) exp(—int)
0

n>0
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car |zy — a| < r, Donc

27
d - n
/z —Zzo = ZZ (zo . a> /exp(—mt)dt = 27
Nt n>0 0
Finalement
L [ f(2)
= — d
f(z) 2m | 2z — 2z :

'y*
Ce qui fait la démonstration. m
Notant r le rayon de 41 tel que r < p. On va appliquer la formule intégrale
du théoréme, en prenant pour v*le cercle de centre zy et de rayon r parcouru dans le sens

direct

f(z)= %/g_—(%dg (2.10)

on a |z — zy| < |¢ — 20| =7 ce qui permet d’écrire la fonction C7Lz0qmi figure sous le

signe d’intégration peut étre développée en série

I 1

¢— 2o B C—20+20— 2
1 1

(-2l ==

¢—=0

_ 1 =/z—2\"
a C_ZO;(C_ZO)

0
Cette derniére série est convergente pour ¢ € v*, d’aprés

zZ — 20

|2 — 2|
= <1
¢— 20

r

par suit

f(2) = i,njo(z_z(])n 1O 4 (2.11)

= L (z — zo)"&

21 — ¢ — 2o

dg

On peut donc intégrer terme a terme, et on obtient une série normalement conver-

gente.
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pour |z — zo| < p

f ()= anlz—z)"

ou les coefficients a,, sont donnés par les intégrales

1 f(©)
= [
™= omi ) T
yt
L’expression
a, = (=)
n!

suit de I'expression générale de Taylor pour les coefficients d’une série entiére ou de

la formule intégrale de Cauchy pour la niéme d’une fonction analytique.

Théoréme 2.3.6 (formule d’intégrale de Cauchy d’ordre supérieur) si [ est
analytique sur U alors elle est indéfiniment dérivable sur U, sa dérivée niéme étant donnée

pour z € U et v un conteur entourant z homotope a zéro dans U par

O | e ci (f)lﬂdc (2.12)

dz ™ 271
wt

La formule intégrale de Cauchy
1L [r(©
1) = QFi/C—ZdC
’Y+

nous donne la preuve de (2.8) a lordre 0. Si f est n—1 fois dérivable avecn—1 >0
et (2.11) est vérifiée a l'ordre n— 1, alors en appliquant la dérivation sous le signe somme

n—1)

a @ = f qui continue sur U , on obtient que f ( est dérivable et que f ™ est donnée

par (2.11) a lordre n.

2.3.4 Détermination principale de la fonction Logarithme

On dit que w € C est une détermination du logarithme de z (ou briévement,
w est une détermination de log z), si expw = z.

Notons qu’aucune détermination de log(0) n’est possible,
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car expw # 0 pour tout w € C.
Par contre, si z # 0, il existe une infinité dénombrable de détermination de log z.
En effet, si z # 0,

posons :

w=In|z| +i(argw + 27n)

Ou n est un entier quelconque, ici, Inr pour r > 0, est I'unique nombre réel tel que

exp(lnr) =r

Dont l'existence et 'unicité résulte de la nature strictement croissante de la fonction

réelle r — exp(z),x € R .

Alors :

expw = exp(In|z|) exp(i arg z) exp(2min)

= |z|exp(iargz) = 2

Selon la définition de arg z € |—m, 7).
Nous définissons

Inz=In|z|+iargz, ze€C.

Inz s’appelle la détermination principale de log z et la fonction In s’appelle la

branche principale du logarithme complexe.

Notons que notre définition de Inz (z # 0) était rendue possible par I'utilisation de

la fonction argument ( avec arg z € |—m, ], définit pour tout z # 0).

On pourrait définir une infinité d’autres déterminations en changeant la définition de
la fonction argument.

Cette détermination principale de la fonction logarithme vérifie bien

Vw e C\R™,exp(lnw) = w
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Et de plus

Fig.2 {Gauche : exemple de domaine restreint de définition de I’exponentielle
assurant son injectivité. Droite : domaine image par I’exponentielle, sur lequel est définie

la détermination principale de la fonction logarithme}.
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Chapitre 3

Points singuliéres, Fonctions

méromorphes

Nous considérons dans cette section les fonctions méromorphe dans C( resp ; dans un
ouvert, connexe de; les fonctions rationnelles sont de telles fonctions.permis les fonctions
rationnelles les plus simples sont de la forme ¢ (z — zy) avec zg, ¢ dans C et n € Z.

Nous démontrons qu’une grande classe de fonctions méromorphes dans C s’ecrit

comme E ¢n (2 — 2z9), c’est donc une généralisation d'un résultat connu d’lgebre

n €L
qu ’'une fonction rationnelle peut étre décomposé en une somme d’eléments simples .

3.1 singularités isolées, zéros et poles

Définition 3.1.1 (points singuliers isolés) : Un point zy est appelé singulier isolé
d’une fonction f (z) s’il existe un voisinage de ce point dans lequel la fonction f (z) est
analytique, sauf au point z = zy lui-méme.

Autrement dit : un point zy est point singulier d’une fonction f, si f (z) n’est pas
égale a la somme d’une série entiére convergente au point zy .

Le point zy est appelé point singulier éliminable de la fonction [ (z) si celte

fonction admet une limite finie au point zy .

e*—
z

Exemple 3.1.2 Soit zy = L so0it zg = 0 un point singulier pour la fonction zpon a :

e?—1

=1

lim f(z) = lim

z—0 z—0

par conséquent, le point zo = 0 est un point singulier éliminable.

Définition 3.1.3 (zéros d’une fonction) : Soient U un ouvert connexe et f (z) une

fonction analytique en un point zy.Le point zy est appelé zéro d’ordre(ou de multiplicité)
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n.de la fonction f (z) si les conditions ci-dessous sont vérifiées :

f (ZO) = Oa f ,(ZO) = 07 ) f (n_l)(ZO) = 07 f (n)(ZO) 7é 0

Sin =1 :Le point zy est un zéro simple.

Théoréme 3.1.4 (zéros isolée) : Soit f une fonction non nulle et non constante dans

un ouvert connexe U de C. Alors les zéros de f sont des points isolés.

Proposition 3.1.5 : Le point zy constitue un zéro d’ordre n de la fonction f (z), qui est

analytique en ce point, si et seulement si dans un certain voisinage du point zy ’égalité

f(z) = (2 —20)"¢(2) est vérifiée.
Ici la fonction ¢(z) est analytique au point zy et ¢(z) # 0.

Définition 3.1.6 (pdles d’une fonction) :Soit f une fonction analytique sur un ou-
vert connexe U de C' sauf au point z

1). Le point zy est appelé péle de la fonction f (z) si : lim,_,, f (2) = 400

2).le point zy est un pole de la fonction f ;il faut et il suffit que ce point soit un zéro

pour la fonction

1
9(z) =
f(2)
3). Le point zpest appelé pole d’ordre n(n > 1) de la fonction f (z) si ce point
constitue un zéro d’ordre n. pour la fonction g(z) = 7 %Z) dans le cas ou n = 1,le point

zoest un pole simple.

Théoréme 3.1.7 (Ordre d’un pble) : Le point constitue un pole d’ordre n d’une fonc-
tion [, qui est analytique sur un ouvert connexe U de C sauf en ce point, Si et seulement

st dans certain voisinage de point zy, l’égalité :

¢(2)

(z — z)™

f(z) =

est vérifiée, Ou lafonction ¢ est analytique au point zy et ¢(zo) # 0.
Théoréme 3.1.8 (Pble isolée) : Soit une fonction analytique non nulle et non constante
dans un ouvert connexe U de C sauf au point . Alors les poles de f sont des isolées.

Notation : On noté
Zs : 'ensemble des zéros de la fonction f.

Py : I'ensemble des pdles de la fonction f.

22



3.2 Fonctions Méromorphes

Définition 3.2.1 :On appelle fonction méromorphe dans un ouvert connere D une
fonction f (2) définie et analytique dans un ouvert D' obtenu en enlevant de D un en-

semble de points isolés, dont chacun est un péle pour f (z).

Définition 3.2.2 : Si une fonction f ne posséde que des singularités isolées dans un

ouvert connexe U de C; f est dit méromorphe dans U.

Remarque 3.2.3 : Selon cette définition, une fonction f est analytique dans U sera un
cas particulier d’une fonction méromorphe dans U .
Au voisinage de chaque point de D (sans exception); f peut donc se mettre sous

’gf Ej)), le dénominateur n’étant pas

la forme du quotient de deux fonctions analytiques

1dentiquement nul.

Proposition 3.2.4 :0n définit d’une maniére évidente la somme et le produit de deux
fonctions méromorphes : les fonctions méromorphes dans D forment un anneau et méme

une algébre.

Notation : On note :

M(U) ’ensemble des fonctions méromorphes.

Remarque 3.2.5 : Le quatient de deux fonctions entiéres est une fonction méromorphe ;
D’apres le théoréme de factorisation d’Hamard qui affine que toute fonction méromorphe
peut s’écrire comme le rapport de deux fonctions entiéres(dont celle du dénominateur n’est

pas identiquement nulle) : les poles de la fonction correspent au zéros du dénominateur.

3.2.1 Propriétés des fonctions méromorphes

i. L’ensemble des fonctions méromorphes est un corps des fractions de
I’anneau des fonctions analytiques.
ii. La somme de deux fonctions méromorphes dans U est une fonction
méromorphe dans U.
iii. Le produit de deux fonctions méromorphes dans U est une fonction
méromorphe dans U.
iv.  La dérivée d’une fonction méromorphe est méromorphe.
V. La fonction f est méromorphe et non nulle dans un ouvert connexe U de

C, et si Zy et Py sont respectivement
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I’ensemble de ses zéros et I’ensemble des ses poles : % existe sur U /Z; (les zéros de

f deviennent des pole de%)
vi. L’ensemble des fonctions méromorphes sur un ouvert connexe U de C
forment un corps
viii. En effet; f 'est définie et analytique en tout point de D qui n’est pas
un pole de f .il reste & montrer que si zy est un pole de f, zy est aussi un pole de f .
Or; on a pour z voisin de zj :

)= —gme)

g(z) étant analytique; avec : g(zp) # 0;k > 0

On a donc; pour z # zg

Et comme :g1(zp) # 0
2o : est bien un pole de f ' d’ordre (k + 1).

3.2.2 Fonctions holomorphes dans une couronne et sériés de

Laurent

Une couronne est la partie du plan délimitée par deux cercles concentriques.si r; et
r9 sont deux nombres réels

positifs vérifiant r; < 79; Onnotera: C' (11,73 ) ={z € C\ 1 < |2 — 20| < ra}. (le
C est pour couronne)

On autorise r; & étre nul (la couronne est alors un disque épointé) et / ou ro a étre

infini.

Soit (ay),, <z une suite des nombres complexes telle que si : p (reps § ) est le rayon de
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convergence de la série entiére Z an(z — z9)"(reps :Z a_n(z—20)""); On ait p > ry et
n>0 n>0
§g> 1L

-

Alors :

- La série Z a,(z — 29)" converge normalement sur les compacts du disque de rayon
n>0
ro et Y définit une fonction holomorphe.

- La série E a_,(z—29)""™ converge normalement sur les compacts du disque de rayon
n>0
- et donc (z = 1) ; La série converge normalement sur les compacts de {z € C \ |z — 2| > r1 }et

Y définit une fonction holomorphe.

- Donc, Leur somme E an(z — z)™ est une série converge normalement sur les com-
n>7
pacts de la couronne C' ( 71 , r2) et définit une fonction holomorphe sur cet ouvert. Le but

de ce paragraphe est de montrer la réciproque, & savoir que toute fonction holomorphe

sur le couronne est somme d’une série de ce type, dite série de Laurent.
Définition 3.2.6 : On dit qu’une fonction f, définie dans un couronne
C(ri,re) ={2 € C\r; < |z — 2| <ra}

est développable en série de Laurent dans cette couronne, s’il existe une série de Laurent

Z a,(z — 29)" soit égal a f (2) en tout point de la couronne.
n>7

En intégrant terme a terme la série E an (2 —20)™ sur un conteur fermé v+ de centre
n>7
2o et de rayon r1 < r < ry, on obtient

/f (2)dz = Z an/(z — 20)"dz = (2mi) a_y

n ez
v+ v

de meme, pour k € Z

/ F =)tz = Y / (2 — 20)" Lz = (277) ap

n €z
v+ v

Ces formule et le théoréme suivant donnent que la fonction f étant donné, les coefficients
a, du développement de Laurent de f , si un tel développement existe, sont déterminés de

maniére unique, on l’appelle le développement de Laurent de f.

Théoréme 3.2.7 (Développement en série de Laurent) : Toute fonction holomorphe

dans une couronne C' (11 , 19) est développable en série de Laurent dans cette couronne.
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Les coefficients du développement de f se calculent par la formule :

1

R —n=1£(2)d 3.1
=g | ) (31)
c(0,r)
Pour :r € |ry,m9]  arbitraire.
3.2.3 Classification des singularités isolées ; podles; résidus

Un point 2y est une singularité isolées pour une fonctio f , si elle est analytique dans
un disque pointé

D(zp,7) = {2z tels que 0 < |z — 2| <1}

centré en zg.

Suivant la nature du développement de Laurent en z,, on distinge trois cas :

1. Pour qu'un point zy soit un point singulier éliminable d’une fonction f, il faut
et il suffit que le dévloppement en serie de f au voisinage du point zy ne contienne pas
de partie principale.

2. Pour qu’un point zy soit un pdle d’une fonction f , il faut et il suffit que la
partie principale du développement en série de Laurente de f au voisinage du point 2, ne
contienne qu’un nombre infini de termes

b_k by
f)=—+ =+ an(z—2)", b #0 (3.2)

(z — 29)" (z — 20) =

L’exposant le plus grand de la différence (z — z) qui figure aux dénominateurs des termes
constitutifs de la partie principale de la serie de Laurent conside avec 1’ordre du pdle.
(Ici d’apres la formule (3.3) on dit que zy est un pole d’ordre k de f) .

Si £ =1 on dit que zy est un poéle simple de f.

3.un point zy est un point singulier essentielle d’une fonction si et seulement si la
partie principale du développement en série de Laurent de cette fonction au voisinage du

point zg contient une infinité de termes.

Proposition 3.2.8 : Soit une fonction f analytique sur U — {zo} admet un pole d’ordre

n >0 on zy si et seulement si :
lim (z — 29)" f (2) existe et est non nulle finie.

zZ—20

Cette limite n’est alors autre que le coefficient a_,du développent de Laurent de f enzy.
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Exemple 3.2.9 (Classification des singularités isolées)
1)- La fonction f (z) = % définie sur C*, et la limite

sin 2
-1 (existe)

lim f(2) = lim

z—0 z—0 Zz
La fonction n’admet qu’une singularité éliminable en zo = 0; puisque le dévleop-

pement de Taylor de sin z en zéro donne :

sin z z Z
z 3! 51

2)- La fonction g(z) = fzxf’f)i, définie sur C — {1}

Par le changement de variable u =z — 1, on a

_exp2(u+1)  (exp(2u) —exp2)  exp?2
B u? u? =

g(u) D7) exp(2u)

Par le développement de Taylor de exp(2u) en zéro, on a

(2u)? | (2u)®

g(u) = exp2(1+2u+T+T+...)
exp 2 exp 2 exp 2 exp2 2
= 2 2 4 — 2(z—1
9G) = oyttt Ty Taewe A

la partie principale est finie, donc z =1 est un pdle d’ordre 3
8)- La fonction h(z) = exp(2) définie sur C*.
On pose u = %, on obtient le développement en série de Laurent de la fonction h au

voisinage du point zg =0

1 1 1
h(z) =14+ =+ =224+ =2+ .
(2) z 2 3!
Ce développement contient une infinité de termes o puissances négatives. Par conséquent,

le point zy = 0 est un point singulier essentiel de la fonction h

Proposition 3.2.10 (dérivation terme a terme d’une série de Laurente)
f vérifie les hypothése du théoréme de développement en série de Laurente, alors la série

de Laurent et sa dérivée [ 's’obtient par dérivation terme a terme de la série de Laurent

de f
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3.3 Théoréme des résidus

Théoréme 3.3.1 : Si une fonction f (2) est analytique sur la frontiére C d’un domaine
D et partout o lintérieur de ce domaine, sauf en un nombre fini de points singuliers

21, 29, ..y 2n. AloTs :

/ F(2)dz = 210’ S Résf () (3.3)

3.3.1 Reésidus des fonctions

Soit zp un point singulier isol¢ d’une fonction f (z) .
On appelle résidu de la fonction f (z) au point zy le nombre désigne par le symbole
Rés [ (z0) qui vérifié 1'égalité

27

1
Résf(z) = —j{f(z)dz (3.4)
8l
On utilise également les notations :

(Rés[f (2), 2] ; Rés f (2))

Comme conteur

On peut prendre une circonférence centrée zy en et de rayon suffisamment petit pour
qu’elle ne dépasse pas les frontieres du domaine d’analycité de la fonction f (z) et ne
contienne pas dans son intérieur d’autres points singuliers de cette fonction.

- Le résidu de la fonction est donnée par le coefficient de la premiére puissance négative

dans le développement en série de Laurent de f (z) au voisinage de point z = 2

Résf (z0) = cq (3.5)

Le résidu en un point singulier éliminable est nul.

Si le point zg est un péle d’ordre n de la fonction f (2) ,

Alors
1 d n—1

Résf (z) = =1 Zli_rgo T {f 2)(z—=20)"} (3.6)
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S’il s’agit d’un péle simple (n = 1).

Résf (z0) = lim [f (2)(z — 20)"] (3.7)

z —20

Si la fonction f (z) peut étre présentée dans le voisinage du point zy comme le quotient
de deux fonctions analytiques

De plus, si ¢(zg) # 0,1(z) = 0; Alors que w/(zo) £ 0.
C’est-a-dire si zp est un pole simple de la fonction f (z)
Alors :

Résf () = 20 (3.8)
U (2)
Si le point 2 est un point singulier essentiel de la fonction f (z), pour obtenir Rés

f (z0); il faut trouver c_; le coefficient dans le développement en série de Laurent de la

fonction f (z) au voisinage du point. Ce coefficient sera justement Rés f (zp).

Exemple 3.3.2 :trouver les résidus de la fonction — f(z) = —Ziifz;En ses points
4
singuliers.
Les points singuliers de la fonction f (z) = —ziif%z z sontz=0etz=7

Solution 3.3.3 Au point z=0; On a : Résf (0) =0

Donc : le point z = 0 est un point singulier éliminable de la fonction f (z) .
Zrona: Résf(f) == 5sin 71—62.

Donc : le point z = 7 est un pole (d’ordre 1) de la fonction f (z).

Au point z =

3.3.2 Calcul pratique des résidus

*Cas d’un pole simple :
Soit zg un pole simple de f;
on a donc :

f2) = —g(2)

zZ — 2

Ou g est holomorphe au voisinage de zg ;avec g(zg) # 0

Soit g(z) = Z a,(z —2p)" le développement de Taylor de g(z) au voisinage de zp;
n >0

on voit que, dans le développement de Laurent de f (2) ,le coefficient de —*

z —20

est égal a
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g(zp). on a donc

Rés(f,z0) = lim (2 — z0) f (2)

zZ —20

Si f est donnée sous la forme d’un quotient P /@ .P et () étant holomorphe au
voisinage de zg .

et zp un zéro simple de @ avec : P(zy) # 0

On a : P (20)
p 20
Rés(f,zg) = —
(f 0) Q (ZO)
Q' désignant la dérivée de Q.
*cas d’un pole multiples :
f (&)= ———pa(2)
(2 —2) o

Ou ¢(z) est holomorphe au point zy avec :g(zp) # 0

Le résidu de f (z) est égal au coefficient de (z —z) * ~! dans le développement de
Taylor de g(z) au point 2

Tout revient donc a calculer un développement limité de g(z) .

Pour cela, il est souvent commode de prendre comme nouvelle variable ¢t = z —zj.
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Chapitre 4
Principe de I’Argument

Le théoréme des résidus est une conséquence directe de la formulée de Cauchy; il
permet le calcul efficace de nombreuses intégrales et séries, dans ce chapitre on donne une
application théorique du théoréme des résidus que ’on nomme le principe de I’argument ;
une conséquence de ce principe est le théoréme de Rouché qui est trés utile pour ’étude

des racines de certaines équations.

Définition 4.0.4 (dérivée logarithmique) : Soit f wune fonction méromorphe au voi-

sinage de zo.0On dit « la dérivée logarithmique » de f l’expression

h(z) = . (4.1)

Définition 4.0.5 (résidu logarithmique) : Soient U un ouvert connexe et y*un conteur
fermé contenu dans U. Soit f une fonction méromorphe sur v on dit « le résidu loga-

rithmique » de [ sur , ’expression

1 1 !
L (e = 2 [LE),, (4.2)
27i 2mi ) f(2)
vt ~t
Théoréme 4.0.6 : Le résidu logarithmique d’une fonction f par rapport a un

conteur fermé ytest égal a la variation A arg f(z) de Uargument de la fonction f (2)

, enregistré lors du parcours du conteur v+, divisé par 2.
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4.1 Application a la détermination des nombres des

poles et des zéros d’une fonction méromorphe

4.1.1 Principe de 'argument dans le cas des fonctions analy-

tiques

Théoréme 4.1.1 : Soient f une fonction analytique dans un ouvert connexe U et " est
un conteur ayant pour domaine associé D. Le résidu logarithmique de f par rapport

a yTest donné par le nombre des zéros de f dans U, qui est égale

1 [fGE)
2mi ) f (2)

~t

dz = zy (4.3)

Preuve. : f une fonction analytique au voisinage de zy, On se propose de calculer

le résidu de la dérivée logarithmique fTIau point z;.0On a

f(2)=(z=2)"9(2)

Ou g(z) est analytique au point 2, g(z) # 0 , lentier n est > 0 qui correspond & la
multiplication de z.

On dérive la fonction f, donc

f(2) =n(z = 20)""g(2) + (2 — 20)"d ().
On divise cette expression par f , on obtient

f'(2) _ ni(z—2)""" | g(2) n g'(2)
f () (z — 20)" 9(z)  (z—=) g(2)

Le quotient ci-dessus a un pole simple en zy puisque g est analytique et non nulle au

voisinage de zp.

1" méthode : on peut maintenant calculer le résidu en z

Tes(f—lvzo) = lim ((z—zo) / ,<Z))

f 2—20 f (Z)
= Jim (== 20) (2 fzo) tie =) i((j)))
= (G- ) =
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Par le théoréeme de résidu, on trouve le résultat

') = m'resf—/z = (2m)n
[f(z)dZ_Q (—, 2z0) = (2mi)

f

2¢m¢ méthode : par I'intéggation de fTI, on trouve

@, L e,
[f<z>dz - [T

- %ﬁdz —1—7[%@

Et comme ¢ est une fonction analytique au voisinage de zg, elle est analytique dans un

conteur v*. D’apres l'intégrale de Cauchy, .Donc :

e

~t+

Donc :

!
/{; (f)) dz = n/z iZZO = n(2mi) (Drapres la formule de Cauchy).
e

¥

Maintenant, nous supposons que les zéros de f dans v forment un ensemble fini {2, ...; 20,, } ;

: . : ) m B . )
soit nj, j = 1,...,m l'ordre du zéros zp,.On note » 37~ n; = Zy (i : e : Le nombre des zéros

isolés de f dans yT). D’apres les deux méthodes de la démonstration, on trouve :

L ('), N~
9 f(Z)dZ—jzlnj—Zf

~t

Ce qui fait la démonstration. m

4.1.2 Principe de ’argument dans le cas des fonctions méro-

morphes

Théoréme 4.1.2 : Soient U C C un ouvert connexe et f : U — C wune fonction
méromorphe dans U. Soit vTun conteur fermé contenu ainsi que son intérieur dans U,

ne passant pas aucun des zéros ni aucun des poles de f.
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Alors, désignant par Z¢ le nombre des zéros de f  a Uintérieur de v+ et par Py celui

de ses poles
1 [f'(z)
2mi ) f (2)

~t

dZ:Zf —Pf (44)

Le conteur v étant parcouru dans le sens positif. Cette interprétation est souvent appelée

principe de l’argument.

Preuve. : Commencons par un rappel qui quand nous employons le symbole / pour

-Y+
le conteur, ceci signifie que nous intégrons dans la direction positive autour du conteur

fermé v+ .
Pour la démonstration, il suffit d’appliquer le théoréme des résidus a la fonction

h(z) = ];I((zz)), donc de rechercher les points singuliers de h.
La fonction h présente uniquement des poles, provenant des poles de la fonction f '
et des zéros de la fonction f.
La fonction h est analytique dans y*sauf aux zéros et aux poles de f. Si 2o est un
zéro d’ordre n de f a l'intérieur de v , en utilisant les mémes étapes de la démonstration

du théoréme(4.1.2), on a
f(2) = (z=2)"9(2)

Ou ¢(z) est analytique au point zp,g(z) # 0 .Par la dérivée de la fonction f, on a

_ (
) (z=—=) g(2)

f'(2)

Ce résultat prouve que la fonction a intégrer T aun pole simple a z et le résidu a ce
point est
f'(z)
res( ,20) =N
f(2)

Ce qui est l'ordre du zéro zy. D’aprés l'intégrale de Cauchy

7[];C,<(ZZ))CI,Z =2min

Maintenant si z, est un pole de Pordre m de f dans T , par le critére des poles isolés

d’une fonction méromorphe au voisinage de z,, nous pouvons écrire

= T = (2= 20) "(2)



Ou ¢ est analytique au z, et ¢(z,) # 0.

Par la dérivation de f, on a

f(2) = (2= 20)™"¢(2) = m(z — 20) "' 9(2)
Par conséquent, dans un certain disque a centré au z,

() (= 20) " (2) — m(z — 20) ™ '9(2)

f(2) (z = 20)~"(2)
/
z —m
4
o(z)  z—2
Donc fT/ admet z, pour pole simple, et le résidu de ce pole est égal a I’entier —m , ordre

de multiplicité du pole z, (compté négativement). On inteégre f—/, on a

[L90 - [(20, oy,

e T Il ey,
_ 7[ Z‘_”lpdzi[ Z((j))dz

Et comme ¢ est une fonction analytique au voisinage de z,, elle est analytique dans un

conteur 7. D’apres U'intégrale de Cauchy, / (Z((j)) dz = 0.Donc

N

"(z dz
/? (( ))dz =—-m / = 2mim (Drapres la formule de Cauchy)
z
Nt
Finalement, on suppose que 2y, , 20,,---; 20r €t Zp,s Zpy, -5 2p,S0nt les zéros et les poles de
f dans 4", avec ny, ng, ..., n, sont d’ordres de multiplicités de zéros et my, mo, ..., m, que
sont d’ordre de multiplicités de pole de f. On a déja remarqué que ces singularités sont

des poles simples de fTI avec résidus correspondants aux multiplicités

. 20,,) = Nk, res( D) 2 ) = —My;
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Par le théoréme de résidu, on a / %dz est égal a fois 27i la sommes des résidus aux
’)”L
poles.
NG IS /') SO
dz = 2mi res ( . 20,) + » res( s Zp)
/ 7(2) 7y oo 2T Ty A
’Y+ L
= 2m ng + (—mk )] = 2mt [Zf — Pf]
| k=1 k=1

En divisant par 27i , on trouve le résultat. m

Pourquoi ce nom ? Pourquoi s’appelle-t-il le principe d’argument ? Ce théo-
réme prend ce nom puisque il y a une relation entre Z; — Py ; la différence du nombre de
zéros et le nombre de podles d’une fonction méromorphe f définie dans un ouvert connexe
de C avec la variation de Pargument arg f (z).

Plus avec précision,

Z; — Py = 5= [Variation d’ arg f (z) comme z traverse une fois 7" dans la direction
positive].

Ce principe peut étre facilement vérifié pour les fonctions simples.

Exemple 4.1.3 :On considére une fonction simple f (2) = z?2 définie dans le cercle
d’unité |z| = 1 qui contenu dans un conteur fermé v+ de C.

Puisque la fonction f a un zéro de multiplicité 2 dans v et aucuns poles, nous avons
Zy — Py = 2.Maintenant si v paramétriez par z = exp(i 0),0 < § < 27 , puis on a
w=22=-exp(i 20),0 < 0 < 27, avec |w| = 1 qui est le cercle d’unité . Pendant que
z traverse yTune fois commengant par z = 1 (0 =0) et finissant o z = 1 (0 = 27), nous

voyons que une fois commencgant par , et finissant a , nous voyons que

arg [ (z) = arg(w) = 26

est croissante de 0 a 4w, Mais une autre maniére, des traversées de w ou des vents autour

du cercle |w| = 1 deux fois. Ainsi,3 [changement d’arg f (z) comme z traverse v une fois dans la dire
:%[47{'—0]:2:2]0—21,.
Tels que Narg f (z) est variation d’arg f (z) comme z traverse v une fois dans la

direction positive. Alors A arg f(z) est équal a 2wx le nombre des tours du point f (z2)

autour de l’origine.
Le théoréme suivant donne une observation que la différence entre le nombre des zéros

et le nombre des poles d’une fonction méromorphe f est égale au quotient par 27 de la

variation de l'argument de f lorsque z d’écrit le conteur fermé v*.
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Théoréme 4.1.4 Soient U un ouvert connexe et f une fonction analytique a linterieur

d’un conteur ~*fermé simple, sauf pour un nombre fini de poles a linterieur de y+.
Soient Zy et Py le nombre de zéros et de poles(au leurs multiplicités) de f, a Uinter-

ieur . Soit A arg f(z) la variation d’arg f(z) sury* dans le sens positif(a gauche). Alors

lorsque z lors parcours v+ dans le sens positif, On a

Aarg f(z) =2n(Z; — Py).

4.2 Reésultat du théoréme de I’argument

Le théoréeme suivant est utilisé pour calculer le nombre de zéro d’une fonction analy-

tique dans un domaine borné D.

Théoréme 4.2.1 (théoréme de Rouché) : Soient f (z) et g(z) deux fonction analy-

tiques sur un domaine borné D et sur frontiére i si

If ) > 1g(2)], ¥z € p (4.5)

alors les fonctions f (z) et F(z) = f (2) + g(z) ont le meme nombre de zéros dans
D, e :
Zy = Zp (4.6)

Preuve. : nous avons f (z) # 0 et F (2) # 0, Vz € u .en effet,(remarquons d’abord
que 'hypotheése implique que ni f ni F' ne s’annule sur p )
A partir de (4.5), on a :f (z) # 0, Vz € p.de meme

[F) =1f () +9) = [f ()] —l9(x)],Vz €p

donc les conditions du théoréme de principe de 'argument sont vérifié pour f (2) et F(2)

D’ou
1 1
%Du arg F'(z) = Zp et %Du arg f (2) = Z;

d’autre part, on a



D’ou

= ar 2) + ar 9(z)
arg F'(z) = argf (2) +arg(l+ 7 (Z))
= D,argF(z) = D,arg f (2) + D, arg(l + ]‘?((ZZ)))

soit w =1+ ]‘?((ZZ)), on a

_ (=)
1f (2]

comme le vecteur w ne fait aucune rotation compléte autour w = 0; On a :

Dyarg (14 22) —o

jw =1

<1;Vz € psw € B(1,1)

f(z)
D’ou
1 1
%Du arg f(z) = %Du arg F'(z)
= Zf = Zf
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