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Introduction Générale

Les corps Qp des nombres p-adiques sont construits par complétion du corps des

nombres rationnels Q lorsque celui-ci est muni d�une norme particulière nommée norme

p-adique et notée jjp. En un sens, les corps Qp sont apparentés au corps R des nombres
réels, qui est également une complétion du corps des nombres rationnels lorsque la norme

considérée est la valeur absolue habituelle jj. Ils sont inventés au début du vingtième siècle
par le mathématicien Allemand Kurt Hensel (1861; 1941). Ils apparaissent dans plusieurs

domaines comme les probabilités et la physique théorique. L�application des nombres

p-adique qui nous intéresse dans ce travail est penchée vers l�informatique.

Notre travail consiste à appliquer les méthodes numériques classiques Newton et la

sécante dans le cas p-adique. Nous avons étudié les propriétés de chaque méthode dont

la vitesse de convergence, le nombre des itérations. Ceci à travers le calcul des racines

carrées des nombres p-adiques.

Ce mémoire est réparti sur l�introduction générale, trois chapitres et conclusion gé-

nérale.

Dans le premier chapitre, nous avons donnés des notions fondamentales sur les corps nor-

més ultramétriques.

Dans le deuxième chapitre nous avons présenté les di¤érents concepts des corps des

nombres p-adiques, en particulier celles qui concernent la valuation p-adique, la norme

p-adique, le corps des entiers p-adiques, et quelques propriétés des nombres p-adiques.

Dans le dernier chapitre, on s�est intéressé de l�application des méthodes numériques

classiques (Newton, sécante) dans le cas p-adique, pour déterminer la racine carrée d�un

nombre a 2 Qp. Ceci à l�aide de l�étude d�un problème qui consiste à trouver une solution

approchée d�une équation de type f(x) = 0 qui converge vers la racine carrée de a. On

a étudié dans ce chapitre la vitesse de convergence, le nombre d�itérations pour chaque

méthode. On a terminé par une conclusion générale.
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Chapitre 1

Corps valués ultramétriques
complets

1.1 Corps normés

On dit qu�un espace métrique E est complet si toute suite de Cauchy de E converge

dans E (c�est à dire qu�elle a une limite dans E). On sait que Q n�est pas complet pour

la valeur absolue ordinaire j:j, puisque si on considère la suite (xn)n dé�nie par

(xn)n = (1; 1:4; 1:41; 1:414; 1:4142; :::)

=

�
1;
14

10
;
141

100
;
1414

1000
;
14142

10000
; :::

�
Alors (xn)n est une suite des nombres rationnels, de plus elle est de Cauchy dans Q:
Cependant, elle ne converge pas dans Q; puisqu�elle a une limite

p
2 dans le corps complet

R:

Dé�nition 1.1.1 Soit K un corps.

1) On appelle une norme sur K toute application k:k de K dans R+ telles que :
i) 8x 2 K : kxk = 0() x = 0:

ii) 8x; y 2 K : kx � yk = kxk � kyk :
iii) 8x; y 2 K : kx+ yk � kxk+ kyk (l�inégalité triangulaire).
2) On dit que la norme k:k est ultramétrique ou non archimédienne si

8x; y 2 K : kx+ yk � max(kxk ; kyk)(Inégalité triangulaire forte)

c�est à dire une norme qui véri�e une condition plus forte que l�inégalité triangulaire.
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3) Une norme constante k:k est dite triviale si est seulement si

kxk =
(
1; si x 6= 0
0; si x = 0

Remarque 1.1.2
1) On dit parfois valeur absolue au lieu de norme de corps.

2) La norme est une extension de la valeur absolue des nombres aux vecteurs.

3) La norme k:k est un morphisme de groupes entre les groupes multiplicatifs (K�; :) et

(R�+; :) et donc que k1k = 1:

Exemple 1.1.3 La valeur absolue usuelle j:j est une norme archimédienne sur R. Car

j(�1)� 4j = 5 > max(j(�1)j ; j4j) = 4

Dé�nition 1.1.4
1) On appelle corps valué, tout couple de la forme (K; k:k) ou K est un corps et k:k est
une norme sur K.

2) On appelle la distance induite sur K par k:k, la distance dk:k sur K dé�nie par

8x; y 2 K : dk:k(x; y) = kx� yk

3) Si k:k est une norme ultramétrique, alors

8x; y; z 2 K : dk:k(x; z) � max(dk:k(x; y); dk:k(y; z))

et la distance induite par cette norme appelée distance ultramétrique.

4) Lorsque K muni de la distance ultramétrique, on dit que K est un corps valué ultra-

métrique. Dans le cas contraire, on dit que K est un corps valué archimédien.

Proposition 1.1.5 K est un corps ultramétrique si et seulement si

8n 2 N : knk � 1

Autrement dit, N est borné selon k:k :

Preuve. Supposons que K est ultramétrique et montrons par récurrence que

8n 2 N : knk � 1

pour n = 1,on a k1k = 1 � 1:
Supposons quekik � 1 pour tout i � n et montrons que kn+ 1k � 1:
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On a

kn+ 1k � max fknk ; k1kg = 1
) kn+ 1k � 1

Pour l�implication réciproque. On suppose que 8n 2 N : knk � 1:
Soient x; y 2 K; alors

k(x+ y)nk =







nX
k=0

Ck
n � xk � yn�k






 �
nX
k=0



Ck
n



 � 

xk

 � 

yn�k


�

nX
k=0



Ck
n



 � kxkk � kykn�k ; avec


Ck

n



 � 1
k(x+ y)nk �

nX
k=0

kxkk � kykn�k

On sait que

kxk � max(kxk ; kyk); kyk � max(kxk ; kyk)

Par conséquent

8K = 0; n :

(
kxkk � [max(kxk ; kyk)]k

kykn�k � [max(kxk ; kyk)]n�k

On obtient

kxkk : kykn�k � [max (kxk ; kyk)]k : [max (kxk ; kyk)]n�k = [max (kxk ; kyk)]n ;8K = 0; n

Ce qui donne

k(x+ y)nk �
nX
k=0

[max (kxk ; kyk)]n

� (n+ 1) : [max (kxk ; kyk)]n

=) kx+ yk � (n+ 1)
1
n :max (kxk ; kyk)

On sait que lim
n!1

(n+ 1)
1
n = 1, alors kx+ yk � max (kxk ; kyk) : Par conséquent k:k est

une norme ultramétrique.
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1.2 Complétion d�un corps normé

Dé�nition 1.2.1 (Dé�nition générale de la complétion)
Soit K un corps normé (non complet) muni d�une norme k:kK et K̂ un autre corps normé

muni d�une norme k:kK̂. On dit que K̂ est le complété de K si

1) K̂ contient K
�
K � K̂

�
:

2) K est dense dans K̂ (i.e : tout élément de K̂ est une limite d�une suite d�éléments de

K).

3) 8x 2 K : kxkK̂ = kxkK (Prolongeant la norme dé�nie sur K à tout K̂).

4)
�
K̂; k:kK̂

�
est complet.

La construction des espaces complets toujours dépend de la norme utilisée. Par

exemple si on complète le corps Q par la valeur absolue usuelle j:j, alors on obtient le
corps R. Cependant, si on le complète par la norme p-adique notée j:jp (ou la valeur
absolue p-adique), alors on obtient un espace complet que l�on note Qp: Le role principal

dans la procédure de complétion est joué par les suites de Cauchy, tel que les éléments de

K̂ sont les classes d�équivalences des suites de Cauchy de K.

On note par

SC(K) =

�
A = fangn 2 KN : lim

n;m!1
kan � amk = 0

�
L�ensemble des suites de Cauchy dé�nie dans (K; k:k): On dé�nit l�ensemble des suites
nulles de Cauchy

SN(K) =
n
A = fangn 2 KN : lim

n!1
kankK = 0

o
On dé�nit sur K une relation d�équivalences < de la façon suivante :

8u = (un); v = (vn) 2 K : (un)<(vn)() lim
n�!1

kun � vnkK = 0

On considére l�ensemble quotient

K̂ = SC(K)=SN(K)

Pour tout A = (an) 2 K̂; on dé�nit la norme k:kK̂ par

k:kK̂ : K̂ �! R+

A �! kAkK̂ = lim
n!1

kankK

On obtient un corps normé complet (K̂; k:kK̂):
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Chapitre 2

Corps des nombres p-adiques

2.1 Valuation et norme p-adique sur Q

Dé�nition 2.1.1 Soit p un nombre premier. Alors

1) On appelle valuation p-adique d�un entier rationnel non nul x 2 Z� notée vp (x) le plus
grand entier positif tel que pvp(x)divise x:

vp : Z� ! Z+

x 7�! vp (x) = max fr 2 Z+ : pr divise xg

Dans ce cas x s�écrit

x = u:pvp(x) où u 2 Z�; (u; p) = 1

tel que (u; p) désigne le pgcd de u et de p. Autrement dit la valuation p-adique compte le

nombre de fois que l�on peut diviser un nombre par p:

2) La valuation p-adique d�un nombre rationnel non nul x 2 Q� est dé�nie par

vp : Q� ! Z
x 7�! vp (x) = max fr 2 Z : prdivise xg

Remarque 2.1.2 0 est divisible une in�nité de fois par p, alors vp (0) = +1:

Exemple 2.1.3 Soit a 2 Q. Alors
1) a = p2 + p3 + 2p4, vp(a) = 2;8p � 2
2) a = 24 = 3 � 8, (3; 8) = 1; vp(a) = 1; pour p = 3
3) a = 14 = 2 � 7, (2; 7) = 1; vp(a) = 1; pour p = 2

Proposition 2.1.4 La valuation p-adique satisfait les propriétés suivantes :
1) 8x = a

b
2 Q� : vp (x) = vp

�
a
b

�
= vp (a)� vp (b)
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2) 8x; y 2 Q : vp (x:y) = vp (x) + vp (y)

3) 8x; y 2 Q : vp (x+ y) � min fvp (x) ; vp (y)g

Preuve.
1) Soit x = a

b
2 Q� telles que�

a = a1:p
vp(a); (a; a1) 2 Z2; (a1; p) = 1

b = b1:pvp(b); (b; b1) 2 Z�2; (b1; p) = 1

Ce qui donne

x =
a

b
=
a1:p

vp(a)

b1:pvp(b)
=
a1
b1
p
vp(a)�vp(b) ; (a1; p) = (b1; p) = 1

Alors

vp (x) = vp

�a
b

�
= vp (a)� vp (b)

2) Soient x; y 2 Q; alors il y a trois cas à étudier :
i) Si x = 0 ou y = 0, on a alors xy = 0, donc vp (xy) = +1 et vp (x)+ vp (y) = +1. D�où
l�égalité.

ii) Si xy = 0, alors vp (xy) = +1. C�est à dire

8n 2 N : pn j xy

=) 8k;m 2 N; k +m = n :

(
pk j x
pm j y

=)
(

vp (x) � k;8k 2 N
vp (y) � m; 8m 2 N

=) vp (x) = +1 et vp (y) = +1

Par la convention (+1) + (+1) = +1. Donc vp (x) + vp (y) = +1. D�où l�égalité.
iii) Soient x; y 2 Q� telles que

x = c:pvp(x); (c; p) = 1

y = d:pvp(y); (d; p) = 1

On obtient

x:y = cd:pvp(x)+vp(y); (cd; p) = 1

=) vp(x:y) = vp (x) + vp (y)
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3) Soient x; y 2 Q telles que

x = pr:
a

b
; vp (x) = r; (a; p) = (b; p) = 1

y = ps:
c

d
; vp (y) = s; (c; p) = (d; p) = 1

On obtient

vp(x+ y) = vp(p
r:
a

b
+ ps:

c

d
)

Supposons que s � r, donc

vp(x+ y) = vp

�
pr:(

a

b
+ ps�r:

c

d
)
�
= vp

�
pr:(

ad+ ps�r:cd

bd
)

�
= vp(p

r) + vp(
ad+ ps�r:cd

bd
) = r + vp

�
ad+ ps�r:cd

�
� vp (bd)

Tant que (bd; p) = 1; alors vp (bd) = 0:

Comme ad+ ps�r:cd 2 Z; donc vp (ad+ ps�r:cd) � 0: On conclut que

vp(x+ y) � r = min (vp(x); vp(y))

2.2 Norme p-adique

Dé�nition 2.2.1 Soit p un nombre premier.
1) On considère l�application j:jp dé�nie par

j:jp : Q �! R+

x �! jxjp =
(
p�vp(x) , si x 6= 0
0 , si x = 0

avec vp(x) représente la valuation p-adique de x: L�application j:jp est appelé la norme
p-adique (la valeur absolue p-adique) de Q:
2) La distance sur Q induite par cette norme notée dp est dé�nie par

dp : Q�Q ! R+

(x; y) ! dp(x; y) = jx� yjp

Remarque 2.2.2
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1) 0 est divisible une in�nité de fois par p, donc on a j0jp = 1
+1 = 0:

2) 1 n�est divisible aucune fois par p, donc j1jp = 1
p0
= 1:

Proposition 2.2.3 Pour tout p premier l�application x 7! jxjp est une norme ultramé-
trique sur Q:

Preuve.
1) Soit x 2 Q; alors

jxjp = 0, p�vp(x) = 0, �vp (x) = �1, vp (x) = +1, x = 0

2) Soient x; y 2 Q: Alors, si x = 0 ou y = 0; on a l�égalité.
Si x 6= 0 et y 6= 0, on trouve

jx � yjp = p�vp(x�y) = p�vp(x)�vp(y) = p�vp(x) � p�vp(y) = jxjp � jyjp

3) Soient x; y 2 Q: Alors

vp (x+ y) � min (vp (x) ; vp (y))

) �vp (x+ y) � �min (vp (x) ; vp (y)) = max (�vp (x) ;�vp (y))

) p�vp(x+y) � p�min(vp(x);vp(y)) = pmax(�vp(x);�vp(y)) = max
�
p�vp(x); p�vp(y)

�
) jx+ yjp � max

n
jxjp ; jyjp

o

Exemple 2.2.4
1) Pour x = 63

550
= 32�7

2�52�11 = 2
�1 � 5�2 � 11�1 � 32 � 7 2 Q. Alors

jxj2 = 2; jxj3 =
1

9
; jxj5 = 25; jxj7 =

1

7
; jxj11 = 11; jxjp = 1;8p � 13

2) La distance usuelle de 56 à 2 est d (56; 2) = j56� 2j = 54: Par contre, la distance

3-adique de 56 à 2 que la note d3 (56; 2) est

d3 (56; 2) = j56� 2j3 = j54j3 =
��33 � 2��

3
=
1

33
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Remarque 2.2.5
1) La norme p-adique j:jp prend ses valeurs dans l�ensemble discret f0g [ fpn : n 2 Zg :
2) Z est un ensemble borné selon cette norme.

8x 2 Z : jxjp � 1

Le théorème suivant donne la relation entre les di¤érentes normes p-adiques j:jp :

Théorème 2.2.6 (La formule du produit)
Pour tout a non nul dans Q; on a

jaj1 :
Y

p premier

jajp = 1

Autrement dit, pour tout a non nul de Q; jajp est égal à 1 sauf pour un nombre �ni de
valeurs de p:

Preuve. Soit a 2 Q�. Alors la factorisation primaire de a s�écrit a = �
Y
p6=1

pvp(a) .

Donc

jaj1 =
Y
p6=1

pvp(a)

D�autre part,on peut écrire le signe � sous la forme � = a
jaj1

. Alors

a =
a

jaj1
�
Y
p6=1

1

p�vp(a)
=

a

jaj1
�
Y
p6=1

1

jajp

C e qui donne

1 =
1

jaj1
�
Y
p6=1

1

jajp
) jaj1 �

Y
p6=1

jajp = 1

Exemple 2.2.7 On a pour tout p =2 f2; 3;1g :
��3
2

��
p
= 1; alors����32

����
1
�
Y

p premier

����32
����
p

=

����32
����
1
�
����32
����
2

�
����32
����
3

=
3

2
� 2 � 1

3
= 1

Remarque 2.2.8 On peut dé�nir sur le corps des nombres rationnels Q trois types de

valeurs absolues :

1) Valeur absolue triviale

jxj =
�
1, si x 6= 0
0, si x = 0
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2) Valeur absolue usuelle (ordinaire) jj1

Q ! Q�

x ! jxj1 = max (x;�x) =
(

x, si x � 0
�x, si x < 0

3) Valeur absolue p-adique j:jp :

La propriété remarquable suivante qui n�est pas vraie pour la valeur absolue ordinaire :

Théorème 2.2.9 Soit (an)n suite de Q: Alors (an)nest une suite de Cauchy si et si
seulement si

lim
n�!1

jan+1 � anjp = 0

Preuve. Soit (an)n une suite de Cauchy. Alors

8" > 0;9n0 2 N;8n;m � n0 : jam � anjp � "

En particulier, pour m = n+ 1 � n0; on obtient

8" > 0;9n0 2 N;8n � n0 : jan+1 � anjp � "

=) lim
n�!1

jan+1 � anjp = 0

D�autre part, supposons que limn�!1 jan+1 � anjp = 0. Alors par dé�nition de la limite,
on obtient

8" > 0;9n0 2 N;8n � n0 : jan+1 � anjp � "

On prend " > 0 , m > n � n0 et examinons jam � anjp : Alors

jam � anjp = jam � am�1 + am�1 � am�2 + :::+ an+1 � anjp
� max

n
jam � am�1jp ; jam�1 � am�2jp ; :::; jan+1 � anjp

o
� max ("; "; "; :::; ") = "

Alors (an)n2N est une suite de Cauchy.

2.3 Les nombres p-adiques

L�espace métrique associé à la distance p-adique n�est pas un espace complet, tout

comme Q n�est pas complet pour la valeur absolue ordinaire. Lorsqu�on compléte Q par

12



rapport à la distance associée à la valeur absoluej:j ;on obtient R, de la même façon, on
complète Q par rapport à la distance associée à la norme p-adique, on obtient un espace
complet que l�on note Qp: L�exemple suivant nous montre que l�espace métrique

�
Q; jjp

�
n�est pas complet.

Exemple 2.3.1 On considère pour p = 5 les deux suites (an)net (xn)n de Q dé�nies par

a0 = 2

x1 = a0 = 2

x2 = x1 + a1 � 5 = a0 + a1 � 5
...

xn = a0 + a1 � 5 + :::+ an�1 � 5n�1;8n � 1

=) xn+1 = xn + an � 5n

=) xn+1 � xn � 0mod 5n

On détermine an 2 f0; 1; 2; 3; 4g et xn par la suite de congruence

8n � 1 : x2n + 1 � 0mod 5n

On obtient la relation de récurrence

xn+1 � xn + x2n + 1mod 5
n+1

La suite (xn)nest de Cauchy dans Q car

jxn+1 � xnjp � j5njp =
1

5n
! 0; n!1

Cependant, elle ne pent converger vers x 2 Q, puisque dans ce cas, on aurait x2+1 = 0
dans Q. Il n�existe pas d�entier x veri�ant cette dernière équation. Ce qui est impossible.

Dé�nition 2.3.2 Soit p un nombre premier .

1) Le corps des nombres p-adiques est la complétion de l�espace métrique (Q; dp) : Ses
éléments sont les classes d�équivalences des suites de Cauchy des nombres rationnels.

2) On prolonge la norme p-adique dé�nie sur Q à tout Qp par

8� 2 Qp : j�jp = lim
n�!1

j�njp

où (�n) est une suite de Cauchy d�éléments de Q qui représente le nombre p-adique �:

13



Lemme 2.3.3
Soit x 2 Q avec jxjp � 1. Alors pour tout n 2 N, il existe un entier unique � 2
f0; 1; :::; pn � 1g tel que

j�� xjp � p�n

Preuve. Soient x = a
b
2 Q, (a; b) = 1 et p un nombre premier. On a

jxjp = p�vp(x) � 1 =) p�vp(
a
b
) � 1

=) p�vp(a)+vp(b) � 1

=) vp(b) = 0

pour assurer que jxjp � 1. Alors

(p; b) = 1 =) (pn; b) = 1;8n 2 N
=) 9m1;m2 2 Z : m1b+m2:p

n = 1

Soit

a:m1 � �mod pn (par la division euclidienne où 0 � � � pn � 1)

Alors

j�� xjp =
����� a

b

���
p
=
���a:m1 � kpn � a

b

���
p

=

�����ab :(1�m1b)� kpn
����
p

=
���a
b
:(1�m1b) + kpn

���
p

=
���a
b
:(m2p

n) + kpn
���
p

� max

����a
b
:(m2p

n)
���
p
; jkpnjp

�
= max

�
p�n; p�n

	
= p�n

Théorème 2.3.4 Si la classe d�équivalence a 2 Qp véri�e la condition jajp � 1, alors

elle posséde un seul représentant (�n) qui satisfait(
�n 2 Z; 0 � �n � pn � 1
�n+1 � �nmod p

n

Preuve. Voir [9].

Conclusion 2.3.5
1) La suite de Cauchy (�n) que véri�e les condition du théorème précédent s�appelle re-
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présentant canonique de a.

2) Tout nombre p-adique a 2 Qp admet un développement p-adique unique sous forme

d�une série convergente (série de Hensel) s�écrit sous la forme a =
1X
k=n

�k � pk ou

�k 2 f0; 1; 2; :::; p� 1g ; n 2 Z et jajp = p�n:

3) On note par a = �n�n+1::: � �0�1:::la forme canonique de a ou � est appelé le point
p-adique qui nous permet de déterminer le signe de n, tels que :

(a) a = �n�n+1:::��1��0�1:::; si n < 0.

(b) a = ��0�1�2:::; si n = 0.
(c) a = �00:::0�0�1:::; si n > 0:

Exemple 2.3.6 Soient les nombres 5-adiques suivants :
1) a1 = 13 � 41 = 1 � 5�2 + 3 � 5�1 + 4 � 50 + 1 � 51+; n = �2
2) a2 = �1341 = 1 � 50 + 3 � 51 + 4 � 52 + 1 � 53; n = 0
3) a3 = �01341 = 0 � 50 + 1 � 51 + 3 � 52 + 4 � 53 + 1 � 54; n = 1
4) Le développement 5-adique de b = 1

3

1

3
= 2 � 50 + 3 � 51 + 1 � 52 + 3 � 53 + 1 � 54 + :::

= �231313131::: = �231 (périodique)

2.4 Les entiers p-adiques

Une partie intéressante de Qp est l�ensemble des élément de la norme p-adique infé-

rieure ou égale à 1 que l�on note Zp.

Dé�nition 2.4.1
1) On dit que le nombre p-adique a 2 Qpest un entier p-adique si le développement

canonique de a ne contient que les puissances positives de p. Autrement dit vp (a) � 0.On
écrit

a = �0 + �1 � p+ �2 � p2 + :::+ �n � pn + ::: =

1X
n=0

�n � pn; 0 � �n < p

2) On note par Zp l�ensemble des entier p-adique, où

Zp =

(
a 2 Qp : a =

1X
n=0

�n � pn
)
= fa 2 Qp : vp (a) � 0g

Remarque 2.4.2
1) Zp = fa 2 Qp : vp (a) � 0g =

n
a 2 Qp : jajp � 1

o
: Autrement dit Zp représente le
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disque de l�unité de rayon 1 et de centre 0.

2) Le corps Qp est l�ensemble des fractions de Zp

Qp =
na
b
: (a; b) 2 Zp � Z�p

o
Dé�nition 2.4.3
1) On dit que le nombre p-adique a est unitaire ou inversible si le développement canonique

p-adique de a ne contient que les puissances positives de p et le premier chi¤re �0 di¤érent

de zéro. On écrit

a = �0 + �1 � p+ �2 � p2 + :::+ �n � pn + ::: =
1X
n=0

�n � pn; 0 < �n < p

2) Notons par Z�p(ou Up) l�ensemble de nombre p-adique inversibles (unitaires) dé�ni par

Z�p =

( 1X
n=0

�n � pn : �0 6= 0
)
= fa 2 Qp : vp (a) = 0g =

n
� 2 Zp : j�jp = 1

o
Proposition 2.4.4 Tout nombre p-adique � 2 Qp s�écrit de façon unique sous la forme

� = pn � u; u 2 Z�p; n 2 Z

Preuve.
1) Existence de la représentation : Soit � 2 Qp; alors � s�écrit sous la forme � = a

b
; (a; b) 2

Zp � Z�p.
On sait que

a = u1 � pm1 ; u1 2 Z�p;m1 = vp (a)

b = u2 � pm2 ; u2 2 Z�p;m2 = vp (b)

Donc

� =
a

b
=
u1 � pm1

u2 � pm2
=
u1
u2
� pm1�m2 = u � pn;

Où n = m1 �m2; u =
u1
u2
2 Z�p (puisque Z�p un corps ).

2) Unicité de la représentation : Supposons que � admet deux représentations

� = u0 � pm
0
; u

0 2 Z�p;m
0 2 Z

� = u
00 � pm

00
; u

00 2 Z�p;m
00 2 Z

16



Alors

u
0 � pm

0
= u

00 � pm
00
) u

0 � u00�1 = pm
00�m0

) vp

�
u
0 � u00�1

�
= m

00 �m
0

Or

vp

�
u
0 � u00�1

�
= 0 (car u

0 � u00�1 2 Z�p)

Alors m
0
= m

00
et u

0
= u

00
:

Exemple 2.4.5 Soient p = 5 et

�(1) = �413 = 4 + 1 � 5 + 3 � 52 + 1 � 53 + 3 � 54:::
�(2) = �42 = 4 + 2 � 5 + 2 � 52 + 2 � 53 + 2 � 54:::

�(1) et �(2) sont des nombres de Z�5. Par contre

�(1) = �0140 = 0 + 1 � 5 + 4 � 52 + 0 � 53 + 4 � 54 + 0 � 55:::
�(2) = 42 � 1331 = 4 � 5�2 + 2 � 5�1 + 1 + 3 � 5 + 3 � 52 + 1 � 53 + 3 � 54:::

�(1) =2 Z�5 (resp : �(2) =2 Z�5) puisque le premier chi¤re est nul (resp : le développement
5-adique de �(2) contient des puissances négatives de 5):

Lemme 2.4.6 Soient x 2 Qp; k 2 Z, alorsn
y 2 Qp : jy � xjp � pk

o
= x+ p�k � Zp

Preuve. Nous avons

x+ p�k � Zp =
�
y = x+ p�k � z; z 2 Zp

	
=
n
y = x+ u; jujp � pk

o
=

n
y 2 Qp : jy � xjp � pk

o

Proposition 2.4.7 Soient x; a 2 Qp. Si ja� xjp < jajp ; alors jxjp = jajp : Autrement dit,
tout triangle dans l�espace (Qp; j:jp) est isocèle et la longueur de sa base ne dépasse pas les
longueurs des côtés.

jajp = jxjp
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Théorème 2.4.8 Une suite (an)n de Qp est de Cauchy et par conséquent convergente si

et si seulement si

lim
n!1

jan+1 � anjp = 0

Preuve. De la même manière où jjp est dé�nie sur Q:

Proposition 2.4.9 Soit (an)n2N est une suite dans Qp si lim
n!1

an = a 6= 0 dans Qp ,

alors 9N 2 N : janjp = jajp ;8n > N (la suite
�
janjp

�
n
est stationnaire à partir d�un rang

N). Autrement dit 9N 2 N : janjp = jamjp ;8n;m > N .

Preuve. Soit (an)n2N est une suite de Qp telle que lim
n!1

an = a 6= 0, Alors(an)n est
une suite convergente dans Qp , donc elle est de Cauchy, i.e

8" > 0;9n0 2 N;8m > n � n0 : jam � anjp < "

D�autre part, on a ���jamjp � janjp��� � jam � anjp < "

Donc
�
janjp

�
n
est une suite de Cauchy dans R complet, alors

�
janjp

�
n
est convergente

dans R. Soit l sa limite
lim
n!1

janjp = l = jajp

On a jajp 6= 0; alors jajp > 0: Donc pour " = l
2
> 0

9N1 2 N : 8n � N1 )
���janjp � l

��� < l

2

On obtient ���janjp � l
��� <

l

2
) � l

2
< janjp � l <

l

2

) l

2
< janjp <

3l

2

Donc

9N1 2 N : 8n � N1 ) janjp >
l

2

De même, puisque (an)n est de Cauchy dans Qp; alors pour " = l
2
; il existe N2 2 N tel

que

8m;n � N2 ) jam � anjp <
l

2

Donc, si

n � N3 = max fN1; N2g
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On obtient

jamjp = jam � an + anjp ( jam � anjp 6= janjp )
= max(jam � anjp ; janjp) (isoc�eles)

= janjp

Pour m!1; alors jajp = janjp :

Proposition 2.4.10 Soit an 2 Qp, alors la série
X
n�0

an converge dans Qp si et seulement

si lim
n!+1

an = 0:

Preuve. On note par
nX
i=0

ai = sn la suite des sommes partielles. Alors

X
n�0

an converge dans Qp () (sn)n = (
X
i=0

ai)n converge dans Qp

() sn � sn�1 = an converge vers 0 dans Qp

() lim
n!+1

an = 0 dans Qp

Remarque 2.4.11 Cette proposition est fausse dans (R; j:j) ; L�exemple le plus évident

d�une série dans (R; j:j) dont le terme général tend vers 0, mais qui ne converge par est

la série harmonique
X
i=0

1
n
:

Le lemme de Hensel est un outil puissant qui lie les racines d�un polynôme donné

à sa solution modulo un nombre premier. Il existe plusieurs versions. Ce résultat est

très probablement le plus important et le plus utile dans toute la théorie des nombres

p-adiques.

Théorème 2.4.12 (Lemme de Hensel)

Soit F (x) = c0+c1x+:::+cnx
n un polynôme dont les c�¢ cients sont des entiers p-adiques

(ci 2 Zp). Soit
F 0(x) = c1 + 2c2x+ 3c3x

2 + :::+ ncnx
n�1

la dérivée de F (x). Soit �a0 un entier p-adique tel que F (�a0) � 0mod p et F 0(�a0) 6� 0mod p.
Alors il existe un entier p-adique unique a tel que F (a) = 0 et a � �a0mod p:
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Remarque 2.4.13 Les hypothèses de ce théorème peuvent s�écrire aussi en utilisant la
norme p-adique sous la forme : jF (a)jp < 1, jF 0(a)jp = 1 et la conclusion F (a) = 0,

ja� �a0jp < 1:

Preuve.Nous allons montrer l�existence de a en construisant son expansion canonique

p-adique a =
1P
n=0

bnp
n par récurrence. Pour cela, On va trouver une suite (ak)k (de Cauchy)

d�entiers p-adiques dé�nie par

ak = b0 + b1p+ :::+ bkp
k

qui converge vers a. Plus précisément, nous allons montrer la propriété S(k) suivante par

récurrence sur k :

S(k) : pour tout n 2 N il existe un entier p-adique de la forme

ak = b0 + b1p+ :::+ bkp
k; bi 2 f0; :::; p� 1g

telles que 8>>><>>>:
1)F (ak) � 0mod pk+1

2)ak � �a0mod p
3)ak � ak�1mod p

k

4)0 � ak < pk+1

Le principe de récurrence est évident :

Choisissons b0 � �a0mod p (égal au premier chi¤re p-adique de �a0). On obtient pour tout
k � 1; ak � �a0mod p et F (a0) = F (b0) = F (�a0) � 0mod p0+1=1. Alors les conditions (1)
et (2) sont satisfaites.

Montrons l�implication S(k � 1) =) S(k):

D�après l�hypothèse de récurrence, supposons b0; b1; :::; bk�1 donnés (c�est à dire a0; a1; :::; ak�1).

Nous devons alors calculer ak qui doit être de la forme ak = ak�1 + bkp
k avec bk 2

f0; :::; p� 1g pour satisfaire les conditions (3) et (4) :
On montre que la condition (1) est satisfaite.

D�après la formule de Taylor, on développe F (ak) au point ak�1

F (ak) = F (ak�1 + bkp
k) = F (ak�1) + F 0(ak�1)bkp

k

=) F (ak) � F (ak�1) + F 0(ak�1)bkp
kmod pk+1
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d�après l�hypothèse de récurrence F (ak�1) � 0mod pk, on peut écrire F (ak�1) � �pkmod pk+1

avec p ne divise pas � et la condition F (ak) � 0mod pk+1 devient donc

�pk + F 0(ak�1)bkp
k � 0mod pk+1

c�est à dire

�+ F 0(ak�1)bk � 0mod p

d�après l�hypothèse de récurrence

ak�1 � ak�2 � ::: � �a0 � 0mod p

On a

F 0(ak�1) � F 0(�a0) 6� 0mod p

et donc, on choisit l�unique bk tel que

bk �
��

F 0(ak�1)
mod p

D�où le ak cherché.

D�autre part, on a la suite (ak) est de Cauchy dans Zp (complet), alors il y a un unique
a 2 Zp tel que

lim
k!1

ak = a

de plus le polynôme F est continu, on obtient

F (a) = F ( lim
k!1

ak) = lim
k!1

F (ak) = 0

Nous allons présenter ici quelques résultats qui découlent du lemme de Hensel. Le

théorème suivant nous donne la relation entre les nombres p-adiques et les congruences.

Théorème 2.4.14 Un polynôme F à coe¢ cients dans Zp possède des racines dans Zp
si et seulement s�il admet des racines modulo pk pour tout k > 1.

Preuve. Voir [9].
Nous allons présenter ici une application du lemme de Hensel qui nous permet de

déterminer les éléments de Qp qui sont des carrés.

Proposition 2.4.15 1) Supposons que p 6= 2. Soit a = pvp(a):u 2 Qp un nombre p-adique

non nul avec u 2 Z�p. Alors a est un carré dans Qp si et seulement si vp(a) est paire et
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l�image de u dans Z�p est un carré. ie x = p2ny2

2) Supposons que p = 2 , alors pour qu�un élément a = 2v2(a):u 2 Q�2 soit un carré, il
faut et il su¢ t que v2(a) soit paire et u � 1mod 8 .

Preuve.
Soit a 2 Q�p, alors a s�écrit sous la forme

a = pvp(a):u = pvp(a):(a0 + a1p+ a2p
2 + :::)

u = a0 + a1p+ a2p
2 + :::; a0 6= 0

Soit b = pvp(b)(x0 + x1p+ x2p
2 + :::) 2 Q�p , x0 6= 0. Alors

b2 = a() p2vp(b)(x0 + x1p+ x2p
2 + :::)2 = pvp(a):u

et

u = (x0 + x1p+ x2p
2 + :::)2 = a0 + a1p+ a2p

2 + :::

On distingue deux cas :

1) si p 6= 2, donc
vp(a) = 2vp(b); x

2
0 � a0 � 0mod p

D�autre part, soit le polynôme

F (x) = x2 � u

Alors

F (x0) = x20 � u � 0mod p

D�autre part, on a

F 0(x0) = 2x0; F
0(x0) 6� 0mod p

Donc d�après le lemme de Hensel, u est un carré dans Qp.

2) Si p = 2, alors

x20 � a0 � 0mod 2

où 0 < x0 < 2: Donc x0 = 1; a0 = 1.

On obtient

b2 = a() 22v2(b)(1 + x12 + x22
2 + :::)2 = 2v2(a)(1 + a12 + a22

2 + :::) = 2v2(a):u
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D�autre part, on a

(1 + x12 + x22
2 + :::)2 = 1 + (

x1 + x21
2

+ x2)2
3 + :::

Donc

22v2(b)(1 + (
x1 + x21
2

+ x2)2
3 + :::) = 2vp(a)(1 + a12 + a22

2 + :::)

Ce qui donne

v2(a) = 2v2(b); x0 = a0 = 1; a1 = a2 = 0

Donc la valuation 2-adique de a est paire.

D�autre part, on a
u = a0 + a12 + a22

2 + :::::

a0 = 1; a1 = a2 = 0

=) u = 1 + a32
3 + a42

4 + ::: = 1 + 23:(a3 + a42 + :::)

Ce qui donne

u � 1mod 8

Exemple 2.4.16
1) Ils existent des nombres dans Q3 qui n�admettent pas des racines carrées par exemple

a = 5 = 2 + 1:3

En e¤et, soit

x = �0 + �1:3 + :::+ �n:3
n + ::: 2 Q3; �n 2 f0; 1; 2g

Alors

x2 = a =) (�0 + �1:3 + :::+ �n:3
n + :::)2 = 2 + 1:3

Donc

�20 = 2mod 3

Dans ce cas �0 n�éxiste pas. Alors x est aussi n�existe pas.

2) Le nombre 2-adique y = �1 n�a pas de racine carrée dans Q2 car

�1 6� 1mod 8
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Chapitre 3

Application des méthodes
numériques dans le corps Qp (Racine
carrée)

L�objet essentiel de ce chapitre est l�approximation des racines d�une fonction dé�nie

par

f (x) = x2 � a

On a vu que si (xn)n est une suite des nombres p-adiques qui converge vers un nombre

p-adique � 6= 0; alors à partir d�un certain rang

jxnjp = j�jp

Autrement dit la suite des valeurs absolues est stationnaire.

On sait que s�il existe un nombre p-adique � tel que �2 = a, alors vp (a) est paire

notée 2m: On obtient

jxnjp = p�m

3.1 La méthode de Newton

La méthode de Newton, ou méthode de Newton-Raphson, est un algorithme pour

trouver des approximations d�un zéro (ou racine) d�une fonction f . La suite d�itérations

de Newton est dé�nie par

8n 2 N : xn+1 =
x2n + a

2xn
(3.1)

Remarque 3.1.1 La détermination de la vitesse de convergence de la méthode de Newton

24



consiste à étudier le comportement de la suite (en+n0)n des écarts en+n0 = xn+n0�xn+n0�1
entre les itérés de la suite (xn)n obtenus à chaque étapes d�itération.

Théorème 3.1.2 Si xn0 est la racine carrée de a d�ordre r, alors
1) Si p 6= 2, alors xn+n0 est la racine carrée de a d�ordre 
n.
2) Si p = 2, alors xn+n0 est la racine carrée de a d�ordre 


0
n.

Preuve.
Soit (xn)n la suite dé�nie par (3.1). On a

8n 2 N : x2n+1 � a =
(x2n � a)2

4x2n

Supposons que

x2n0 � a � 0mod pr

Et comme

j4jp =
(

1
4
; p = 2

1; p 6= 2

Alors

��x2n0+1 � a
��
p
=

1

j4jp
:

��(x2n0 � a)2
��
p��x2n0��p =)

8><>:
��x2n0+1 � a

��
2
� 22:22m:2�2r = 2�[2r�2(m+1)]; si p = 2

��x2n0+1 � a
��
p
� p2m:p�2r = p�[2r�2m]; si p 6= 2

=)

8><>:
x2n0+1 � a � 0mod 22r�2(m+1); p = 2

x2n0+1 � a � 0mod p2r�2m; p 6= 2

De cette manière, on obtient

1- Si p 6= 2, alors

x2n0 � a � 0mod pr =)

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

x2n0+1 � a � 0mod p2r�2m

x2n0+2 � a � 0mod p4r�6m

x2n0+3 � a � 0mod p8r�14m

x2n0+4 � a � 0mod p16r�30m

:

:

On en déduit que

8n 2 N : x2n+n0 � a � 0mod p
n
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La suite (
n)n est dé�nie par

8n 2 N : 
n = 2nr � Cn:m

Où (
C0 = 0

8n 2 N : Cn+1 = 2Cn + 2
() 8n 2 N : Cn = 2(2n � 1)

Donc

8n 2 N : 
n = 2nr � 2(2n � 1)m

2- Si p = 2, alors

x2n0 � a � 0mod 2r =)

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

x2n0+1 � a � 0mod 22r�2(m+1)

x2n0+2 � a � 0mod 24r�6(m+1)

x2n0+3 � a � 0mod 28r�14(m+1)

x2n0+4 � a � 0mod 216r�30(m+1)

:

:

Il vient que

8n 2 N : x2n+n0 � a � 0mod 2
0n

Telle que la suite (
0n)n est dé�nie par

8n 2 N : 
0n = 2nr � Cn(m+ 1) = 2
nr � 2(2n � 1)(m+ 1) = 
n � 2(2n � 1)

D�autre part, on a

8n 2 N : xn+1 � xn =
a� x2n
2xn

Et comme

j2jp =
(

1
2
; p = 2

1; p 6= 2

Alors

jxn+n0+1 � xn+n0jp =
1

j2jp
:

��a� x2n+n0
��
p

p�m
=)

8><>:
jxn+n0+1 � xn+n0j2 � 2:2m:2�


0
n ; si p = 2

jxn+n0+1 � xn+n0jp � pm:p�
n ; si p 6= 2
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=)

8><>:
xn+n0+1 � xn+n0 � 0mod 2


0
n�(m+1); si p = 2

xn+n0+1 � xn+n0 � 0mod p
n�m; si p 6= 2

On obtient

1- Si p 6= 2, alors
8n 2 N : xn+n0+1 � xn+n0 � 0mod pvn

Telle que

8n 2 N : vn = 
n �m = 2nr � (2n+1 � 1):m

2- Si p = 2, alors
8n 2 N : xn+n0+1 � xn+n0 � 0mod 2v

0
n

Telle que

8n 2 N : v0n = 
0n � (m+ 1) = 2nr � (2n+1 � 1)(m+ 1) = vn � (2n+1 � 1)

Conclusion 3.1.3
1) Si p 6= 2, alors
a) La vitesse de convergence de la suite (xn)n est de l�ordre vn .

b) Si r � 2m > 0, alors le nombre des itérations pour M chi¤res donnés est

vn � M () 2nr � (2n+1 � 1):m �M

=) n =

"
ln(M�m

r�2m )

ln 2

#

2) Si p = 2, alors
a) La vitesse de convergence est de l�ordre v0n.

b) n =
�
ln(M�(m+1)

r�2(m+1))
ln 2

�
représente le nombre nécessaire d�itérations n pourM chi¤res donnés

si r � 2(m+ 1) > 0:

3.2 La méthode de la sécante

La méthode de la sécante est une méthode dérivée de celle de Newton où l�on remplace

f 0(xn), par
f(xn)� f(xn�1)

xn � xn�1
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On obtient la relation de récurrence

8n 2 N : xn+1 = xn �
f(xn):(xn � xn�1)

f(xn)� f(xn�1)

Donc la suite d�itération de la méthode de la sécante est

8n 2 N� : xn+1 =
xn:xn�1 + a

xn + xn�1
(3.2)

Théorème 3.2.1 Si xn0�1 (resp : xn0) est la racine carrée de a d�ordre � (resp : �),

alors :

1) Si p 6= 2, alors xn+n0�1 est la racine carrée de a d�ordre 'n.
2) Si p = 2, alors xn+n0�1 est la racine carrée de a d�ordre '

0
n.

Preuve.
Soit (xn)n la suite dé�nie par (3.2). On a

8n 2 N� : x2n+1 � a =
(x2n � a):(x2n�1 � a)

(xn + xn�1)2

Supposons que x2n0�1 � amod p�; x2n0 � amod p�; � et � 2 N: Alors

��x2n0+1 � a
��
p
=

��(x2n0 � a)(x2n0�1 � a)
��
p

jxn0 + xn0�1j
2
p

=)
��x2n0+1 � a

��
p
=

1

j4jp
:

��x2n0 � a
��
p

��x2n0�1 � a
��
p

p�2m

=)

8><>:
��x2n0+1 � a

��
2
= 4:22m:

��x2n0 � a
��
2

��x2n0�1 � a
��
2
; si p = 2

��x2n0+1 � a
��
p
= p2m:

��x2n0 � a
��
p

��x2n0�1 � a
��
p
; si p 6= 2

=)

8><>:
��x2n0+1 � a

��
2
� 22:22m:2��:2�� ; si p = 2

��x2n0+1 � a
��
p
� p2m:p��:p�� ; si p 6= 2

=)

8><>:
x2n0+1 � a � 0mod 2�+��2(m+1) ; si p = 2

x2n0+1 � a � 0mod p�+��2m ; si p 6= 2
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de cette manière, on obtient

1- Si p 6= 2, alors

8><>:
x2n0�1 � amod p�

x2n0 � amod p�
=)

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

x2n0+1 � a � 0mod p(�+�)�2m

x2n0+2 � a � mod p(�+2�)�4m

x2n0+3 � a � 0mod p(2�+3�)�8m

x2n0+4 � a � 0mod p(3�+5�)�14m

:

:

On en déduit que

8n 2 N : x2n+n0�1 � a � 0mod p'n

La suite ('n)n est dé�nie par

8n 2 N : 'n = Jn �mAn

Telles que8><>:
J0 = � , J1 = �

8n 2 N� : Jn+1 = Jn�1 + Jn

;

8><>:
A0 = A1 = 0

8n 2 N� : An+1 = An�1 + An + 2

la suite (Jn)n est une suite de Fibonacci généralisée dont le terme générale est donnée par

8n 2 N : Jn =
�
1p
5
(� � �(1� �))�n + 1p

5
(�� + ��) (1� �)n

�
Où � = 1+

p
5

2
:

La suite (An)n est une suite récurrente linéaire d�ordre deux à coe¢ cients constants avec

second membre constant s�écrit sous la forme8><>:
An+1 = aAn�1 + bAn + c

a = b = 1 , c = 2

La suite (An)n est équivalent à

An+1 + 2 = (An�1 + 2) + (An + 2)
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On pose

8n 2 N : Bn = An + 2

Ceci est équivalent à (
B0 = B1 = 2

8n 2 N : Bn+1 = Bn�1 +Bn

Où

8n 2 N : Bn = 2

�
1p
5

�
�n+1 � (1� �)n+1

��
Donc

8n 2 N : An = Bn � 2 = 2(qn � 1) = 2(
�
1p
5

�
�n+1 � (1� �)n+1

��
� 1)

La suite ('n)n est dé�nie par

8n 2 N : 'n =
�
1p
5
(� � �(1� �))�n + 1p

5
(�� + ��) (1� �)n

�
+

�2(
�
1p
5

�
�n+1 � (1� �)n+1

��
� 1)m

2- Si p = 2, alors

8><>:
x2n0�1 � amod 2�

x2n0 � amod 2�
=)

8>>>>>>>><>>>>>>>>:

x2n0+1 � a � 0mod 2(�+�)�2(m+1)

x2n0+2 � a � mod 2(�+2�)�4(m+1)

x2n0+3 � a � 0mod 2(2�+3�)�8(m+1)

x2n0+4 � a � 0mod 2(3�+5�)�14(m+1)

:

:

Par conséquent

8n 2 N : x2n+n0�1 � a � 0mod 2'0n

Où ('0n)n est donnée par

8n 2 N : '0n = Jn � (m+ 1)An

Donc

8n 2 N : '0n =
�
1p
5
(� � �(1� �))�n + 1p

5
(�� + ��) (1� �)n

�
+
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�2(
�
1p
5

�
�n+1 � (1� �)n+1

��
� 1):(m+ 1)

Par conséquent

8n 2 N : '0n = 'n � 2(
�
1p
5

�
�n+1 � (1� �)n+1

��
� 1)

D�autre part, on a

8n 2 N� : xn+1 � xn =
a� x2n

xn + xn�1

On obtient

jxn+n0 � xn+n0�1jp =
��a� x2n+n0�1

��
p

jxn+n0�1 + xn+n0�2jp

=)

8><>:
jxn+n0 � xn+n0�1j2 = 2:2m:

��a� x2n0�1
��
2
; si p = 2

jxn+n0 � xn+n0�1jp = pm:
��a� x2n0�1

��
p
; si p 6= 2

=)

8><>:
jxn+n0 � xn+n0�1j2 � 2:2m:2�'

0
n ; si p = 2

jxn+n0 � xn+n0�1jp � pm:p�'n ; si p 6= 2

=)

8><>:
xn+n0 � xn+n0�1 � 0mod 2'

0
n�(m+1) ; si p = 2

xn+n0 � xn+n0�1 � 0mod p'n�m ; si p 6= 2

On trouve

1- Si p 6= 2, alors
8n 2 N : xn+n0 � xn+n0�1 � 0mod p n

Avec

8n 2 N :  n = 'n �m

On obtient

8n 2 N :  n =
�
1p
5
(� � �(1� �))�n + 1p

5
(�� + ��) (1� �)n

�

�(2
�
1p
5

�
�n+1 � (1� �)n+1

��
� 1)m

2- Si p = 2, alors
8n 2 N : xn+n0 � xn+n0�1 � 0mod 2 

0
n
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La suite( 0n)n s�écrit sous la forme

8n 2 N :  0n = '0n � (m+ 1)

On obtient

8n 2 N :  0n =
�
1p
5
(� � �(1� �))�n + 1p

5
(�� + ��) (1� �)n

�

�(2
�
1p
5

�
�n+1 � (1� �)n+1

��
� 1)(m+ 1)

=  n � (2
�
1p
5

�
�n+1 � (1� �)n+1

��
� 1)

Conclusion 3.2.2
1) Si p 6= 2 , alors
a) La vitesse de convergence de la suite est de l�ordre  n.

b) Comme j1� �j < 1, alors (1� �)n �! 0 et

 n '
1p
5
(� � �(1� �))�n � 2p

5
(�n+1 � 1)m

donc le nombre nécessaire d�itérations n pour M chi¤res donnés est

n =

24 ln
� p

5(M�m)
���(1��)�2�m

�
ln�

35
avec � � �(1� �)� 2�m > 0:

2) Si p = 2, alors
a) La vitesse de convergence de la suite (xn)n est de l�ordre  

0
n .

b) n =
�
ln
� p

5(M�(m+1))
���(1��)�2�(m+1)

�
ln�

�
est le nombre des itérations pour une précision donnée M ,

avec � � �(1� �)� 2�(m+ 1) > 0:
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Conclusion Générale

On considère les ensembles suivant

Si p 6= 2,

8>>><>>>:
S1 =

n
a 2 Qp : jajp = 1

o
; si m = 0

S2 =
n
a 2 Qp : jajp < 1

o
; si m > 0

S3 =
n
a 2 Qp : jajp > 1

o
; si m < 0

Si p = 2,

8><>:
B1 = fa 2 Q2 : jaj2 = 4g ; si m = �1
B2 = fa 2 Q2 : jaj2 < 4g ; si m > �1
B3 = fa 2 Q2 : jaj2 > 4g ; si m < �1

On conclut

1. La méthode de Newton :

(a) Si p 6= 2, alors

i. La vitesse de convergence est quadratique pour tout nombre p-adique ap-

partient à S1:

ii. La vitesse de convergence est plus rapide (quadratique avec un avance-

ment) pour tout nombre p-adique appartient à S3:

iii. La vitesse de convergence est moins rapide (quadratique avec un retard)

pour tout nombre p-adique appartient à S2:

(b) Si p = 2 alors

i. La vitesse de convergence est quadratique pour tout nombre 2-adique ap-

partient à B1:

ii. La vitesse de convergence est plus rapide pour tout nombre 2-adique ap-

partient à B3:

iii. La vitesse de convergence est moins rapide pour tout nombre 2-adique

appartient à B2:
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2. La méthode de la sécante :

(a) Si p 6= 2, alors

i. La vitesse de convergence est superlinéaire pour tout nombre p-adique

appartient à S1:

ii. La vitesse de convergence est plus rapide (superlinéaire avec un avance-

ment) pour tout nombre p-adique appartient à S3:

iii. La vitesse de convergence est moins rapide (superlinéaire avec un retard)

pour tout nombre p-adique appartient à S2:

(b) Si p = 2, alors

i. La vitesse de convergence est superlinéaire pour tout nombre 2-adique

appartient à B1:

ii. La vitesse de convergence est plus rapide pour tout nombre 2-adique ap-

partient à B3:

iii. La vitesse de convergence est moins rapide pour tout nombre 2-adique

appartient à B2:
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