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Introduction Générale

Les corps @, des nombres p-adiques sont construits par complétion du corps des
nombres rationnels QQ lorsque celui-ci est muni d’une norme particuliére nommée norme
p-adique et notée || ,- En un sens, les corps Q, sont apparentés au corps R des nombres
réels, qui est également une complétion du corps des nombres rationnels lorsque la norme
considérée est la valeur absolue habituelle ||. Ils sont inventés au début du vingtiéme siecle
par le mathématicien Allemand Kurt Hensel (1861, 1941). Ils apparaissent dans plusieurs
domaines comme les probabilités et la physique théorique. L’application des nombres
p-adique qui nous intéresse dans ce travail est penchée vers 'informatique.

Notre travail consiste a appliquer les méthodes numériques classiques Newton et la
sécante dans le cas p-adique. Nous avons étudié les propriétés de chaque méthode dont
la vitesse de convergence, le nombre des itérations. Ceci & travers le calcul des racines
carrées des nombres p-adiques.

Ce mémoire est réparti sur 'introduction générale, trois chapitres et conclusion gé-
nérale.

Dans le premier chapitre, nous avons donnés des notions fondamentales sur les corps nor-
més ultramétriques.

Dans le deuxiéme chapitre nous avons présenté les différents concepts des corps des
nombres p-adiques, en particulier celles qui concernent la valuation p-adique, la norme
p-adique, le corps des entiers p-adiques, et quelques propriétés des nombres p-adiques.
Dans le dernier chapitre, on s’est intéressé de l’application des méthodes numériques
classiques (Newton, sécante) dans le cas p-adique, pour déterminer la racine carrée d’'un
nombre a € Q. Ceci a I'aide de ’étude d'un probléme qui consiste a trouver une solution
approchée d’une équation de type f(z) = 0 qui converge vers la racine carrée de a. On
a étudié dans ce chapitre la vitesse de convergence, le nombre d’itérations pour chaque

méthode. On a terminé par une conclusion générale.



Chapitre 1

Corps valués ultramétriques

complets

1.1 Corps normés

On dit qu’un espace métrique F est complet si toute suite de Cauchy de E converge
dans F (c’est a dire qu’elle a une limite dans E). On sait que Q n’est pas complet pour

la valeur absolue ordinaire |.|, puisque si on considére la suite (x,), définie par

(zn), = (1,1.4,1.41,1.414,1.4142, ...)
|14 141 1414 14142
"10100° 1000 10000" "

Alors (z,,), est une suite des nombres rationnels, de plus elle est de Cauchy dans Q.
Cependant, elle ne converge pas dans Q, puisqu’elle a une limite v/2 dans le corps complet
R.

Définition 1.1.1 Soit K un corps.

1) On appelle une norme sur K toute application ||.|| de K dans RT telles que :
i)Vee K:||z|| =0<= 2z =0.

i) Vo, y € K :|lz -yl = |lz| - Iyl -

i) Yo,y € K @ ||z +yl| < ||z|| + ||y|| (I'inégalité triangulaire).

2) On dit que la norme ||.|| est ultramétrique ou non archimédienne si

Ve,y € K ||x 4+ y|| < max(||z||, [|y||) (Inégalité triangulaire forte)

c’est a dire une norme qui vérifie une condition plus forte que l’inégalité triangulaire.



3) Une norme constante ||.|| est dite triviale si est seulement si

Remarque 1.1.2

1) On dit parfois valeur absolue au lieu de norme de corps.

2) La norme est une extension de la valeur absolue des nombres aux vecteurs.

3) La norme ||.|| est un morphisme de groupes entre les groupes multiplicatifs (K*,.) et
(R%,.) et donc que ||1|| = 1.

Exemple 1.1.3 La valeur absolue usuelle |.| est une norme archimédienne sur R. Car
(=1) =4[ = 5 > max(|(=1)[, [4]) = 4

Définition 1.1.4
1) On appelle corps valué, tout couple de la forme (K,||.||) ou K est un corps et ||.|| est
une norme sur K.

2) On appelle la distance induite sur K par ||.||, la distance d) sur K définie par
Vo,y € K dy(z,y) = |z -y
3) Si ||.|| est une norme ultramétrique, alors
Vao,y,z € K :dyy(z, 2) < max(dy(z,y),d)(y, 2))

et la distance induite par cette norme appelée distance ultramétrique.
4) Lorsque K muni de la distance ultramétrique, on dit que K est un corps valué ultra-

métrique. Dans le cas contraire, on dit que K est un corps valué archimédien.

Proposition 1.1.5 K est un corps ultramétrique si et seulement si
VneN:|n|| <1

Autrement dit, N est borné selon ||.|| .

Preuve. Supposons que K est ultramétrique et montrons par récurrence que
VneN:|n| <1

pour n =1lona |1l =1< 1.

Supposons que||z|| < 1 pour tout i < n et montrons que ||n + 1| < 1.
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ln+1 < max{|[n[|, |1} =1

= |n+1] <1

Pour I'implication réciproque. On suppose que ¥n € N: ||n|| < 1.

Soient x,y € K, alors

Iz +y)"ll =

< ; ezl - {1l

STNCE] - Nzl -yl L avee [|CE]| < 1
k=0

IN

n k n—k
I +y)ml < > Nl -yl
k=0
On sait que

)l < max(|lz(], lylD), llyll < max(|lz[], lly[l)

Par conséquent

VK =0,n : { ||IEH: < [max(||x]| , HyH)]k%
lyl"™* < fmax(fz] . )"

On obtient
)yl " < fmax (||, ly[D)]* - [max (||, lyI)]" " = [max (||=||, [ly|)]", YK =0,n

Ce qui donne

Iz +y)"ll < Zmax 05 [y ID]”
k=0

< (n+ 1) max (fl=l}, [lyD)"

1
= [z +yll < (n+ 1) max([l], fly])

On sait que lim (n + 1)% =1,alors ||z + y|| < max(||z|,]ly]|). Par conséquent ||.|| est

une norme ultramétrique. m



1.2 Complétion d’un corps normé

Définition 1.2.1 (Définition générale de la complétion)

Soit K un corps normé (non complet) muni d’une norme ||.|| . et K un autre corps normé
muni d’une norme ||.|| ;. On dit que K est le complété de K si

1) K contient K <K C K) :

2) K est dense dans K (i.e : tout élément de K est une limite d’une suite d’éléments de
3)Vz € K : ||z||z = ||z|lx (Prolongeant la norme définie sur K a tout K ).

4) (K, ||HK> est complet.

La construction des espaces complets toujours dépend de la norme utilisée. Par
exemple si on compléte le corps Q par la valeur absolue usuelle |.|, alors on obtient le
corps R. Cependant, si on le compléte par la norme p-adique notée |.| » (ou la valeur
absolue p-adique), alors on obtient un espace complet que ’on note Q,. Le role principal
dans la procédure de complétion est joué par les suites de Cauchy, tel que les éléments de
K sont les classes d’équivalences des suites de Cauchy de K.

On note par

SC(K) = {A ={a,}, € K" : lim |a, — an| = O}

,m

L’ensemble des suites de Cauchy définie dans (K, ||.||). On définit ’ensemble des suites
nulles de Cauchy

SN(K) = {A = {an}, € K"+ Tim [la,l = o}
On définit sur K une relation d’équivalences R de la fagon suivante :
Yu = (uy),v = (v,) € K : (uy)R(vy,) <= nli_r}noo | un — vnllr =0
On considére I’ensemble quotient
K = SC(K)/SN(K)
Pour tout A = (a,) € K, on définit la norme ||. ||z par

K — Rt

A — Al = Jim fadl

Il :

On obtient un corps normé complet (&, ||. i)
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Chapitre 2

Corps des nombres p-adiques

2.1 Valuation et norme p-adique sur Q

Définition 2.1.1 Soit p un nombre premier. Alors
1) On appelle valuation p-adique d’un entier rationnel non nul v € Z* notée v, (v) le plus

grand entier positif tel que p*»® divise x.

vy L — LT

r > v, (r) =max{r € Z" : p" divise x}

Dans ce cas x s’écrit
z=up”® onueZ, (up) =1

tel que (u,p) désigne le pged de u et de p. Autrement dit la valuation p-adique compte le
nombre de fois que l'on peut diviser un nombre par p.
2) La valuation p-adique d’un nombre rationnel non nul x € Q* est définie par

v: QFf - Z

r  — v, (r) =max{r €Z:pdivise v}
Remarque 2.1.2 0 est divisible une infinité de fois par p, alors v, (0) = +o0.

Exemple 2.1.3 Soit a € Q. Alors

1) a=p*+p*+2p*, vy(a) =2,Vp > 2
2)a=24=3-8, (3,8) =1, v,(a) =1, pour p=3
3)a=14=2-7,(2,7) =1, vy(a) =1, pour p=2

Proposition 2.1.4 La valuation p-adique satisfait les propriétés suivantes :

DVz=2e€Q" :v,(x) =v, (%) =v,(a) — v, (b)



2)Vr,y € Q:v,(z.y) =v,(x) + v, (y)
3)Vr,y € Q:v,(z+y)>min{v, (z),v, (v)}

Preuve.
1) Soit x = § € Q telles que

a = al'pvp(a)7 (a7 a’l) S ZQa (alap) - 1
b= bl'pvp(b)7 (b7 bl) € Z*27 (blup) =1

Ce qui donne

a Cl,l.pvp(a) aq vp(a) _vp(b)

x:E:—bl_pvp(b) :ap ,(al,p):(bljp)zl

Alors

a

0y (@) = v, (3) = vy (@) = 0, (b)

2) Soient z,y € Q, alors il y a trois cas a étudier :

i) Siz =0o0uy =0, on a alors xy = 0, donc v, (zy) = +00 et v, (z) + v, (y) = +00. D’ou
I’égalité.

ii) Si zy = 0, alors v, (zy) = +o00. Clest a dire

VneN:p"|axy

k
—VkmeNEk+m=n: pm’”“"
Py

v, (x) > k,Vk e N
—
UP(Z/) ZmuvmeN

= v, () = +00 et v, (y) = +00
Par la convention (+00) + (+00) = +o00. Donc v, (z) + v, (y) = +00. D’ou I'égalité.

iii) Soient x,y € Q* telles que

z = cp”@ (c,p) =

1
y = dp”W (d,p)=1

On obtient
z.y = cd.p @YW (ed p) =1

= vp(2.y) = v (z) + vp ()



3) Soient z,y € Q telles que

On obtient

Supposons que s > r, donc

B . . ad+p°.ed
v(r+y) = v, (p (Z +p E)> =, (p (T)>

. ad + p*~".cd o
= () T o) =ty (ad + p*".cd) — v, (bd)

Tant que (bd, p) = 1, alors v, (bd) = 0.
Comme ad + p*~".cd € Z, donc v, (ad + p*~".cd) > 0. On conclut que

Up@ +y) > r =min (Up<x)’ Up(Q))

2.2 Norme p-adique

Définition 2.2.1 Soit p un nombre premier.

1) On considére Uapplication |.|, définie par

Q — RY

B p @) sz #£0
v el = 0 stz =0

|‘|p :

avec vy(z) représente la valuation p-adique de x. L’application |.|, est appelé la norme
p-adique (la valeur absolue p-adique) de Q.

2) La distance sur Q induite par cette norme notée d, est définie par

d,: QxQ — RT
(x,y) - dp($,y):|.7}—y|p

Remarque 2.2.2



1) 0 est divisible une infinité de fois par p, donc on a |0, = ++.o = 0.

2) 1 n'est divisible aucune fois par p, donc |1|, = z% =1.

Proposition 2.2.3 Pour tout p premier l’application x +— \:c|p est une norme ultramé-

trigue sur Q.

Preuve.
1) Soit = € Q, alors

|x‘p:O<:>pivp(x):O@’_Up(m):—OO@Up(w):—i-OO@x:O

2) Soient z,y € Q. Alors, si z = 0 ou y = 0, on a 'égaliteé.
Six #0ety+#0, on trouve

|ZL’ . y|p — p—vp($~y) — p—vp(z)—vp(y) — p—'up(z) . p—vp(y) — |x|p . |y|p

3) Soient z,y € Q. Alors
vy (2 +y) > min (v, () ,v, (y))

= —v, (r+y) < —min (v, (2),v, (y)) = max (—v, (z), —v, (v))
S pEH) < R E W) — e 0) — may (ptr®), pen0))
= |z +y[, < max {lep , |y|p}
m

Exemple 2.2.4

1) Poura =8 = 2XT =271 x 572 x 117! x 32 x 7 € Q. Alors

1 1
|l‘|2 = 27 |'T|3 = §7 |.CC‘5 = 257 ‘x”? = ?7 |‘T’11 = 117 |.I"p = 1;vp 2 13

2) La distance usuelle de 56 a 2 est d(56,2) = |56 — 2| = 54. Par contre, la distance
3-adique de 56 a 2 que la note ds (56,2) est

1
ds (56,2) = |56 — 2|, = [54], = 3% - 2|, = 5

10



Remarque 2.2.5
1) La norme p-adique |.|, prend ses valeurs dans ’ensemble discret {0} U {p" :n € Z}.

2) 7 est un ensemble borné selon cette norme.
Ve eZ:|z|, <1

Le théoréme suivant donne la relation entre les différentes normes p-adiques |.|, .

Théoréme 2.2.6 (La formule du produit)

Pour tout a non nul dans Q, on a

p premier

Autrement dit, pour tout a non nul de Q, |a| est égal & 1 sauf pour un nombre fini de

p
valeurs de p.

Preuve. Soit a € Q*. Alors la factorisation primaire de a s’écrit a = F H pUr@).,

pFoo
Donc

lal . = H plr@)

pFoo
D’autre part,on peut écrire le signe F sous la forme F = ﬁ . Alors
o0
a 1 a 1
Sl Gl v U Gy
0 pFoo o0 pFoo | P

C e qui donne

=1

W =

2 I

o0 p premier

Remarque 2.2.8 On peut définir sur le corps des nombres rationnels Q trois types de
valeurs absolues :

1) Valeur absolue triviale
1,st v#0
x| =

0,s =0

11



2) Valeur absolue usuelle (ordinaire) ||

Q — Q-

2] ( ) z, st x>0
r — |r|_ =max(x,—x)=
o 7 —x, s v<0

8) Valeur absolue p-adique |.|,,.
La propriété remarquable suivante qui n’est pas vraie pour la valeur absolue ordinaire :

Théoréme 2.2.9 Soit (a,), suite de Q. Alors (ay), est une suite de Cauchy si et si
seulement st

lim |ap41 — an]p =0
n——aoo

Preuve. Soit (a,), une suite de Cauchy. Alors
Ve > 0,3ng € N,Vn,m > ng : |an, — an\p <e
En particulier, pour m = n + 1 > ng, on obtient

Ve > 0,3dnp € N,Vn >ng: |aps —ayl, <e
- nILmOO |an i1 — an|p =0
D’autre part, supposons que lim,, . |a,11 — @y », =0 Alors par définition de la limite,
on obtient
Ve > 0,3ng € N,Vn > ng @ |ap — an]p <e

On prend ¢ >0, m > n > ng et examinons |a,, — a,| b Alors

|am_an| = |am_am—l+am—l _am—2+---+an+l _an‘

p p

IN

max {|am - am—1|p ) |a'm—1 - am—2|p )y |a'n+1 - a'n|p}

< max (g, &,6,...,6) =€

Alors (ay), oy est une suite de Cauchy. m

2.3 Les nombres p-adiques

L’espace métrique associé a la distance p-adique n’est pas un espace complet, tout

comme QQ n’est pas complet pour la valeur absolue ordinaire. Lorsqu’on compléte Q par
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rapport & la distance associée a la valeur absolue|.| ,on obtient R, de la méme fagon, on
complete Q par rapport a la distance associée a la norme p-adique, on obtient un espace
complet que I’on note QQ,. L’exemple suivant nous montre que I’espace métrique (Q, Il p>

n’est pas complet.

Exemple 2.3.1 On considére pour p =5 les deux suites (a,), et (x,), de Q définies par

ag = 2
ry = a0:2
Ty = T14+a-db=ap+a;->

T, = ap+a1-5+..+a,1-5" Vn>1

= Tpi1 =Ty + ay - D"
= Tpy1 — Ty = 0mod 5"

On détermine a, € {0,1,2,3,4} et x,, par la suite de congruence
Vn>1:22+1=0mod5"

On obtient la relation de récurrence

Tpi1 = Ty + 22 + 1mod 5"

La suite (), est de Cauchy dans Q car

1
[Tp1 — 2al, <[5"], = = — 0,n — o0

5n

Cependant, elle ne pent converger vers x € Q, puisque dans ce cas, on aurait x> +1=0

dans Q. Il n’existe pas d’entier x verifiant cette derniére équation. Ce qui est impossible.

Définition 2.3.2 Soit p un nombre premier .
1) Le corps des nombres p-adiques est la complétion de l'espace métrique (Q,d,). Ses
éléments sont les classes d’équivalences des suites de Cauchy des nombres rationnels.

2) On prolonge la norme p-adique définie sur Q o tout Q, par
Va € Qy:lal,= lim |a,l,
ot (av,) est une suite de Cauchy d’éléments de Q qui représente le nombre p-adique c.

13



Lemme 2.3.3

Soit x € Q avec |z[, < 1. Alors pour tout n € N, il existe un entier unique o €
{0,1,...,p" — 1} tel que

la—z], <p~
Preuve. Soient z = § € Q, (a,b) = 1 et p un nombre premier. On a
|x|p — p—”p(l") S 1= p_vp(%) S 1
_— p_”p(a)"‘”p(b) S 1
= v,(b) =0
pour assurer que |z|, < 1. Alors

(p’b) = 1:(})”,()):17\77161\1

= dmy,mgo €Z :mib+mo.p" =1

Soit
a.m; = amod p" (par la division euclidienne ou 0 < o < p™ — 1)
Alors
a a
o —ely = Ja=j],=|om —b - 5|
—a a
= |—.(1—myb) —kp"| = ‘—.(1 — myb) + kp"
b » b P
a ' 7
= g‘(mzp ) + kp
p
a -n ,—n —n
< maX{’g-(mﬂ?n) ,!/fpnlp} =max{p ", p "} =p
p
[ |

Théoréme 2.3.4 Si la classe d’équivalence a € Q, vérifie la condition |a|, < 1, alors

elle posséde un seul représentant (\,) qui satisfait

M EZO< N, <p"—1
Ant1 = A, mod p”

Preuve. Voir [9]. =

Conclusion 2.3.5

1) La suite de Cauchy (\,) que vérifie les condition du théoréme précédent s’appelle re-

14



présentant canonique de a.

2) Tout nombre p-adique a € Q, admet un développement p-adique unique sous forme

d’une série convergente (série de Hensel) s’écrit sous la forme a = E By - P ou
k=n

Br€{0,1,2,....p—1} neZ et |a|p =p".

3) On note par a = B,B,,1... - BoB...la forme canonique de a ou - est appelé le point
p-adique qui nous permet de déterminer le signe de n, tels que :

(a) a=p,Bni1---B_1.Bb1.., sin <O0.

(b) a =-ByB5s..., sin=0.

(¢c) a =-00...05,0;..., sin > 0.

Exemple 2.3.6 Soient les nombres 5-adiques suivants :

1) a1 =13-41=1-524+3-5144.594+1-5'4+ n=—-2
2)ay=-1341=1-5°+3-5'+4-52+1-53 n=0
3)as=-01341=0-5"+1-5'+3-524+4-5+1-54n=1
4) Le développement 5-adique de b = %

= 2.5°4+3.5'+1-524+3-534+1-5*+ ...

= -231313131... = -231 (périodique)

1
3

2.4 Les entiers p-adiques

Une partie intéressante de Q, est I’ensemble des élément de la norme p-adique infé-

rieure ou égale a 1 que 'on note Z,,.

Définition 2.4.1
1) On dit que le nombre p-adique a € Qpest un entier p-adique si le développement
canonique de a ne contient que les puissances positives de p. Autrement dit v, (a) > 0.0n
écrit
[e.¢]
_ 2 n _ n
a=0yg+o-pt+ay-p+..+a,p —i—...—Zan-p 0<aa, <p
n=0

2) On note par Z, l’ensemble des entier p-adique, ot

Zp:{aer:a:Zan-p”}:{aer:vp(a)ZO}
n=0

Remarque 2.4.2
1) Z, = {a€Q,:v,(a) >0} = {a €Q,: |a|p < 1}. Autrement dit 7, représente le
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disque de l'unité de rayon 1 et de centre 0.

2) Le corps Q, est l’ensemble des fractions de Z,

Q, = {% : (a,b) eszz;;}

Définition 2.4.3
1) On dit que le nombre p-adique a est unitaire ou inversible si le développement canonique
p-adique de a ne contient que les puissances positives de p et le premier chiffre o différent

de zéro. On écrit

a:ao—l—al-p+a2-p2+...+an-p”—|—...:Zan-p",O<Ozn<p

n=0

2) Notons par Z;(ou U,) l’ensemble de nombre p-adique inversibles (unitaires) défini par

Z;:{Zan-p”:ao%()}z{aer:vp(a):O}z{QEZp:|oz|p:1}

n=0

Proposition 2.4.4 Tout nombre p-adique o € Q,, s’écrit de fagon unique sous la forme
a=p"-uu€Zy,necl

Preuve.
1) Existence de la représentation : Soit o € Q,,, alors a s’écrit sous la forme a = ¢, (a,b) €
Ly X L.

On sait que

m *
a = up-p 1,u1€Zp,m1:vp(a)
m *
b = ug-p™, uy € Zy, my = v, ()
Donc .
a up-p™t _
o= - = = — 11 m2:u-pn7

b ug-p™  uy

Oun=m —mg,u= > €Z (puisque Z3 un corps ).

2) Unicité de la représentation : Supposons que « admet deux représentations
a = u-p"u GZ;‘,,m,EZ

"

" 1" "
a = u -p",u €ZL,m €L
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Alors

Or
Vp (ul -u/Fl) =0 (caru -u" € Z,)

Alorsm =m” et =u". m
Exemple 2.4.5 Soient p =75 et

a =413 =4+4+1-54+3-524+1-55+3-5%..
2=4+42-54+2-5242-534+2.5% .

a) et a? sont des nombres de Z%. Par contre

Y = 0140=0+41-5+4-52+0-5+4-5"+0-5°...
B = 42.1331=4-5242-51414+3-5+3-5°+1-5°+3-5%..

pY ¢ 7% (resp : 33 ¢ 7%) puisque le premier chiffre est nul (resp : le développement
d-adique de 6(2) contient des puissances négatives de 5).

Lemme 2.4.6 Soient v € Q,, k € Z, alors

{yEQp:|y—x|p§pk}:x+p_k~Zp

Preuve. Nous avons

= {yer:|y_$|p§pk}
|

Proposition 2.4.7 Soient x,a € Q,. Si la — x|, <|al,, alors |z[, = |a|,. Autrement dit,

P Y
tout triangle dans l'espace (Q, |.|,) est isocéle et la longueur de sa base ne dépasse pas les
longueurs des cotés.

lal, = Izl
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Théoréme 2.4.8 Une suite (a,), de Q, est de Cauchy et par conséquent convergente si
et si seulement st

lim |a,41 — an|p =0
n—oo

Preuve. De la méme maniére ot ||, est définie sur Q. m

Proposition 2.4.9 Soit (a,), .y est une suite dans Q, si lim a, = a # 0 dans Q, ,

alors AN € N : |ay|, = |al,,Vn > N (la suite (\an\p> est stationnaire & partir d’un rang
N). Autrement dit IN € N : |a,|, = |anl,, Vn;m > N.

Preuve. Soit (ay), oy est une suite de Q, telle que lim a, = a # 0, Alors(a,),, est
n—oo

une suite convergente dans Q, , donc elle est de Cauchy, i.e
Ve > 0,dng € N,Vm >n > ng : |am—an|p<5

D’autre part, on a

\am]p — |an\p < |am — an]p <e

Donc <|an|p) est une suite de Cauchy dans R complet, alors (]an]p> est convergente
dans R. Soit [ sa limite "
T}LIELO |an|p = l = |a|p

l

On a [a[, # 0, alors [a|, > 0. Donc pour € = 5 > 0

z
aNleN:vnle;»‘\an\p—z(<§

On obtient
‘| | l’ < l:> l<| | l<l
nlp 2 g = 1l 2
l 3l
= §<|an\p<§
Donc

l
HNleN:Vn2N1:>|an\p>§

De méme, puisque (a,),, est de Cauchy dans Q,, alors pour ¢ = 3, il existe Ny € N tel

1
27
que

l
VYm,n > Ny = ]am—an\p< 2

Donc, si
n Z N3 = maX{Nl,Nz}

18



On obtient

|am|p = |am_an+an|p (|am_an|p7'é |an|p)
= max(|ay, — anl,,lan],) (isoceles)
= ’an’p

Pour m — oo, alors [a|, = |a,[,. =

Proposition 2.4.10 Soit a, € Q,, alors la série Z a,, converge dans Q, si et seulement
n>0

st lim a, =0.
n—-+oo

n

Preuve. On note par Z a; = s, la suite des sommes partielles. Alors
i=0

Z a, converge dans Q, <= (s,), = (Z a;)n converge dans Q,

n>0 i=0
<= 5, — Sp—1 = a, converge vers 0 dans Q,

<= lim a, =0 dans Q,

n—-4o0o

Remarque 2.4.11 Cette proposition est fausse dans (R, |.|), L’exemple le plus évident
d’une série dans (R, |.|) dont le terme général tend vers 0, mais qui ne converge par est
la série harmom’quez %
i=0
Le lemme de Hensel est un outil puissant qui lie les racines d’un polynéme donné
a sa solution modulo un nombre premier. Il existe plusieurs versions. Ce résultat est
trés probablement le plus important et le plus utile dans toute la théorie des nombres

p-adiques.

Théoréme 2.4.12 (Lemme de Hensel)
Soit F(x) = co+crz+...4+c,x™ un polynome dont les ceefficients sont des entiers p-adiques
(¢; € Zy). Soit

F'(z) = ¢1 + 2c01 + 3c32” + ... + ne,a™

la dérivée de F(x). Soit ag un entier p-adique tel que F'(ay) = 0mod p et F'(ag) # 0mod p.

Alors il existe un entier p-adique unique a tel que F(a) =0 et a = agmod p.
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Remarque 2.4.13 Les hypothéses de ce théoréme peuvent s’écrire aussi en utilisant la

norme p-adique sous la forme : |F(a)|, < 1, [F'(a)|, = 1 et la conclusion F(a) = 0,

p
]a — C_l()|p < 1.

Preuve. Nous allons montrer ’existence de a en construisant son expansion canonique

p-adique a = ) b,p" par récurrence. Pour cela, On va trouver une suite (ay), (de Cauchy)

n=0
d’entiers p-adiques définie par
Q. = b() + blp + ...+ bkpk

qui converge vers a. Plus précisément, nous allons montrer la propriété S(k) suivante par
récurrence sur k :

S(k) : pour tout n € N il existe un entier p-adique de la forme
Qp — bo + blp + ...+ bkpk, bz € {0, ey P — 1}

telles que

Le principe de récurrence est évident :

Choisissons by = apmod p (égal au premier chiffre p-adique de a@g). On obtient pour tout
k> 1,ar = agmodp et F(ag) = F(by) = F(ag) = 0mod p"*'=. Alors les conditions (1)

et (2) sont satisfaites.

Montrons I'implication S(k — 1) = S(k).

D’apres ’hypothése de récurrence, supposons by, by, ..., bx_1 donnés (c’est a dire ag, ay, ..., ax_1)-
Nous devons alors calculer a; qui doit étre de la forme a;, = aj_1 + bip® avec b, €
{0, ...,p — 1} pour satisfaire les conditions (3) et (4).

On montre que la condition (1) est satisfaite.

D’apres la formule de Taylor, on développe F'(ay) au point ax_;
F(ak) = F(ak_l + bkpk) = F(ak_l) + F'(ak_l)bkpk

—> F(ar) = Flar-1) + F'(ax-1)bep* mod p+*
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d’aprés ’hypothése de récurrence F'(ay_,) = 0mod p*, on peut écrire F(ax_1) = Ap* mod p

k+1

avec p ne divise pas A et la condition F'(a;) = 0mod p**' devient donc

ApF + F'(ag_1)bpp” = 0mod p**!
c’est a dire
A+ F'(ag_1)br, = 0mod p

d’apres I’hypothése de récurrence
g1 = Qo= ... = a9 = 0modp

On a
F'(ag-1) = F'(ap) # 0mod p

et donc, on choisit 'unique b tel que

-
by = ——— mod
b F’(ak_l) mocp

D’ou le a;, cherché.

k+1

D’autre part, on a la suite (a) est de Cauchy dans Z, (complet), alors il y a un unique

a € Z, tel que

lima, = a
k—oo

de plus le polynéme F' est continu, on obtient

F(a) :F(limak):klimF(ak):O

k—o00

Nous allons présenter ici quelques résultats qui découlent du lemme de Hensel. Le

théoréme suivant nous donne la relation entre les nombres p-adiques et les congruences.

Théoréme 2.4.14 Un polynoéme F' & coefficients dans Z, posséde des racines dans Z,

si et seulement s’il admet des racines modulo p* pour tout k > 1.

Preuve. Voir [9]. =

Nous allons présenter ici une application du lemme de Hensel qui nous permet de

déterminer les éléments de @, qui sont des carrés.

Proposition 2.4.15 1) Supposons que p # 2. Soit a = p*\*.u € Q, un nombre p-adique

non nul avec u € Zj. Alors a est un carré dans Q, si et seulement si v,(a) est paire et
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limage de u dans Z,, est un carré. ie v = p*hy?
2) Supposons que p = 2 , alors pour qu’un élément a = 2°2(%) y € Q} soit un carré, il

faut et il suffit que vy(a) soit paire et u = 1mod8 .

Preuve.

Soit a € Qy, alors a s’écrit sous la forme

a= pvp(a)‘u _ pvp(a)_(ao + aip+ a2p2 + )
u = ag+ arp + agp® + ...,a0 # 0

Soit b = pUr®) (zg + x1p + 29p? + ...) € Qy , o # 0. Alors
b =q <= p2””(b)(xo +rp+ap® 4 )R = pUr(@) g
et

u= (20 + T1p + 29p® + ...)% = ag + a1p + agp® + ...

On distingue deux cas :
1) si p # 2, donc

v,(a) = 2v,(b), 73 — ap = Omod p

D’autre part, soit le polynéme

Alors
F(x¢) = 25 — u = 0mod p

D’autre part, on a
F'(xq) = 2x0, F'(x9) Z 0mod p

Donc d’apres le lemme de Hensel, u est un carré dans Q,.
2) Si p = 2, alors

r2 — ap = 0mod 2

o 0 < xzg <2 Donczy=1,a9g=1.
On obtient

VP =a <= 22201 4+ 2,24 2522 + .)2 = 220 (1 + 0,24 0,2 + ...) = 22D
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D’autre part, on a

2
T+ ]

(1+z12+ 2227+ ..)2 =14 ( +29)2% + ...

Donc

zy + 23

22020 (1 4 ( +29)2% 4+ ) = 22D (1 4 412 + a52% + ...)

Ce qui donne

vo(a) = 2v9(b), 2o = ag = 1,a1 = az =0

Donc la valuation 2-adique de a est paire.

D’autre part, on a
u=ag+ a2 + as2® + .....

aozl,a1:a2:0
—u=1+a32>+a2*+.. =1+2% (a3 +a2+..)

Ce qui donne

u = 1mod8

Exemple 2.4.16

1) Iis existent des nombres dans Q3 qui n’admettent pas des racines carrées par exemple
a=5=2+4+13
En effet, soit
r=ag+a1.3+ ..+ a,.3" +... € Qs,a,, € {0,1,2}

Alors

?=a= (ap+a13+ .. +@,.3"+.)"=2+13

Donc

a2 =2mod 3

Dans ce cas oy n’éxiste pas. Alors x est aussi n’existe pas.

2) Le nombre 2-adique y = —1 n’a pas de racine carrée dans Qs car

—1# 1mod8
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Chapitre 3

Application des méthodes
numériques dans le corps Q, (Racine

carrée)

L’objet essentiel de ce chapitre est 'approximation des racines d’une fonction définie
par

fx)=2*-a

On a vu que si (z,,), est une suite des nombres p-adiques qui converge vers un nombre
p-adique « # 0, alors & partir d’un certain rang
|mn|p = |a|p
Autrement dit la suite des valeurs absolues est stationnaire.
On sait que s'il existe un nombre p-adique « tel que a* = a, alors v, (a) est paire
notée 2m. On obtient

—m

|‘Tn|p :p

3.1 La méthode de Newton

La méthode de Newton, ou méthode de Newton-Raphson, est un algorithme pour
trouver des approximations d’un zéro (ou racine) d’une fonction f. La suite d’itérations

de Newton est définie par

2
T, +a

o (3.1)

VneN:z, 1 =

Remarque 3.1.1 La détermination de la vitesse de convergence de la méthode de Newton
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consiste a étudier le comportement de la suite (enn,), des écarts eping = Tning — Tntng—1

entre les itérés de la suite (), obtenus & chaque étapes d’itération.

n

Théoréeme 3.1.2 Si x,, est la racine carrée de a d’ordre r, alors
1) Sip# 2, alors x,1n, est la racine carrée de a d’ordre 7y,,.

2) Sip =2, alors Tyin, est la racine carrée de a d’ordre ).

Preuve.
Soit (), la suite définie par (3.1). On a

2 2
Vn e N: xi+1 —a= —(33”4%;)
Supposons que
x5 —a = 0modp"
Et comme )
U i
Alors

T
oy |25 1 —al, < pmpT =p B si p g2

22 .1 —a=0mod 2 ~2(mth) = p =2

xfmﬂ —a=0modp? 2™, p#2

De cette maniére, on obtient
1- Si p # 2, alors

2 — 2r—2m
Tpo11 —a=0modp

2 — Ar—6m
Tp,1o —a=0modp

2 — 8r—14m
Tp,13 —a=0modp

2 16r—30m

x5 —a=0modp"” =
Tpora —a = 0modp

On en déduit que
Vn € N: 22

—a= Vn
ning — @ = 0modp
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La suite (,,), est définie par

VneN:vy, =2"r—C,.m

Ot
Co=0 e VYneN:C,=2(2"—1)
VneN:Cyq=2C,+2

Donc
VneN:y,=2"r—2(2"—-1)m

2- Sip =2, alors
a = 0 mod 22 —2(m+1)

a = 0 mod 247 —6(m+1)
28r714(m+1)

2
xno-‘rl -

2
xn0+2 -
2 —

x —a = 0mod
22, —a=0mod?2 = 2”°+3 J6r—30(m1)
Tp,rq — a = 0mod 2°°70m

Il vient que
VneN:al,, —a= 0mod 27

Telle que la suite (7)), est définie par

VneN:y, =2"r—Cy(m+1)=2"r—22" —=1)(m+1) =1, —2(2" - 1)

D’autre part, on a

2

a—1x
VneN:z, 1 —x, = 5 ”

n

Et comme
1
P Lp#2
Alors
5 T |- <2.2Mm2 M sip=2
1 ‘a _ xn+n0|p | n+no+ n+no|2 y S1 P
|Tntno+1 = Tntnol, = 2L -

? | Tntno+1 — xn+no|p <pthp T, st p#£2
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- L —(m+1 C
Ln4ng+1 — Lntng = 0 mod 2™ (m+ )7 S1p = 2
Tntno+1 — Tntng = OmOdp'ynima si p 7é 2

On obtient
1- Si p # 2, alors

Un

Vn € N: Zpyng+1 — Tnan, = Omodp

Telle que
VneN:v, =7, —m=2"r— (2" —1).m
2- Si p = 2, alors

!
Vn € N: Zpingt1 — Tnin, = 0mod 2™

Telle que
VneN:v, =+ —(m+1)=2"— 2" —1)(m +1) =0v, — (2" — 1)
| |

Conclusion 3.1.3
1) St p # 2, alors
a) La vitesse de convergence de la suite (z,), est de l'ordre v,, .

b) Sir—2m >0, alors le nombre des itérations pour M chiffres donnés est

v, > M<<=2"r—2"""-1)m>M

In(z57)
— "7 T2

2) Sip =2, alors

a) La vitesse de convergence est de l'ordre vj,.
M—(m+1)

In . L . . P
b)n = {M} représente le nombre nécessaire d’itérations n pour M chiffres donnés

In2
sir—2(m-+1)>0.

3.2 La méthode de la sécante

La méthode de la sécante est une méthode dérivée de celle de Newton ot I’on remplace

f!(zy,), par
f(mn) - f(xnfl>

Tp — Tp—1
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On obtient la relation de récurrence

fzn) (xp — xp_1)
f(@n) = f(2n-1)

Donc la suite d’itération de la méthode de la sécante est

VneN:x, 1 =z, —

Tp-Tp_1+ a

VneN 1z, =
Ty + Tn—1

(3.2)
Théoréme 3.2.1 Si x,,1 (resp : T,,) est la racine carrée de a d’ordre a (resp : 3),
alors :

1) Sip# 2, alors T, 1ny—1 est la Tacine carrée de a d’ordre p,,.

2) Sip =2, alors Tyin,—1 est la racine carrée de a d’ordre ¢l,.

Preuve.
Soit (x,,), la suite définie par (3.2). On a

vnEN* ':U2 —aq= (xi_a)‘(xi—l_a)
gy | ($n+xn71)2

2 — a .2 —
Supposons que ; _; = amod p®, x; = amodp®, a et 5 € N. Alors
2 2
2 @2, - a)(a2, , - a)|,
“TnoJrl o a|p - 2
|5Un0 +xn0_1|p
2 2
‘33'2 a . ]- ‘xno _a{p|m"10_1 _a‘p
= [ Tngt1 | T4l -2
P4, p2m
2 _ 4 92m |,2 2 C o
‘xnoﬂ — a|2 = 4.2°™, |xn0 — a‘2 ‘mnofl — a|2, sip=2
—
2 _ 2m |2 2 :
2,0 —al, = 227 fa2, —al, 2, — . sip 22

|22, —al, < 222227027 sip=2

|22 — a\p <ppPp, siop#2

xglo+1 — a = 0mod 20 tF8—2(m+1) Csip=2

22 . —a=0modp*F=2m sip#2
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de cette maniére, on obtient
1- Si p # 2, alors

(22, — a=0modple+d-2m
r2 | = amodp® Thosa @ = mod gl A
mo—1 22 3 — a = 0mod pl235)-8m
- 72 —a=0mod p(3a+5,8)714m
22 = amodp’ notd

On en déduit que
VneN:al,, | —a=0modp

La suite (¢,,), est définie par

VneN:yp, =J,—mA,

Telles que
J():CY,leﬁ A0:A1:0

VneN: Jyi=Jp 1+, VneN: A, 1=A,1+A4,+2

la suite (J,), est une suite de Fibonacci généralisée dont le terme générale est donnée par

1 n n
VneN:J, = %(ﬁ—a(l—(b))@ —i-ﬁ(—ﬂ%—a(b)(l—cb)

s H — 1+VE
Ou ¢ = =57>.
La suite (A, ), est une suite récurrente linéaire d’ordre deux a coefficients constants avec

second membre constant s’écrit sous la forme

Api1 = aA, 1 +bA, +¢

a=b=1,c=2

La suite (A,), est équivalent a

Apii+2=(A,1+2)+ (A, +2)
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On pose
VneN:B,=A,+2

Ceci est équivalent &
By=B, =2
Vn € N: Bn+1 = Bn—l + Bn

VneN: B, =2 { (@' — (1 - <I>)"“)]

Sl

Donc

VnEN:An:Bn—2:2(qn—1):2({ (@“*1—(1—@"“)} —1)

5

La suite (¢,,), est définie par

1 " 1 N
YneN: g, = {%(ﬁ—a(l—q)))q) —1—%(—6—1-0@)(1—@) }—F

1 n+l _ _ n+1 — 1\m
—2([%@) (1—@)")| —1)

2- Si p = 2, alors

( xio+1 —a = 0mod 2(Oé+5)—2(m+1)
L ap——— (a+28)—4(m+1)
2 = a Ty, 49 — @ =mod?2
Tpo—1 = amod 2 22 15— a=0mod o(20:+38)8(m+1)
e < 2”0
z — a = 0 mod 2Ba+58)—14(m+1)
22, = amod 2° no+4

Par conséquent

VneN:al,, ,—a= 0mod 29"

Ou (¢!,),, est donnée par
VneN: ¢, =J,—(m+1)A,

Donc

(ﬁ—a(1—c1>))<1>”+i(—6+ac1>)(1—<1>)" +

VneN: ¢ =
v V5

=
V5
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1 n+l _ n+1 o m
_2({ﬁ(® (1—®) )] 1).(m+1)

Par conséquent

VneN: g, = gpn—Q([ (@™ —(1 —<I>)“+1)] —1)

Sl

D’autre part, on a

2
a—x
VneN 1z, —x, = ——"—
Tp + Tp—1
On obtient )
| | ‘G - $n+n0—1|p
Tn4ng — Tntng—1|, —
P |xn+no—1 + xn+n0—2|p
_ 2 : _
|Tntng — Tntng—1le = 2.2™. |a — 22 |y s sip=2
—_—
__ m 2 :
[ Zning — xn+n071|p =D }a - xno—l‘p , 8l p#2
J— / .
|Tping — Tngng—1]g < 2.2m.27%0 si p=2
e
N .
|Zptne — xn+no—1|p <pTp sl p#2
_ = 0mod 2¥n—(m+1) & p =2
Tndng — Tntno—1 = Y10 y SIL p =
—
Tntng — Tn4ng—1 = OmOdpgonim ) si p 7£ 2
On trouve

1- Si p # 2, alors
Vn € N: 2,10y — Tngng—1 = 0mod p¥n

Avec
VneN:y, =¢, —m

On obtient

(B—a(l —<I>))<I>”+i(—6+oz<1>) (1—o)"

VnENzl/zn—[ 7

Sl

1 n+l _ _ n+1 — 1m
_(2[E(¢ (1—®)")| —1)

2- Si p = 2, alors

Vn € N: Zping — Tngng—1 = 0mod 2Vn
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La suite(¢,),, s’écrit sous la forme

VneN:y =¢ —(m+1)

On obtient
/ 1 1
vn € N, = [E(B—a(l—@))@uﬁ(—ma@)u—qﬂ
2 [% (@ — (1 - @)nﬂ)} CD(m+1)
— (2 [% (@ — (1 - @)nﬂ)} .y

Conclusion 3.2.2
1) Sip#2, alors
a) La vitesse de convergence de la suite est de l'ordre v, .
b) Comme |1 — ®| < 1, alors (1 —®)" — 0 et
1 2

W, =~ 7 (B—a(l—a))o" — ﬁ(q)”*l —1)m

donc le nombre nécessaire d’itérations n pour M chiffres donnés est

V5(M—m)
In (Bfa(17¢)72<1>m>

"= In®

avec f — a(l — @) —2dm > 0.
2) Si p =2, alors

a) La vitesse de convergence de la suite (x,,), est de l'ordre 1, .
In( 7=YBRtne) )
b) n = B—a(l—®)—2&(m+1)
- In®

avec f —a(l — @) —2®(m+ 1) > 0.
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Conclusion Générale

On considére les ensembles suivant

(

Si=qa€Qy:la[,=1¢, sim=0
Sip # 2, Sy=7a€Qy:laf, <1, sim>0

Szy=qa€Qy:lal,>1¢, sim<0

\
((Bi={a€Qy:lal, =4}, sim=—1
Sip = 2, Be={a€Qy:|a|, <4}, sim> -1
| Bs={a€Qq:al, >4}, sim< —1

On conclut
1. La méthode de Newton :
(a) Sip # 2, alors
i. La vitesse de convergence est quadratique pour tout nombre p-adique ap-
partient & Si.

ii. La vitesse de convergence est plus rapide (quadratique avec un avance-

ment) pour tout nombre p-adique appartient a Ss.
iii. La vitesse de convergence est moins rapide (quadratique avec un retard)
pour tout nombre p-adique appartient a Ss.
(b) Sip =2 alors
i. La vitesse de convergence est quadratique pour tout nombre 2-adique ap-
partient & Bj.

ii. La vitesse de convergence est plus rapide pour tout nombre 2-adique ap-

partient a Bj.

iii. La vitesse de convergence est moins rapide pour tout nombre 2-adique

appartient a Bs.
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2. La méthode de la sécante :
(a) Sip # 2, alors
i. La vitesse de convergence est superlinéaire pour tout nombre p-adique
appartient a S;.

ii. La vitesse de convergence est plus rapide (superlinéaire avec un avance-

ment) pour tout nombre p-adique appartient a Sj.
iii. La vitesse de convergence est moins rapide (superlinéaire avec un retard)
pour tout nombre p-adique appartient & Ss.
(b) Sip =2, alors
i. La vitesse de convergence est superlinéaire pour tout nombre 2-adique
appartient a Bj.

ii. La vitesse de convergence est plus rapide pour tout nombre 2-adique ap-

partient a Bj.

iii. La vitesse de convergence est moins rapide pour tout nombre 2-adique

appartient a Bs.
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