ot 1 Bl 751 dppgand
République Algérienne Démocratique et Populaire

o) Coudl 5 Judl ol 3y

Minstere de I’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

CENTRE UNIVERSITAIRE DE MILA
INSTITUT DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE

Mémoire de fin d’étude
Présenté pour I’obtention du dipléme de

Licence Académique

Domaine : Mathématiques et Informatique
Filiere : Mathématiques
Specialité : Mathématiques Fondamentales

Théme

Les operations arithmetiques dans le corps Qp

Présenté par : Dirigé par :
1- Daas nawal Kecies Mohamed
2- Kerrouche saliha

Année universitaire 2011-2012




Tk TR

Remerciements

N ous tenons da remercier en premier et avant tout, notre

créateur <KALLAH>>, qui nous aide a réaliser ce travail.

Nos sinceres gratitudes et remerciements a notre encadreur
Mohamed Kecies pour le grand soutient moral et leur aides précieuses
qui nous apportez durant tout ce travail.

Nousadressons, également, mes remerciements chaleureux aux
membres de ['institut des sciences et de la technologie et a tous ceux qui

ont pris part de prés ou de loin, da la réalisation de ce travail.

Nawal et Saliha




Table des matiéres

T uction Générald

(1 Corps valués ultramétriques complets|

(1.1 ~ Corps normés|

(1.2 Construction d’un corps normé complet|. . . . . . ... ... .. ... ...

2 Corps des nombres p-adique
[2.1 ~ Valuation et norme p-adique sur Q] . . . . . . ... ... ... ...,
2.2 Norme p-adiquel . . . . . . . . . .

[2.3 Les nombres p-adiques| . . . . . . . .. ... L o

[2.4 Les entiers p-adiques| . . . . . . . . . . ...

[3 Les opérations arithmétiques dans le corps des nombres p-adiques|

B.1 Codes de Hensel |

3.2.1

Addition :

[3.2.2  La Soustraction (recherche des opposés) :|. . . . . . ... ... ...

[3.2.3  Multiplication des nombres p-adiques :| . . . . . ... ... ... ..

(Bibliographie|

15
15
17
20
23

27
28
29
31
32
35

36



Introduction Générale

Les notions des nombres p-adiques et de I'analyse p-adique sont apparues pour la
premiére fois, au début du vingtiéme siécle grace au mathématicien K.Hensel considére
comme |'inventeur des nombres p-adiques.

Pour tout p un nombre premier, le corps QQ, des nombres p-adiques est obtenu suite a la
complétion du corps des rationnels Q par rapport & une certaine norme spécifique appelée
norme p-adique qui est non-archimédienne, comme elle induit une distance ultramétrique
appelée distance p-adique.

Parmi les propriétés spécifiques de 'analyse p-adique, on peut citer par exemple le
fait qu’une série converge si et seulement si son terme général tend vers zéro.

L’utilisation des nombres p-adiques est fréquente en théorie des nombres et en Géo-
métrie. D’autre part, depuis quelques années plusieurs auteurs en Physique Mathématique
prennent comme corps de base, au lieu des corps des nombres réels et complexes, les corps
p-adiques.

Ce mémoire est réparti sur I'introduction générale, et trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on a commencé par donner quelques rappels des notions
fondamentales du corps normés ultramétriques muni d’une norme non Archimédienne. En
suite, on a appliqué ces notions et la procédure de complétion pour construire les corps
complets.

Dans le deuxiéme chapitre, on a construit pour chaque p premier de “nouveaux
nombres” selon le procédé de complétion par rapport a la norme p-adique, appelés nombres
p-adiques noté Q, qui étend le corps des nombres rationnels Q. Nous avons présenté aussi
la valuation p-adique, la norme p-adique et le corps des entiers p-adiques Z,,.

Enfin, dans le dernier chapitre, On a exposé les régles des opérations arithmétiques,
dont l’addition et la recherche d’opposés, ainsi que les régles de multiplication et de

recherche des inverses, en utilisant les codes de Hensel.



Chapitre 1

Corps valués ultramétriques

complets

Le but de ce chapitre est de présenter la construction des corps normés complets. On
va donner des notions fondamentales sur les corps normés ultrameétriques et la procédure

de complétion pour construire les corps normés complet.

1.1 Corps normés

Définition 1.1.1 Soit K un corps.

1) On appelle une norme sur K toute application ||.|| de K dans RT telles que :
i)Vee K:||z|| =0<= 2 =0.

i) Y,y € K+ flz -yl = [le]l -yl

iii) Yo,y € K @ ||z +yl| <||z|| + ||ly|| (I'inégalité triangulaire).

2) On dit que la norme ||.|| est ultramétrique ou non archimédienne si
Ve,y € K ||lx +y|| < max(||z], ||ly|]) (Inégalité triangulaire forte)

c’est a dire une norme qui vérifie une condition plus forte que l’inégalité triangulaire.

3) Une norme constante ||.|| est dite triviale si est seulement si
1,six#0
]l = o
0,522 =0

Remarque 1.1.2
1) On dit parfois valeur absolue au lieu de norme de corps.

2) La norme est une extension de la valeur absolue des nombres aux vecteurs.



3) La norme ||.|| est un morphisme de groupes entre les groupes multiplicatifs (K*,.) et
(R%,.) et donc que ||1|| = 1.

Exemple 1.1.3 La valeur absolue usuelle |.| est une norme archimédienne sur R. Car
|(=1) =4[ = 5> max(|(=1)[, [4]) = 4

Définition 1.1.4
1) On appelle corps valué, tout couple de la forme (K,||.||) ou K est un corps et ||.|| est
une norme sur K.

2) On appelle la distance induite sur K par ||.||, la distance d) sur K définie par
Vr,y € K dj(z,y) = [z — y|
3) Si ||.|| est une norme ultramétrique, alors
Y,y z € K+ dyy(z,z) < max(d)(z,y), dy(y, 2))

et la distance induite par cette norme appelée distance ultramétrique.
4) Lorsque K muni de la distance ultramétrique, on dit que K est un corps valué ultra-

métrique. Dans le cas contraire, on dit que K est un corps valué archimédien.
Proposition 1.1.5 K est un corps ultramétrique si et seulement si
VneN:|n| <1
Autrement dit N est borné selon ||.||.
Preuve. Supposons que K est ultramétrique et montrons par récurrence que
VneN:|n|| <1

pour n = lona |[1]| =1 < 1.
Supposons que||i|]| < 1 pour tout ¢ < n et montrons que |[n+ 1| < 1.
On a

ln+1 < max{[n[,[[1]} =1
= [n+1|| <1



Pour I'implication réciproque. On suppose que Vn € N : ||n|| < 1.

Soient x,y € K, alors

n

ZC’ff-xk

k=0

Iz + )"l =

< Z ICH - ] - |

<D NGl el - llyl™ ™" avee [[Chl <1
k=0

n k n—k
= @+ )" < llzll" -yl
k=0

On sait que |[z]| < max(||z[[, [[yl), [lyll < max([lz], [[y]}). Par conséquent

o el < fmax(el )
=0 '{uyu < fmax([ ]yl

On obtient
)yl " < fmax (||, ly[))]* - [max (||, lyI)]"* = [max (||=||, [ly|)]", YK =0,n

Ce qui donne

Iz +y)"ll < Zmax [zl s 1y lD]™
< (n 1) - [max ([|[], [ly[))"

1
= llz+yll < (n+ 1) max([l], fly])

On sait que lim (n + 1)% =1,alors ||z + y|| < max(||z],]ly||). Par conséquent ||.|| est

une norme ultramétrique. m

Proposition 1.1.6
Soit K un corps non-archimédien, a,x € K, on a si |la—z| < |al, alors ||z] = ||a||

Autrement dit, tous les triangles de (K, ||.||) sont isocéles.

Preuve.

Soient x,a € K, alors
z]] = [z — a+ al| < max{|lal| , [z — al} = [la]
= [zl < [all
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D’autre part, on a

lall = [la =2 + || < max {||lz —all , [l«]|}

Si ||z — al| > ||z, alors ||a]| < || — al| . Contradiction avec I’hypothese.

Donc ||z — a|| < ||z, ce qui donne ||a]| < ||z||.On déduit que |la|| = ||z||. =

Définition 1.1.7 Soit (z,), C (K,||.||). Alors
1) On dit que (x,),est une suite de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante, appelée

critére de Cauchy
Ve > 0,3ng € N,Vn,m > ng : ||z, — x| <e

Ceci est équivalent &  Lim ||z, — x| = 0.
n,m—-+00

2) On dit que (z,,), est une suite converge vers x € K si et seulement si
Ve > 0,3ng € N,V > ng @ ||z, — 2| <e
3) On dit que (z,), est une suite bornée si et seulement si
de>0,Vn e N: ||z,]| <c

Remarque 1.1.8 Dans un espace métrique :
1) Toute suite converge est de Cauchy et la réciproque est fausse dans le cas général.

2) Toute suite de Cauchy est bornée.

1.2 Construction d’un corps normé complet

Définition 1.2.1 Un espace métrique M est dit complet si toute suite de Cauchy de M
a une limite dans M. C’est-a-dire qu’elle converge dans M. Autrement dit [’espace M n’a

pas de trou ou n’a aucun point manquant.

Exemple 1.2.2 Les nombres rationnels ne forment pas un espace complet. Car si on

considére la suite (x,), définie par

14 141

=1 = — = — ..
Zo y L1 10,372 100’

(x,,), estune suite des nombres rationnels, de plus elle est de Cauchy dans Q. Cependant,
elle ne converge pas dans Q, puisque elle a une limite /2 dans le corps complet R.

Définition 1.2.3 (Définition générale de la complétion)

Soit K un corps normé arbitraire (non complet) muni d’une norme ||.||, et K un autre
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corps normé (construit & partir de K) muni d’une norme |.||z .On dit que K est le
complété de K si

1) K contient K (K C K ).

2) K est dense dans K par rapport & la topologie associé avec .1l %-

3)Vr e K : ||zl = ||zl|z (la norme ||.||z est définie a partir de ||.|| ).

4) (K, .1 z) est complet.

Si un espace métrique n’est pas complet, nous pouvons toujours le compléter en lui
ajoutant les limites de toutes les suites de Cauchy modulo une relation d’équivalence.
Dans le cas ou le corps Q est muni de la norme euclidienne |.|, la procédure de complétion
donne le corps R. La construction d'un espace métrique complet est donnée selon les
étapes suivantes :

1) Etape 1 : On note par

SC’(K):{A:{an}nGKN: lim ||an—am||K:O}

L’ensemble des suites de Cauchy défini dans (K, ||.]|).
On définit sur SC(K) les lois suivantes :

+: SC(K) x SC(K) — SC(K)
(@) (On),)  +— (an+ba),

SC(K) x SC(K) — SC(K)

(@) (n),)  — (an-b),

Addition : {
Multiplication : { B

L’ensemble (SC(K),+,-) est un anneau unitaire, d’élément neutre lgcx) = {1},cn =
{1,1,1,..,1, ...} (vesp : Oscx) = {0},en = {0,0,0,...,0,...}) par rapport & la multiplica-
tion (resp : & l'addition).

Pour cela, il suffit de vérifier que SC (K) est un sous anneau de ’anneau produit K*.
En effet, si A = {a,},,B = {b,}, € SC(K) et n,m € N, alors

Ay by — Q- by = (@, — Q) - by + @ (b, — byy)
Ainsi
[@n - bn = am - bm| = [[(an — am) - by + a (b — bm) |
< [[(an = am) - ball + llam (br = bm)||
< lball - llan = aml + [|amll - [1bn — bm]]
< Bllan = aml| + o [|bn — by |

7



Telles que o = sup ||a, ||, B = sup ||b,]|, car {a,}, et {b,}, sont bornées. On déduit que

lim |la, by — @y - byl =0

n,Mm—00

= A-Be SC(K)
D’autre part, on a
(an —bp) — (am — bm) = (an — @) + (b, — by)
Ainsi
[(an = bn) = (am = b)|| = l[(an = am) + (b = bu) || < llan = am|| + [0 = bl

Comme {a,}, et {b,}, sont de Cauchy, alors lim ||(an, —bn) — (@n — by)|| = 0.
On déduit que A — B € SC (K). 7

De plus SC (K) n’est pas un corps puisqu’il contient un diviseur de Zéro
{1,0,0,0,...} - {0,1,0,0,...} = {0,0,0,...,0,...} = {0}, _x-
2) Etape 2 : On définit ’ensemble des suites nulles de Cauchy
SN(K) = {A = {a,} € SO(K) : lim_[Ja,|c = 0}
3)Etape 3 : On définit sur SC (K) une relation R par
V{an}, , {bn}, € SC(K) :{a,}, R{b,}, = nhlnw lan — byl x =0 <= {a, — b,} € SN(K)

R est une relation équivalence. En effet :
Soient {a,}, ,{bn},,{cn}, € SC(K). Alors

lim |ja, —anllx =0 = {a,}, R{a,}, (réflexivité)

n—--auoo

D’autre part
{a,}, R{b,}, < lm |a, — byl =0

— lim ||by — anfl; =0
n—mm~o

= {b,}, R{a,}, (symeétrie)



lim |la, —b,||x =0
{ou}, R {enl, lim[Jbn — el = 0
Alors

llan = nll e = l{an = bn) + (bn = ca)llc < llan = bl + 110 = cnll

Pour n — o0, on obtient lim,_. ||a, — ¢,/ = 0. Donc
{an}, R{c,}, (transitivité)

4) Etape 4 : Soit K = SC(K)/SN(K) I'ensemble des classes d’équivalence des suites
de Cauchy {a,}, pour la relation  définie précédente. On note par (a,) € K la classe

d’équivalence de suite de Cauchy {a,}, € SC(K) et la suite constante

{a},cn ={a,a,a,...} ,ae K

appartient a des classes différentes pour différents éléments a.

Notons par (a,) la classe d’équivalence qui représente la suite de Cauchy {a},. Ainsi
(an) € K, et nous allons considérer K comme un sous ensemble de K, et nous identifions
a€K avecd=(a) € K.

Théoréme 1.2.4 L’ensemble quotient K = SC(K)/SN(K) est un corps.
Preuve. 1l est facile de vérifier que K muni des deux opérations suivantes :

A+ B = (an) + (by) = (an + by)

V{a,} €A KN{b) EBEK:
{G/ }nEN { }nEN { AB = (an) . (bn) = (a’nbn>

est un anneau commutatif, tel que son élément neutre par rapport a ’addition ( resp : a
la multiplication ) est 0 (resp : 1).
Il reste & montrer que tout élément de K admet un inverse par rapport a la multiplication.
C’est-a-dire

VAe K*3Ae K : AA=1

Soit A € K tel que A # 0 = SN(K) et {an}, ey un représentant de A (une suite de

Cauchy dans K). Tant qu’elle n’est pas nulle, alors

JC € R*,3IN € N*: |la,|| > C,¥n > N



On définit une autre suite {a}}, . par

0 ,si 1<n<N-1
i ,sin> N

La suite {a}}, . est de Cauchy. En effet :

Pour tous n,m > N, on a

1 1 |am — an|| -2
0< CL* —Cl* = ||l — — :—<O Ay, — Q —>Onm—>oo
— || m n” ||am GnH Ham”HanH — || m TLH » 19y

Notons la classe d’équivalence de {a%}, . par A™'. On a

{an}neN : {a:;}neN = {an'aZ}neN = 07 07 cee 707 17 ]-7 e

(N—=1)terme
On trouve
{anantpeny — {1hen =4 -1, —1,...,—-1,0,0,... » € SN(K)
(N—;);erme

Ceci implique que {a, - a%}, .y € 1, c’est a dire que
(anal) = A.B=1
Alors AA1 =1 m
Définition 1.2.5 Pour tout A = (a,) € K , on définit l’application

K — R*

A — JAlg = tim Janllx

1117 -

Proposition 1.2.6 L’application ||.||z est une norme sur K. Elle est non-archimédienne

st la norme de K est non-archimédienne aussi.

Preuve. Cette norme est bien définie. Pour cela, nous devons montrer que la limite
existe et indépendante du représentant {a,}, € A € K. Ona {an}, est une suite de
Cauchy, alors

Ve > 0,3n0 € N,Vn,m > ng : ||y, — ay|| < €

10



D’autre part, on sait que

llamll,, = llanll, | < lam — anll,

On obtient, pour tout € > 0,

lamll, = llaal, | < e
La suite de nombres réels {||a,|| }nen est de Cauchy dans (R, |.|) complet, alors elle a une

limite [ € RT. Donc lim [|a,| 5 existe.
n—--+400

Supposons que {a,}, et {a} sont deux représentants de A. Alors par la méme inégaliteé,
nous avons

. / . / —
0< Tim [, = la}l, | < Tim fla, = a,], =0

. R
Mlors lim_lla, o= lim_(le,],

On vérifie les trois propriétés de la norme :
1) Si A= (a,) € K telle que A = 0, alors
A= (a,) =0 <= {an},cy € SN (K)

< lim |la,|r=0
n—-+o0o
— [[Allgz =

Si A= (a,) # 0, alors {an}, .y € SN (K), on obtient
Je € RY,IN e N* : [jay|| > ¢ >0,Yn > N

= limJlag||; #0
= ||Al|z >0

2) Soient A = (a,) € K, B = (b,) € K , alors
14-Bl, = tim_flasbulc = tm (ol - [b)

— i T — lAll = - |Bll »
i _flanll - lim [l = 4l - 185
3) Pour A= (a,) € K, B=(b,) € K ,ona
A+B|_ = 1 ntbnll < i n b,
A+ Bl = tm_ o, + bl < _tm (ol + ] )
< tim_flaulle+ Tm_ bl = |4l + [1Bl5

’application ||.||# est une norme. m

11



Lemme 1.2.7 Soient K un corps muni de la norme non-archimédienne |||k, et (an),cy

une suite de Cauchy et b € K posséde la propriété b # lim a,. Alors

n—-s-4o00

M € N,Vn,m > M : ||a, — bl|x = ||am — b||x

On dit que la suite des nombres réels (||a, — b||k),cy €5t stationnaire. En particulier, si

(an),en Mest pas une suite nulle, alors la suite (||ay ||k ),y €st stationnaire.

Preuve. Soit (a,), .y une suite de Cauchy
Ve >0,dM > 0:VYm,n > M = ||a, — anllx < €
D’autre part, on a

[ (@m = b) + (b= an) [l = llam = anllx = [[lam = bllx = |[b = an] x|

= [lam = bllx = b= anllx] <e

Donc la suite (||a, — b||k),cy est de Cauchy dans R, d’ou elle est convergente. Soit [ sa
limite et

b # hm+ an = |la, —b||x >0=1>0

Nous avons, par définition
Ve >0, IM; e N:Vn > My = |||la, — ||k = 1| <¢

Donc pour € = £ >0, on a £ < [|a, — b]|x < 2. On obtient

!
aM; e N :Vn>M1:>||an—b||K>§

De méme, puisque (a,), est de Cauchy dans Q,, alors pour ¢ = é, il existe My € N tel

que

l
Vn,m > My = ||ay, — an||x < 3

On prend M = max (M, M) . Alors pour tout n,m > M, on obtient
lam = bl = llan = b+ am — anl[x = max{[jan — bl x, [|[am — anllx} = [lan — bl x

Montrons que || .||z est non-archimédienne :

Soient A = (ap)n, B = (bp)n € K telle que A # B. Supposons que les deux suites ne sont

12



pas nulles (b = 0), D’aprés le lemme (1.2.7)), on obtient

dN: € N,Vn> Ny = [|A]lz = |lan]l & (1.1)
dN, € N,Vn> Ny, = ||B||z = ||bn]|

Soit N = max(Ny, N2). Alors d’aprés (1.1)) et ||.||x est ultramétrique, on trouve
lan + bull i = max ([lanlxc, x|l ) = max (Al z, | Bl z)

Donc

lim_la + bl = max (Al . | Bllz)
— || A+ Bl = max (||Al|z, | Bl z)
Alors ||.||z est une norme ultramétrique. m

Théoréme 1.2.8 L'espace K muni de la norme | .|l . est complet. De plus K est un

sous-ensemble dense dans K.

Preuve. 1) Montrons que K est dense dans K.

On sait qu’on peut identifier la suite constante {c} ={c,c,c, ...}, c € K avec sa classe

neN
d’équivalence

c={cc0c, ...}

Soit A € K et {@m }men est une suite de K qui représente A.

Pour tout entier positif fixé ”n”, nous considérons la suite constante a,, donc la suite
{am — an}men représente la classe A — (ay,), et comme {a, },en est de Cauchy, on peut
écrire

lim [ A-(a,)||p = lim ( lim || am—anHK) =0 (1.2)

n—-—+00 n—4oo \ m—-+oo

Il vient que K est dense dans K.
2) Montrons que (K, || #) est complet
C’est-a-dire toute suites de Cauchy de K est convergente dans K.
Soit {A,}nen = {41, Az, ...} une suite de Cauchy dans [?, d’apres la densité de K

dans K , alors pour tout A, il existe un élément a, € K tel que
_ 1
I A - (@)lz < - (1.3

Donc {A, — (@) }nen est une suite nulle, d’ot elle est de Cauchy dans K.

Nous avons

{(dn)}neN = {An}nEN - {An - (dn)}neN

13



Alors {(@,)}nen est une suite de Cauchy dans K , et comme tous ses éléments appar-
tiennent a K, alors {a, }nen est de Cauchy dans K.

De et (1.3), on déduit que {A — (a,) }nen et {An — (@n) fnen sont des suites nulles
dans K. Donc sa différence

{A - An}neN = {A - (C_LTL)}nGN - {An - (an>}n€N

est une suite nulle dans K , ce qui implique que liT | A— A,z = 0. 1II vient que
A= lim A,. [

n—-+o0o

14



Chapitre 2

Corps des nombres p-adique

Dans ce chapitre nous allons présenter le corps des nombres p-adiques ol p désigne
un nombre premier. Nous allons appliqués la procédure de complétion que nous avons
vu dans le chapitre précédent sur le corps des nombres rationnels, en utilisant une norme
spécifique appelée norme p-adique. On va donner quelques notions et résultats importants

concernant la valutaion, la norme et les entiers p-adiques.

2.1 Valuation et norme p-adique sur QQ

Définition 2.1.1 Soit p un nombre premier. Alors
1) On appelle valuation p-adique d’un entier rationnel non nul x € Z* notée v, (x) le plus

grand entier positif tel que p*»™® divise .

vy L — LT
r — v, (r) =max{r € Z" :p" divise x}
Dans ce cas x s’écrit

z=up”® onueZ, (u,p) =1

tel que (u,p) désigne le pged de u et de p. Autrement dit la valuation p-adique compte le
nombre de fois que l'on peut diviser un nombre par p.

2) La valuation p-adique d’un nombre rationnel non nul x € Q* est définie par

v: Qf — Z

r > v, (r) =max{r € Z: p"divise x}

Remarque 2.1.2 0 est divisible une infinité de fois par p, alors v, (0) = +o0.
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Exemple 2.1.3 Soit a € Q. Alors

1) a=p*+p*+2p*, vy(a) =2,Vp > 2
2)a=24=3-8, (3,8) =1, v,(a) =1, pour p=3
3)a=14=2-7,(2,7) =1, vy(a) =1, pour p =2

Proposition 2.1.4 La valuation p-adique vérifie les propriétés suivantes :
1) siz=4%e€Q*, alors v, (z) = v, (%) = v, (a) — v, (b)

2) v, (x-y) =0, (x) +v,(y),Ve,y € Q

3) vp (x +y) = min{v, (z), 0y (y)} Ve, y € Q

Preuve.
1) Soit z = § € Q* telles que

a=a;.p*@, (a,a,) € Z2, (ay,p) = 1
b - bl'pvp(b)7 (ba bl) S Z*27 (blap) =1

Ce qui donne

. a ay.pUr(®) Q1 wp(a) _vp(d)

= o ® b = (bi,p) =1
b bip® bl (a1, p) = (b1, p)

Alors
a

0 (2) =, (5) = 0 (@) — 0, )

2) Soient z,y € Q, alors il y a trois cas a étudier :
i) Siz =0o0uy =0, on a alors zy = 0, donc v, (zvy) = +0o0 et v, (z) + v, (y) = +o0. D’ou
Pégaliteé.

ii) Si xy = 0, alors v, (ry) = +00. Clest a dire

pr e
VneN:p" |y =VkmeNk+m=n: m
Py

v, () > k,Vk e N
—
v, (y) > m,Vm € N
= v, (r) = +00 et v, (y) = 00

Par la convention (+00) + (+00) = +00. Donc v, (z) + v, (y) = +o00. D’ou I'égalite.
iii) Soient x,y € Q* telles que



On obtient
Ty = Cd.pvp(9”)+”p(y)7 (Cd, p) =1

= vp(x.y) = v, (z) + v, (y)

3) Soient z,y € Q telles que

On obtient

0 . C , 0d+p*"ed

. ad + p*~".cd o
= 0(p") +vp(—— ) =7+ vy (ad + ped) = v, (bd)

Tant que (bd, p) = 1, alors v, (bd) = 0. Comme ad + p*".cd € Z.
Donc v, (ad + p*~".cd) > 0. On conclut que

(7 +y) = 7= min (v,(2), v,(y))

2.2 Norme p-adique

Définition 2.2.1 Soit p un nombre premier.

1) On considére l'application |.|, définie par

p~ @ sz #£0
o= k=4 siz=0

avec v,(x) représente la valuation p-adique de x. L’application ].|p est appelé la norme

p-adique (la valeur absolue p-adique) de Q.
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2) La distance sur Q induite par cette norme notée d, est définie par

d,: QxQ — RT
(xvy) - dp(a:,y):|x—y|p

Remarque 2.2.2

1) 0 est divisible une infinité de fois par p, donc on a |0, = = =0.

2) 1 n'est divisible aucune fois par p, donc |1|, = ]% =1.

Proposition 2.2.3 Pour tout p premier application x +— \x|p est une norme ultramé-
trique sur Q.

Preuve.
1) Soit z € Q, alors

|x|p:0(:>p_vp(m) =0 —u,@)=—0s )=+t r=0
2) Soient z,y € Q. Alors, si x = 0 ou y = 0, on a 1’égalité.
Six #0ety+#0, on trouve

’f]: . y|p — pfvp(x‘y) — pfvp(x)fvp(y) — pfvp(x) . piUP(y) — ‘x’p . |y’p

3) Soient z,y € Q. Alors
vp (z +y) = min (v, (), v, (y))

= —v, (z+y) < —min (v, (2) , v, (y)) = max (—v, (), —v, (y))

= por@Hy) < pmmin(p@)vpW) — pmax(=vp(@),=v ) — max <p—vp(x)7p—vp(y))

= |o +yl, < max{Jal, Iyl |

Remarque 2.2.4

1) La norme p-adique |.|, prend ses valeurs dans ’ensemble discret {0} U {p" :n € Z}.

2) Z est un ensemble borné selon cette norme.

VeeZ:|z],<1
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Exemple 2.2.5

1) Pourx = 2 = 3L — 92 5 571 x 71 x 32 x 11 € Q. Alors

1

T 2], =1,Vp > 11

1
’33|2:47|5C|3 |x|5 5\x|7 7‘$|11

2) La distance usuelle de 252 a 2est d (252,2) = |252 — 2| = 250. Par contre, la distance
5-adique de 252 o 2 que la note ds (252,2) est

ds (256,2) = [252 — 2|, = |250]; = |5° - 2|, =
Le théoréme suivant donne la relation entre les différentes normes p-adiques.

Théoréme 2.2.6 (La formule de produit)

Pour tout nombre rationnel non nul a € Q*, on a

jaloe - I lal,=1

p premier

Autrement dit, pour tout a non nul de Q, |a|p est égal a 1 sauf pour un nombre fini de

valeurs de p.

Preuve. Soit a € Q*. Alors la factorisation primaire de a s’écrit

Cl_¢101 P3 pZ”“
Alors
= |Fp™ Py =P P pe e

Telles que
Vie{l,...,k}:|al,=p;"™"

D’autre part, si p ¢ {p1,pa,. pi}, alors |a|p =
On obtient

o I lal,=lals

p premier

lal

k
_ p3 '-~-'p?k)'Hp;mZ:
=1
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Exemple 2.2.7 Pour tout p ¢ {2,3,00}, on a |2{p =1, ce qui donne

3
‘ 2 H
3
o0 p premier

2
3

p

Notons que la propriété remarquable suivante n’est pas vraie pour la valeur absolue

ordinaire (vraie seulement pour les espaces ultramétriques)

Théoréme 2.2.8 Soit (a,), suite de Q. Alors (ay,),est une suite de Cauchy si et seule-
ment s1
lim |ap41 — an]p =0

n—---4oo

Preuve.
1) Si(ay), est une suite de Cauchy. Alors
Ve > 0,dng € N,Vn,m > ngq : Um — Gn|, < €
En particulier, pour m =n+1 > ng, on a

Ve > 0,3dno € N,Vn > ng @ |ap — an]p <eg

= lim \anﬂ—an\p:()
o0

n—--+
2) D’autre part, supposons que lilr£1r |ant1 — anl, = 0. Alors d’aprés la définition de la
n—— oo
limite
Ve > 0,3np € N;Vn > ng @ |ap — an]p <e

Prenons € > 0, m > n > nget examinons |a,, — an]p. On a

|am - an| = |am — Q-1+ Qpp—1 — Qp—2 + ... + Qpy1 — an’

p p

< max{]am — am,l\p s am—1 — am,glp ooy | Qg1 — an]p}
< max(e,¢,¢,...,e) =€

Alors (ay,)nen est une suite de Cauchy. m

2.3 Les nombres p-adiques

L’espace métrique associé a la distance p-adique n’est pas un espace complet, tout

comme QQ n’est pas complet pour la valeur absolue ordinaire. Lorsqu’on compléte Q par
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rapport a la distance associée a la valeur absolue |.| ,on obtient R, de la méme fagon, on
complete Q par rapport a la distance associée a la norme p-adique, on obtient un espace
complet que I’on note QQ,. L’exemple suivant nous montre que I’espace métrique (Q, Il p>

n’est pas complet.

Exemple 2.3.1 On considére pour p =7 les deuz suites (a,), et (z,), de Q définies par

ag = 3
ry = CLO:3
Ty = I1+CL1'7:CLO+(11'7

T, = ap+a-T+..+a,1-T1Vn>1

= Tyl =Tp+ay - 7"
= Tpy1 — Ty = 0mod 5"

On détermine a, € {0,1,2,3,4,5,6} et x,, par la suite de congruence
Vn>1:22 —2=0mod7"

On obtient la relation de récurrence
Tpi1 = Ty + 22 — 2mod 71

La suite (x,), est de Cauchy dans Q car
n 1
|I‘n+1—$n|p§|7 |7:7—n—>0,n—>oo

Cependant, elle ne peut converger vers x € Q, puisque dans ce cas, on aurait x> —2 =0

dans Q. Il n’existe pas d’entier x vérifiant cette derniére équation. Ce qui est impossible.

Définition 2.3.2 Soit p un nombre premier.

1) Le corps des nombres p-adiques est la commplétion de ’espace métrique (Q,d,). Ses
éléments sont les classes d’équivalence des suites de Cauchy des nombre rationnels {a,},
muni de la relation suivante

{a.} R{b.} & liIE la, — byl =0

p
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2) On prolonge la norme p-adique définie sur Q a tout Q, par

Va € Q,: lal, = nli—r>noo |,

ot (o) ets une suite de Cauchy d’éléements de Q qui représente le nombre p-adique a.

Remarque 2.3.3
1) Q est inclus dans Q, de plus il est dense dans Q,.

2) Q, est un corps valué complet ultramétrique.

Lemme 2.3.4

Soit © € Q avec ]x\p < 1. Alors pour tout n € N, il existe un entier unique o €
{0,1,...,p" — 1} tel que

la—zf, <p™
Preuve. Soient v = ¢ € Q, (a,b) = 1 et p un nombre premier. On a
], = p~ @ < 1= p7® <11
sy prr@®) <

= 1,(b) =0

pour assurer que |z|, < 1. Alors

(p,b) = 1= (p",b)=1,YneN

= dmqy,mo €Z :mib+mo.p" =1

Soit
a.my = amod p” (par la division euclidienne ou 0 < o < p™ — 1)
Alors
o — x| = ’oz - 2‘ = ‘a.ml — kp" — E) = _—a.(l —mqb) — kp"| = ‘E.(l — myb) + kp"
p b P b p b p b p

a T 2
= |la—zf, = ‘3.(m2p )+ kp

a
< max {‘—.(mgp")
p b

p,lkpnlp} —max{p ", p "} =p "

[ |
Théoréme 2.3.5 Si la classe d’équivalence a € Q, vérifie la condition |a|p < 1, alors
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elle posséde un seul représentant (\,) qui satisfait

M EZO< N, <p"—1
A1 = A, mod p”

Preuve. Voir [9] . =

Conclusion 2.3.6
1) La suite de Cauchy (\,) qui vérifie les condition du théoréme précédent s’appelle repré-
sentant canonique de a.

2) Tout nombre p-adique a € Q, admet un développement p-adique unique sous forme

d’une série convergente (série de Hensel) s’écrit sous la forme a = E By - p* ou

k=n

Br€{0,1,2,...,p—1},n€Z et |al,=p™

3) On note par a = B,B,,1... - BoB...la forme canonique de a ou - est appelé le point
p-adique qui nous permet de déterminer le signe de n, tels que :

(a) a=p,Byi1--B_1.0001..., sin <0

(b) a =-ByB1Pg..., sin=0

(c) a =-00...08,5;..., si n > 0.

Exemple 2.3.7 Soient les nombres 5-adiques suivants :
1)a;=13-41=1-52+3-514+4.594+1.5+ n=-2
2)ay=-1341=1-5°+3-5'+4.524+1-53n=0
3)as=-01341=0-5"+1-5'+3-524+4-53+1-54n=1
4) Le développement 5-adique de b = %

1

3= 2-5°+3.5' +1-52+3-5°+1-5* 4 ... = -231313131... = -231 (périodique)

5) Pour tout p premier, le développement p-adique de —1 est

“1=(p-D+p-1Dp+p-1-pP+p-1Dp +p-1)p"+.=@p-1-> p
5 1 no__
Par conséquent 5 = Zp =-11111.
n=0

2.4 Les entiers p-adiques

Une partie intéressante de Q, est I’ensemble des élément de la norme p-adique infé-

rieure ou égale & 1 que 'on note Z,,.
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Définition 2.4.1 1) On dit que le nombre p-adique a € Q,est un entier p-adique si le
développement canonique de a me contient que les puissances positives de p. Autrement
dit v, (a) > 0. On écrit

[o.¢]
a:a0+a1-p+oz2-p2+...+ozn-p”—|—...:Zan-p”,ogan<p

n=0

2) On note par Z, l'ensemble des entier p-adique, ou

Zp:{aEQp:a:Zan-p"}:{ae(@p:vp(a)z()}
n=0

Remarque 2.4.2
1)Z, = {aeQ,:v,(a) >0} = {a €Qy:lal, < 1}. Autrement dit 7, représente le
disque de ['unité de rayon 1 et de centre 0.

2) Le corps Q,, est l'ensemble des fractions de Z,

a

Q, = {5 : (a,b) ez,,xz;;}

Définition 2.4.3 Soit a un nombre p-adique,
1) On dit que a est unitaire ou inversible si le développement canonique p-adique de a ne

contient que les puissances positives de p et le premier chiffre différent de zéro. On écrit

a:a0+a1-p+a2-p2—|—...+an-p”—|—...:Zan-pn,O<an<p
n=0

2) Notons par Zy(ou U,) l'ensemble de nombre p-adique inversibles (unitaires) défini par

n=0

Z;—{Zan-p":ao%()}—{ae(@p:vp(a)—O}—{aEZp:|a|p—1}
Proposition 2.4.4 Tout nombre p-adique o € Q,, s’écrit de fagon unique sous la forme
a=p"-uu€Zy,necl

Preuve.

1) Existence de la représentation : Soit o € Q,, alors « s’écrit sous la forme

a=—,(a,b) €Z, X7,

a
b’
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On sait que

m *
a = up-p" u € Zy,my = v, (a)
m *
b = ug-p™, uy € Zy,my = v, ()
Donc
a up-p™ o ug o, (O :
a=—-= = —-p™™" =wu-p",n =my—mg,u = — € Z; (puisque Z, un corps )
b ug-p™  uy Us

2) Unicité de la représentation :

Supposons que o admet deux représentations

a=uy-p"uy € Zy,my € Z

a=uy-p"* ug € Ly, my € Z

Alors
up - p"t = ug - p™?

1 mo—m1

= U Uy =P
-1\ __
:>Up(u1'u2)—m2—m1

Or v, (u1 . u;l) =0 (caru; -uy ' € Zy), alors my = my et u; = uy. ™

Exemple 2.4.5 Soient p = 5, o) = 413 =44+ 1-5+3-52+1-53+3-5%., et
o =42=4+2-5+2-524+2-5342.5%... Alors o) et a'? sont des nombres de Z%.
Par contre BV = 0140 =0+1-5+4-52+0-53+4-544+0-5°... ¢ 7% puisque le premier
chiffre est nul, et % =42.1331 =4-524+2.5'+14+3-54+3-5°4+1-53+3.5%.. ¢ Z*

puisque son développement 5-adique contient des puissances négatives de 5.

Théoréme 2.4.6 Une suite (a,), de Q, est de Cauchy et par conséquent convergente si
et si seulement si
lim |a,.1 —a,| =0

n—oo p

Preuve. De la méme fagon ot || est définie sur Q. m

Proposition 2.4.7 Une série g a, avec a, € Q, converge dans Q, si et seulement st
n>0

lim a, =0.
n—-+4o00o
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n

Preuve. On note par Z a; = s, la suite des sommes partielles. Alors
i=0

Z a, converge dans Q, <= (s,), = (Z a;), converge dans Q,

n>0 i=0
<= 5, — Sp—1 = a, converge vers 0 dans Q,

<= lim a, =0 dans Q,

n—-+oo

Remarque 2.4.8 Cette proposition est fausse dans (R, |.|), L’exemple le plus évident
d’une série dans (R,|.|) dont le terme général tend vers 0, mais qui ne converge par, est

la série harmonique E %
n>1
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Chapitre 3

Les opérations arithmétiques dans

le corps des nombres p-adiques

3.1 Codes de Hensel

Les opérations arithmétiques dans le corps des nombres p-adique Q,, sont faites chiffre
a chiffre. On part de la gauche vers la droite comme dans les calculs arithmétiques dans la
base p. Donc pour les calculs arithmétiques p-adiques, le probléme dépend du nombre (la
longueur) de suite des chiffres p-adiques. La solution consiste & introduire une arithmétique

p-adique de longueur finie (les codes de Hensel).

Définition 3.1.1 Soit p un nombre premier, le code de Hensel noté H(p, M,«a) de lon-

gueur M pour tout nombre p-adique o = p™.3 est le couple

(mant,, exp,) = (Ambmi1... - Apaq...az,m), M = |m|+t+1

ou les chiffres (a;) (resp : m) sont (la mantisse) les mantisses de o (resp : exposant), on
écrit

H(p, M, ) = (mant,, exp,) = (@mmi1... - Gpa1...az, M)
Autrement dit le code de Hensel est un segment fini (une approzimation) de son dévelop-
pement p-adique infini et M un entier positif qui spécifie le nombre de chiffres signéficatifs

dans le développement p-adique de c.

Notons Hy, pr U'ensemble des codes de Hensel d’un nombre p-adique.
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3.2 Calcul de code de Hensel

Soit a = ¢ € Q, un nombre p-adique et p un nombre premier, divisons a et b par le
nombre p autant de fois que possible jusqu’a obtenir a = p™.5, (cd,p) = 1.
Supposons que le code de Hensel de § est H(p, M, §) = (-a¢ay...anr—1,0), ot (ap—1...a1a0)

est la représentation de §(mod p™) dans la base p.

cd™ = ap_ 1 p™ 7t + .+ arp + ag(mod pM)

On distingue les cas suivants :

1) Si m = 0, alors premiérement on écrit le nombre § dans la base p, i.e :
cd™' = ay_1p™ Tt + .+ arp + ag(mod pM) = (aps—1...a1ap),p
puis en versant les chiffres (a;),_gz7— pour obtenir le code de Hensel de a.
H(p, M, «) = (-apay...ap—1,0)

2) Sim <0, alors dans ce cas a = p™.5,m < 0. Pour trouver H(p, M,a), il suffit de
trouver H(p, M, 5) comme dans le cas précédent, en suite on change le point p-adique
(—m) fois a droite.

H(p,M,a) = (apay...Qp_1 - ...Qp1—1, M)

3) Si m > 0, alors a = p™.5,m > 0.Pour calculer H(p, M, «), il suffit de calculer H (p, M, 5)

comme dans le premier cas, en suite on change le point p-adique m fois a gauche.
H(p, M, o) = (-0...00000a0@1 ...0 01— (m+1), M)

Exemple 3.2.1
: _2 . 4 oM _ _2_r02 _
1) Soient o = 5,p =5, M = 4,p™" = 625. Alorsa———SO.g,m—O et

3
2.37! = 2.417 = 209 mod 625
Ezxprimons le nombre 209 dans la base 5. On trouve

209 = 1.5° +3.5% + 1.5' + 4.5° = (1314);

Le code de Hensel de o = % est H(5,4, %) = (-4131,0).

2)Sia=2 alorsa=2=5"12 m=—1<0. On obtient H(5,4,2) = (-4131,0) et on
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change le point 5-adique une fois a droite, on obtient

2
H(5,4,2) = (4131, 1)

3) Sia="2 alorsa =L =512 m =1>0. On change le point p-adique une fois &

3 3 3
gauche, on trouve
10
H(5,4, E) = (-0413,+1)
Remarque 3.2.2 Les régles pour obtenir les codes de Hensel des nombres négatifs sont

les mémes.

3.2.1 Addition :

En régle générale, lorsqu’on additionne des nombres entiers usuels, exprimés en base
10. On additionne terme & terme. On additionne les unités avec les unités, les dizaines
avec les dizaines avec la retenue éventuelle provenant de la colonne précédente,. . . et ainsi
de suite pour les autres termes du nombres. Pour I'addition des nombres p-adique, on
procéde de la méme maniére : on les additionnes terme a termes (Les calculs se faisant de
gauche a droite), tout en appliquant le systéme des retenues (les quotients de la division
euclidiennes).

Soient «, f deux nombres p-adiques telles que :

H(p, M, «) = (mant,, exp,) = (-apay...apr—1,€xp,)
H(p, M, ) = (mantg,expg) = (-bob1...bar—1,€xpg)

Donc pour trouver le nombre p-adique H(p, M, «) + H(p, M, j3) :
Premiérement, on normalise le code qui a le plus grand exposant selon lescas I, I'1, [11
précédents pour obtenir expg = exp,,-

Deuxiémement, On fait 'addition gauche a droite par rapport aux mantisses comme

suit :
ap ay ag e anr—1
+ bO b1 by Lo brr-1
= ag+by ar +by+r9 ax +bo+ry . . . . ay—1+by_1+ru—2

la retenue 7 correspond a la retenue éventuelle de la somme (ag+by), elle est additionnée
a la somme (a; + by). Le M — 1 rang correspond a la somme de ap 1 + b1 + 7ar—2,

I’éventuelle retenue de la colonne précédente.
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La formule générale pour trouver la somme est

Y=a+ B = YV VoY1

telles que
ap + b
Yo = ao+bymodp, o= [ 0 0]
ap +by +r
T = a1‘|’b1+7"omodp,r1:{%}
ap—1+ap—1+7ry—
Yv-1 = -1+ by +ry—emodp,ryy = [ - A; — 2]

Ceci est équivalent a

Yo = ao + bopmod p,rg = [—“OH’O}
vi—0M—2:¢ " P

aip1+bit1 +n‘]
p

Yit1 = Git1 + bip1 +rimod p, i = [

et

H(p,M,a)+ H(p, M, ) = H(p, M,~) = (mant, + mantg, exp,)

Exemple 3.2.3 Soient a = %,6 = %,p =5, M =4 tels que

1
H(5,4, ) = (4222, —1), H(5,4, 5) = (3222,0)

10

Remarquons que les exposants sont différents, donc nous devons normaliser le code qui a

le plus grand exposant
(:3222,0) — (-0322, —1)

On fait Uaddition entre les mantisses

b 4+0
Yo = ao—i—bo:4—|—Oz4mod5,ro:{ao+ O}Z{L]zo

5 5
b 2+3+0
M= a1+b1+7“0—2+3+050m0d5’h_{W}_[%}_1
b 2+2+41
vy = a2+b2+r1:2+2—|—150m0d5,7“2=[%]:{%}:1

V3 = ag+bs+re=24+2+1=0modbH
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C’est a dire 7y = 4,7, = 0,7, = 0,73 = 0. Ceci est équivalent a

+ 4222, -1
= . 0322, -1

4000, -1

On obtient H(5,4, %) + H(5,4, %) = (-4000, —1) = H(5, 4, ‘_;)

710

3.2.2 La Soustraction (recherche des opposés) :

Tout nombre p-adique A posséde un unique opposé B tel que A+ B = 0. Pour faire la

soustraction H(p, M, o) — H (p, M, ) ot v, B sont deux nombres p-adiques, en utilisant "I’

addition complétée". C’est-a-dire, on calcule le code H(p, M, —[3), puis on fait I’addition

comme dans le cas précédent (au lieu d’effectuer A — B, on fait A + (—B)).

H(p, M,o)—H(p,M,B) = H(p, M, o)+ H(p, M, —3) = (mant,,exp,)+ (mant_g,exp_g)

Trouvons H(p, M, —[3). Pour cela, on pose

A =mantg = -boby...bpr—1, B = mant_g = -bpb}...bh,_,

On obtient
bo + by = p, by = p — bo
At B0 ?)1+b’1+1:p,b’1:p—1—bl
é7M—1-|~b'M_1+1 =p,by_1=p—1—by_
Alors

o b
wi=T—1.] B=r—h
b= (p—1)-b,

Par cette formule, on trouve que —1lest —1=-(p—1)(p—1)(p—1)...(p — 1).

Exemple 3.2.4 Calculons la soustraction suivante % — %,p =5 M=4. On a

H (5,4, z) = (-2111,0), H(5, 4, ;) = (-4222,0)

On remarque que les exposants sont égau.
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Alors d’aprés (3.1)), on obtient H(5,4,32) = (-1222,0) et

3 3 3 -3 -3
H(5.4,7)~H(5.4,3) = H(5,4, )+ H(5.4, ) = (2111,0)+(1222,0) = (-3333,0) = H(5,4. )

3.2.3 Multiplication des nombres p-adiques :

Par définition, la multiplication est une opération produit associant a deux nombres,
I'un appelé multiplicande, ’autre multiplicateur, un troisiéme nombre appelé produit.
La multiplication de deux nombres p-adique se fait suivant la technique habituelle de la
multiplication de deux nombres entiers, comme on sait le faire habituellement. Pour faire
la multiplication, on multiplie les mantisses et on additionne les exposants. En effet, si

ap =P, g =Py € Qp, alors

Q1.0 = P"Mp™ ugug = p(m1+m2).u3

D’autre part, soient H(p, M, o) = (-agay...ap—1,m1), H(p, M, ) = (-boby...bpr—1,ms2).
Alors
H(p,M,a3) = H(p, M,a).H(p, M, ) = (-S0S1...Sp—1, M1 + m2)

Le tableau (la grille de multiplication ) suivant donne la multiplication dans H, y; :

X . Qo aq a9 as . . . . . . apnr—1
= - bg bl bg b3 e e e bM_1
P070 PO,l P0,2 Po’g e e e P07M,1

PI,O Pl,l Pl,g e e e Pl,M*Q

PQ,O Pg,l e e e P27M_3

P370 e e e P3’M_4

PMfl,O

= S0 S1 S9 S3 . . . . .. SM—1

32



tels que (P, ; = b;a; sont les produits croisés) définis par

Poo = bg.agmod p, o = [_bol.)ao}

_ bo.a1+7r0,0

P071 = bo.CLl + 0,0 modp, To1 = —p
P =h d _ | bo.a2+ro,1
02 = 0o-G2 +To1mOAp,To2 = | = —

_ bo.apns—2+ro v —3
Poyv—1 = bo.ap—1 + 1o p—2mod p, 1o pr—2 = [—

p
On écrit
- Py = bp.apmodp, 9 = [Mb ; ]
Vi=1,M-1: .
_ 0-4;+70,5—1
PO,j = bo.aj + T0,5—1 modp, Toj; = [%]
et
_ b1.a
Pl,O = bl.ao HlOdp, 7”170 == |: 1p 0}
P.=0 d _ | br.ai+ripo
11 = 01.01 +riomodp, rig = | T
Po.=D d | br.as+ria
12 =01.ag +rypmodp,rip = | = —
P, = d _ | br.ap—3+7T1 Mm—4a
1LM-2 = 01.0p—2 + T py—3MOAD, Ty p-3 = | =
On écrit

— bi.a
Pl,O = bl.ao modp, 0= [ 1p 0]

Vi=1,M-—-2:

_ bi.a;+r1 j_
Pl,j = bl.aj + T1,j—1 modp, T, = [#]

p
et ainsi de suite.

D’autre part, on pose

50 = Pppmodp,ry =0

_ Po1+P10
S1 = P071 + Pl,O modp, r = [T]

P P P:
S = P072 + Pl,l + PZ,O + 7 modp, e = [ 0,2+P1,1+ 2,0+r1]

p

Py nr—o+Pi pvr—3+...4+Ppy—2,0+7r0—3
p

sv—1=FPov—1 +Piv—o+ ...+ Py—1o+ry—omodp, ry_o = [

Exemple 3.2.5 Soient H(5,4, %) = (-apaiazas) = (-3313, —1) et H(5,4,3) = (-bob1babs)(-3222,1).
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Alors
x - 3 3 1 3
= . 3 2 2 2
Poo Poi P2 Bogs
Po Pig Pip
Py P
P

La premiére étape

Poop=bp.ap =3x3=4modd,r9p = [bo';o] = [%] =1

Po,l = by.a; + T00 = 3x3+1=0mod 5’710’1 _ |boartroo| _ [3><§+1] -9
1

5

Poa=bo.as+101 =3x1+2=0mod5b,rp2 = bo.a25+r0,1 = [SXHQ}

Pz =bp.a3+1902=3x3+1=0mod5
La deuxiéeme étape

P o=bag=2x3=1modb,r o= [M] = [g] =1

5
Pi=blai+mp=2x3+1=2modb,r; = bl“”;”vo :[ d

bi.az+ri1

Pra=biay+7r1,=2x1+1=3modb,r, = |2l —[3] =g

La troisiéeme étape

Pyg=byap=2x3=1mod5, 1m0 = [bz%} = [g] =1

P271£b2.a1+7"270:2><3—i—152m0d5

La quatriéme étape
Pg’g = bg.CLO =2x3=1modb

On obtient

50 = Poo =4modb, 79 =0

s51=F1+Pip=0+1=1mod5,r = [—Po’lzpl’o] = [%] =0

So=Fo+Pii+Po+ri=0+2+1+0=3mod5,r, = [Po’ﬁpl’lszz’ﬁ”] = [OHJSFHO} =0

83EP073—|—P1,2+P2’1+P370—|—T2:0+3+2+1+051m0d5
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Alors

x - 3313, -1
= . 3222, +1
+ 4000
1 2 3
1 2
1
= . 4131, 0

On obtient H(5,4, #.2) = H(5,4,2) = (-4131,0).

3.2.4 La Division :

L’opération de la division est similaire a 'opération de la multiplication car diviser
par un nombre A, revient & multiplier par son inverse. Pour effectuer la division entre
deux nombres p-adiques A et B , on trouve I'inverse de B modulo p", en suite on fait la
multiplication comme dans le cas précédent. Si le nombre p-adique A admet un inverse
B, alors B est unique et A.B = 1.

Pour effectuer la division nous devons diviser les mantisses et soustraire les exposants

de ces codes.

mi1—m2 Ui

: —_m _ m 1 pMlaun
Soient a; = p™tug, g = pug € Q. Alors——m—p A,

>
Supposons que
H(Z% M, 041) = ('6001---CM—17m1)
H<p7 M7 042) = ('aoal'-'aM—th)a Qo # 0

COC1.--CM—1

Donc H(p, M, Q3 = 3—;) = ('tgtl...tM_17 mq — mg) ou 't()tl...tM_l = 00101

D’autre part, on a az = 3—; = al.agl. Supposons que oz2_1 = -boby...bps—1. Alors

042.042_1 =1<= ('aoa,l...G,M_1>.('b0b1...bM_1) = -100...0
D’apres la formule de multiplication, on trouve

50 = Poo = 1modp, 79 =0

s51=Fo1+ Pip=0modp,r = [

Py1+P10
p

Poo+P1,1+P20+71 }

SQEP072+P171+P2’0+7’1EOmOdp,TQZ|: >

PO,A4—2+P1,M73+-~+PM72,0+"'M73:|

sv—1=FPov—1 +Piy—2+ ...+ Py—1o+7rv—2 =0modp, ry—o = [ -

Exemple 3.2.6 Soient H(7,4, A) = (-3221,0). On va trouver l’inverse de A dans le corps
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Qr.

Pour cela, on pose
H(77 47 A) = (3221, O) = ('a0a1a2a3a 0)7 H(77 47 A_l) = ('b0b1b2b37 0)
Ou by, by, by, b3 € {0, 1,2,3,4,5, 6} Alors

A.A_l = 1l <— ('&0&1&2&3) X ('boblbgb3) = -1000
= 3221 X -byb1bybs = -1000

On écrit
* 3 2 2 1
= bO bl b2 b3
3b0 2b0 2b0 bO
3b, 2b; 2b,
3b2 2b2
3b3
3b0 2b0 +3b1 + 1 2b0 + 2b1 +3b2 + 72 bo +2[)1 +2b2 +3bg + 73
On obtient
3bp = 1mod 7
2bg + 3by + 71 = 0mod 7,1y = [32]
2bg + 2b1 + 3by + 75 = 0mod 7,7y = [Hot3hitn]
b() + 2b1 + 2b2 -+ 363 +1r3 = 0m0d7,r3 = [%}
On trouve

b0:5,7“1: [%} =2
124+ 30 =0mod7=—=5+3by =0mod7 = b; =3

= [2} =3
T2 7
19 +3b; = 0mod 7 = 5+ 3by = 0mod 7 = by = 3
s = [ﬁ} =4
7

21 +3b3 =0mod7 = 3b3 =0mod7 = b3 =0

Ce qui donne
H(7,4,A7") = (-bgb1babs3, 0) = -5330
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