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0.1 Introduction

L’histoire des mathématiques doit beaucoup a la théorie de l'intégration, et de tout
temps, sa place prédominante a faconné I’analyse en offrant & qui une solution, & qui
un probléme. le lustre des "méthodes intégrales" en Gréce antique l'atteste, et bien
qu’il faille attendre le calcule infinitésimal pour une premiére formalisation, elles nous
avaient déja offert de profonds et beaux résultats : les athéniens évaluérent les grandeurs
de l'espace puis en démontrérent implicitement ’existence et I'unicité; au XVII siecle
naissent des méthodes générales de "calcul de I'infini" (rectification de courbes, quadra-
tures, etc....).C’est Leibniz qui opére le fondement de la théorie de I'intégration(Géometria
recondita,1686), perpétué jusqu’aujourd’hui, d’une part par un symbolisme intégral re-

liant intégration et dérivation, d’autre part par la mise en place des principaux théorémes.



Chapitre 1

Intégrale curviligne

1.1 Intégrale curviligne :

On pose P(x, y) un point se mouvant sur un courbe plane L d’un point M & un point

N. Le point P est sollicité par une force F' et :

F = F(P).

calculons le travail A de la force F' lorsque le point est déplacé de M en N et découpons
la courbe M N en n morceaux arbitraires par les points M = M,, M, ...... M, =N

on a As; le vecteur m et F; I'intensité de la force F' au point M;. on peut alors
considérer le produit scalaire F;/As; représente approximativement le travail de F' le long
de arc ]\ml :

soit :

F=X(z,y)i+Y(zy)j



ou X (z, y), Y(z, y) sont les projections du vecteur F' sur les axes Oz et Oy. désignant
par Ax; et Ay; les accroissements des coordonnées z; y; lorsqu’on passe de M; & M, 1,
on obtient

par conséquent

FiNsg =X,y ) Awi +y(z v ) Ay

La valeur approchée du travail A de la force F' tout le long de la courbe M N est

A%ZFz‘ A s :Z<X<xiayi)Axi + Y@ yi) A yi) (1.1)
i=1 i=1
On calcule la limite de la somme précédent lorsque As; — 0. Si cette limite existe elle

exprime le travail de la force F' le long de la courbe L entre les points M et N :

n

A= ﬁlggo 2(}(@-, y) Az 4+ Y (i) O y). (1.2)
yi—0 =

Cette limite est appelée l'intégrale curviligne de X (z, y) et Y(z, y) le long de la

courbe L est désignée par :

A= /X(m, y)dz + y(x, y)dy. (1.3)
(N)

A= /X(:c, y)dr + y(z, y)dy. (1.4)
(M)

Remarque 1 X(z, y) et Y(x, y) étant des fonctions de deux variables dans un domaine
D. Les lettres M et N dans l'intégrale (1.4) ont été mises entre parenthéses pour indiquer
que ce ne sont pas des nombres mais les extrémités de la courbe a laquelle est étendue

["intégrale curviligne.



Le sens de M a N le long de la courbe est dit sens d’intégration.
Si L est une courbe gouache, on définit d’une maniére analogue l'intégrale curviligne des

trois fonctions X (x, y, z), Y(z, y, 2), Z(z, y, 2):

/X(w,y,z)dx—l—Y(:c,y,z)dy—i— Z(x,y,2)dz = Alimo ZX(q:k,yk,zk) Az +
Az —0

+Y (zk, Yr, 21) D yi + Z(Tky Yiy 21) D 2.

La lettre L sous le signe somme indique que l’intégrale est étendue a la courbe L.

Proposition 1 Une intégrale curviligne est définie par l'expression sous le signe somme,
la forme de la courbe d’intégration et le sens d’intégration. L’intégrale curviligne change
de signe en méme temps que le sens d’intégration, étant donné que le vecteur As et par

conséquent ses projections Ax et Ay changent de signe.

Proposition 2 Découpons la courbe L en deux parties L, et Ly de sorte que

MN = MK + KN. Il résulte alors directement de la formule (1.1)

(V) (5) (V)
/deJrYdy: /de+Ydy+/Xd:r+Ydy.
(M) (M) (K)

Cette relation est valable quelque soit le nombre d’arc partiels. L’intégrale curviligne
conserve son sens lorsque la courbe L est fermé. L’origine et l'extrémité de la courbe

coincidente alors on ne peut plus écrire dans le cas d’une courbe fermée

(N)

/de +Y dy,

(M)

mazis / Xdx+Ydy et il faudra indiquer forcément le sens de parcours le long de la courbe
L



fermée L. On désigne aussi fréquemment une intégrale curviligne sur une courbe fermée

L par le symbole 7{de + Ydy.

Remarque 2 Nous avons été conduits a la notion d’intégrale curviligne en considérant
le probléme du travail d’une force F' sur un parcours curviligne L; on considérait alors que
la force I était une fonction vectorielle des coordonnées du point d’application (z,y); les
projections du vecteur variable F sur les axes de coordonnées sont égales aux fonctions
scalaires (c’est-a-dire numérique) X (z,y) et Y(z,y). On peut donc considére une inté-

grale curviligne de la forme

/X dr +Ydy
L

comme lintégrale de la fonction vectorielle F' donnée par ses composantes X et Y.

L’intégrale de la fonction vectorielle F' sur la courbe L est désignée par le symbole
/ Fds.
L

St le vecteur F est déterminé par ses composantes X, Y, Z, cette intégrale s’écrit

/X dz +Ydy + Zdz.
L

Notation 1 Sile vecteur F' se trouve dans le plan Ozxy, l'intégrale de ce vecteur se réduit

alors &

/X dx +Ydy.
L

Lorsque lintégrale curviligne d’une fonction vectorielle F' est étendue a une courbe fermée

L, on l'appelle encore la circulation du vecteur F sur le contour fermé L.



1.2 Calcule de l’intégrale curviligne :

Nous nous proposons dans ce paragraphe de préciser la notion de limite de la somme
(1.1), par 1a méme, nous aurons précisé la notion d’intégrale curviligne et nous indique-

rons un procédé de calcul. Supposons la courbe L donnée sous forme paramétrique :

Considérons 'arc de courbe M N. Soient a et [ les valeurs du parameétre correspon-
dant aux points M et N (M (a, ¢ (), N (8,¢ (5))). Partageons 'arc M N en morceaux
As considérons ’arc de courbe M N. Soient « et [ les valeurs du parameétre corres-
pondant aux points M et N. Partageons 'arc M N en morceaux As; par les points

M (x1,91), M (z2,Yy2) ..., My (Tn,yn) et posons

Considérons l'intégrale curviligne définie au paragraphe précédent

/LX(x,y) dx +Y (x,y) dy. (1.5)

Enongons sans démontrer un théoréme sur 'existence des intégrales curvilignes. Si les
fonctions ® (¢) et W (t) continues et possédent des dérivées continues & (¢) et W' (¢) sur le
segment [a, O] et si les fonctions de X [®(¢), W ()] et Y [®(¢), ¥ ()] sont continues sur

ce segment, les limites

n

1. X _i7_i A i = A, 16
AggO; (Ti,7;) Az (1.6)
lim ZX(Tz‘@i)Ayi = B

Ay
Yi—o0 =1



existent, T; et 7; étant les coordonnées d’'un point de I’arc As;. ces limites ne dépendent

par du mode de découpage de la courbe L en arcs partiels As; lorsque As; — 0, ainsi

que du choix du point M; (7;,7;) sur Parc As;, on les appelle les intégrales curvilignes et

on les désigne par :

A = /X(x,y)da:,

L

B - /Y(x,y)dy.

L

Remarque 3 Il résulte du théoréme que tendent aussi vers cette méme limite (c’est -a-

dire vers lintégrale curviligne) les sommes définies au paragraphe précédent, ou les points

M,;(T7,7;) sont les extrémités de U'arc As;, le découpage de L en arcs partiels As; étant

arbitraire. Le théoréme qui vient d’étre formulé donne un procédé de calcul des intégrales

curvilignes. Ainsi, par définition :

(N) .
/X(ﬂf,y) dx = AIEEOZX(J%;%) Aw;,
(M) =

ou

Ar;=x; —xi1 =@ (t) —p(tiz1) .

Appliquons la formule des accroissements finis de Lagrange

Axi =@ (t;) — o (tic) = ¢ (1:) (ti — tica) = @' (1:) Dt

(1.8)

T; étant une certaine valeur de t comprise entre les valeurs t;_y et t;. Le point @;, Y, étant

arbitraire sur 'arc As;, choisissons-le de maniére que ses coordonnées correspondent a



la valeur du paramétre T;

Substituant les valeurs trouvées de T;, y; et As;dans la formule (1.8) ,on trouve :

X (z,y) de = hm ZX )Y ()] @' (13) At

1'2—>0

le second membre représente la limite d’une somme intégrale pour la fonction conti-
nue d’une seule variable X [¢ (t), 1 (t)] ¢’ (t) sur le segment [, 5] . Par conséquent, cette

limite est égale a l'intégrale définie de cette fonction :

/X x,y) dx—/X ] ' (t) dt.

(M)

On obtient d’une maniére analogue la formule

(N) B
/m,y) dx—/Y[so<t>7w<t>1 o (1) dt.
(M) a

On obtient en ajoutant ces éqgalités membre & membre :

(N)
/X(a:,y) de +Y (z,y)dy =
(M)
B
= /X [o(8) . ¥ D] " () +Y [0 (t) . ¥ ()] & () dt. (1.9)

Telle est la formule permettant de calculer une intégrale curviligne. On calcule de la



meéme facon l'intégrale curviligne
/de +Ydy+ Zdz

le long d’une courbe gauche définie paramétriquement : x = ¢ (t),y =1 (t),z = x ().

Exemple 1 Calculer l'intégrale curviligne portant sur les fonctions x; 3zy?; —x2y le

long du segment de droite allant du point M (3,2,1) au point N (0,0,0).

Solution 1 Pour trouver les équations paramétriques de la droite d’intégrale écrivons-la
sous la forme : 3 = & = $; désignant part la valeur commune de ces rapports, on obtient
[’équation paramétrique de la droite : x = 3t, y = 2t, z =t. Il correspond a l’origine du
segment M N la valeur du paramétre t = 1 et a lextrémité la valeur t = 0. On trouve

facilement les dérivées de x, y, z par rapport at :z, =3, y, =2, z;, = 1. On calcule

maintenant l’intégrale curviligne proposée o l'aide de la formule

() 0
/Q%m+&ﬁ@—m@m = /Kmﬁ3+3u%f2—@w?%ﬂ
(M) 1

0

87

= B3dt = ——.
/87 1

1

Donnons maintenant quelques applications des intégrales curvilignes.

1.2.1 Expression de ’aire d’un domaine délimité par une courbe

en fonction d’une intégrale curviligne

Soit donné dans le plan Oxy un domaine D limité par un contour L tel que toute
parallele a un quelconque des axes de coordonnées passant par un point intérieur du

domaine coupe la frontiére L en deux points au plus (c’est-a-dire que le domaine est

10



régulier). Soit [a,b] le segment de Paxe Ox sur lequel se projette le domaine D limité

inférieurement par la courbe (I;) :

et supérieurement par la courbe (l3) :

[y1 () < y2 (2)]

I’air du domaine D est alors égale &

S:/by2(:(;)da:—/by1(a:)dx.

Mais la premiére intégrale est une intégrale curviligne le long de la courbe lr(MPN),

étant donné que y = y, (x) est ’équation de cette courbe; par conséquent,

[w@dr= [ yis

a MPN

—

La seconde intégrale est une intégrale curviligne étendue a la courbe i1 (MQN) :

/byl (x)dx = / ydx.

MQN

11



Par conséquent,

S =- / ydr — / ydr = —/yda:, (1.10)

MPN MQN L
L étant parcouru dans le sens inverse des aiguilles d’une montre. Si une partie de la

frontiére L est constituée d’un segment M; M paralléle a 'axe Oy, on a

(M)
/ydx =0
M)

et I’égalité (1.10) est encore vrais. On peut montre d’une maniére analogue que

(

S— /xdy. (1.11)

L

Ajoutant membre & membre (1.10) et (1.11) et divisant par 2, on obtient encore une

formule pour calcule l'aire S :
1
S = i/xdy — ydz. (1.12)
L

Exemple 2 calculer l'aire de [’ellipse
xr=acost , y=~= sin t.

Solution 2 On trouve d’aprés la formule (1.12) :

27
1
S = 5/[CLCOSt —bcost — b sin t(—acost)|dt = mab.

0

Remarque 4 Remarquons que la formule (1.12) ainsi que les formules (1.10) et (1.11)
convient aussi pour l'aire de domaines dont les frontiéres sont coupées par les paralléles

aux axes de coordonnées en plus de deux points. pour le démontrer, partageons le domaine

12



donné en deux domaines réguliers au moyen de la courbe I*. La formule (1.12) est vraie
pour chacun d’eux. Ajoutant membre & membre, on obtient dans le premier membre
Uaire du domaine donné et dans le second l'intégrale curviligne (précédée du coefficient
% ) étendue a toute la frontiére, étant donné que l'intégrale sur la ligne de partage I* est

prise deux fois, dans le sens direct et dans le sens inverse, et s’annule donc.

1.2.2 Travail d’une force variable F' sur un chemin curviligne L.

Nous avons indiqué au début de ce chapitre que le travail d’une force
F=X(yz2)i+Y(2y2)j+7Z(yz2)k

le long d'une courbe L = M N était égale a 'intégrale curviligne :

(N)
A= [ X(op)do+Y (@p.2)dy+ 2 (0.2 d

(M)

Exemple 3 Calculer le travail A de la force de pesanteur F déplacant une masse m du

point My (ay,b1,c1) au point My (az, ba, c2) le long d’un chemin arbitraire L.

Solution 3 les projections de la force de pesanteur ' sur les axes de coordonnées sont
X=0,Y=0, Z=—-mg.

Le travail accompli est donc

(M2) co
A= / Xdr +Ydy+ Zdz = / (—mg)dz = mg (c1-c,) -
(M) 1

On voit que dans le champ de la pesanteur le travail ne dépend pas du chemin suivi

mais seulement du point initial et du point final. Plus exactement, le travaille de la force

13



pesanteur ne dépend que de la différence des niveaux déterminés par le point final et le

point initial.

1.3 Formule de Green

Montrons qu’'une intégrale double dans un domaine plan D s’exprime par une intégrale
curviligne prise le long de la frontiére L de ce domaine. Soit un domaine D du plan
limité par un contour L, D étant régulier aussi bien selon Oz que Oy. Supposons ce
domaine limité inférieurement par la courbe y = y; (z) et supérieurement par la courbe
y=1y2(x), 11(z) < ya(x) (a <z <Db). A elles deux, ces courbes forment le contour

fermé L. soient dans D deux fonctions continues X (z,y) et Y (z,y) douées de dérivées

partielles continues. considerent 'intégrale / / %;’y)dxdy. On a:
D

0X 0X
D

Notons que l'intégrale

[X @)

a

est numériquement a l'intégrale curviligne

[ Xt

(MPN)

14



le long de la courbe M PN d’équations paramétriques = = x, y = yo (),

x étant le parameétre.

/bX (x5 (z / X (z,y)d (1.14)

(MPN)

on a donc

b
D’une maniére analogue, I'intégrale / X (z,y1 (z)) dx est numériquement égale a

b
/X (2,1 () d = / X (z,y) da (1.15)
a (M@N)
substituant les expressions (1.14) et (1.15)dans la formule (1.13), on obtient :

//%—);d;cdy— /X(x,y)dx— /X(a:,y)dx. (1.16)

(MPN) (MQ@N)

/Xa:y /X:Uy

(MPN) (MQN)

(voir propriété (1) ). On peut donc recopier la formule (1.16) sous la forme :

//%_)y(dxdy: /X(x,y)dx—i— /X(:L‘,y)dx.

MPN MQN

Mais la somme des intégrales curvilignes du second membre est égale a l'intégrale

curviligne sur le conteur L tout entier parcouru dans le sens des aiguilles d’'une montre.

15



On peut donc mettre cette derniére égalité sous la forme

/ —dxdy—/X(x,y)dx, (1.17)

ou L indique que le contour fermé L est parcouru dans le sens des aiguilles d’une

montre.
Si une partie de la frontiere est constituée par un segment [3 paralléle a ’axe Oy, on

a / X (z,y) dx = 0 et 1’égalité (1.17) reste vraie. On trouve de la méme fagon :

// dxdy—/Y(x,y)dy. (118)

On trouve en retranchant (1.18) de (1.17) :

// (a_ - _) dudy = L/de +Ydy.

Si 'on parcourt le contour L dans le sens inverse des aiguilles d’'une montre, on

// ((9_Y_8_X) dxdy—/de—i—Ydy.
L

C’est la formule de Green (mathématicien anglais, 1793 — 1841). Nous avons supposé le
domaine D régulier. Mais comme pour le calcule d’une aire, on peut montrer que cette

formule reste vraie pour un domaine quelconque admettant un découpage régulier.

16



1.4 Conditions pour qu’une intégrale curviligne ne

dépende pas du chemin d’intégration

()
Considérons l'intégrale curviligne / Xdz+Y dy, étendue & une courbe plane L réunis-

(M)
sant les points M et N. On supposera que les fonctions X (x,y) et Y (z,y) possédent des

dérivées partielles continues dans le domaine considéré D. Voyons dans quelles condi-
tions l'intégrale curviligne ne dépend pas de la forme de la courbe L, mais seulement de
la position des points M et N.
Considérons deux courbes arbitraires M PN et MQN du domaine cosidéré D réunis-
sant les points M et N.
Soit
/ Xdx +Ydy = / Xdz +Ydy, (1.19)

MPN MQN
c’ést-a-dire :

/Xd:v—l—Ydy— /de—i—Ydy:O.
MPN MQN

En vertu des propriétés (1) et (2) des intégrales curvilignes, on peut écrire

/de—i—Ydy—i— /de+Ydy =0,
MPN MQN

qui représente 'intégrale curviligne sur le contour fermé L

/Xd:c +Ydy=0. (1.20)
L

Dans cette derniére formule, I'intégrale curviligne est prise sur un contour L constitué
des courbes M PN et NQM. Il est évident que ce contour peut étre considéré comme

arbitraire.

17



Par conséquent, il résulte de la condition que l'intégrale sur une courbe réunissant
deux points arbitraires M et N ne dépend pas du chemin suivi, mais seulement de la
position de ces deux points, que I'intégrale curviligne est nulle sur tout contour fermé.

La réciproque est vraie : si une intégrale curviligne est nulle quelque soit le contour
fermé elle ne dépend pas du chemin d’intégrale entre deux points, mais seulement de la
position de ces deux points. En effet, 1'égalité (1.20) entraine (1.19).

Dans I'exemple (3) du calcule l'intégrale curviligne ne dépend pas du chemin d’in-
tégration ; elle dépend du chemin dans I'exemple (2) étant donné que l'intégrale sur le
contour fermé considéré n’est pas nulle, mais donne l'aire limitée par ce contour; dans
I'exemple (1) I'intégrales curviligne dépendent également du chemin d’intégration.

La question se pose naturellement : & quelles condition doivent satisfaire les fonctions
X (x,y) et Y (x,y) pour que l'intégrale curviligne / Xdx + Ydy soit nulle quelque soit
le contour fermé.

Le théoreme suivant répond & cette question.

théoréme 2 Soient X (z,y) et Y (x,y) deuzx fonctions continues dans un domaine D,

ainst que leurs dérivées partielles ax{;i,y) et ayéz,y)' Pour que l'intégrale curviligne sur

tout contour fermé L de ce domaine soit nulle, c’est-a-dire pour que l'on ait
/X(af,y)dchrY(x,y)dy =0,
L

il faut et il suffit que
0xX oY
— = 1.21
dy ox (1.21)
en tous les points du domaine D.

Preuve. Prenons un contour fermé arbitraire L. dans le domaine D et écrivons la

formule de Green correspondant & ce contour :

Y X

// 8__8_ da:dy:/de+Ydy.
or 0Oy

D L

18



Si la condition (1.21) est satisfaite, l'intégrale double de gauche est identiquement nulle

et 'on a

/Xd:c—i—Ydy:O.

On a donc démontré que la condition (1.21) est suffisante. Montrons qu’elle est nécessaire,
c’est-a-dire que si 'égalité (1.20) a lieu pour tout contour fermé L dans D, la condition
(1.21) a forcément lieu en chaque point du domaine. Supposons, au contraire qu’ait lieu
I'égalité (1.20) :

/ Xdrx+Ydy =0

mais que la condition (1.21) n’ait pas lieu ’c’est-a-dire que

ay 0X

o oy 7"

ne serait-ce qu’en un seul point. Soit, par exemple, en un point P (zo, ¥o)

or Oy '

Comme on a dans le premier membre une fonction continue, elle est positive et supé-
rieure & un certain nombre 0 > 0 en tous les points d'un domaine suffisamment petit D’
contenant le point P (zg,yo). prenons l'intégrale double de la différence da—Y — %—X sur ce

domaine. Elle est positive. En effet,

//(a—Y—a—X)da:dy>//5dxdy:5//dxdy:5D’>0.
D D

Or, d’apres la formule de Green, le premier membre de cette derniére inégalité est égale a
Iintégrale curviligne sur la frontiere L’ du domaine D’, qui est nulle par hypothése. Donc

cette inégalité contredit la condition (1.20), et la supposition que 5~ 8Y BdX est différente
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de zéro, ne serait-ce qu’en un point, est fausse. On a donc

ay o0X

or Oy

en tous les points du domaine D

/de—l—Ydy:O

mais que la condition (1.21) n’ait pas lieu ’c’est-a-dire que

ne serait-ce qu’en un seul point. Soit, par exemple, en un point P (zo, yo)

or Oy '

Comme on a dans le premier membre une fonction continue, elle est positive et supé-

rieure & un certain nombre 0 > 0 en tous les points d'un domaine suffisamment petit D’

contenant le point P (¢, o). prenons l'intégrale double de la différence % — %—); sur ce

domaine. Elle est positive. En effet,

//(a—y—a—X)d dy>//5da:dy—5//dxdy—5D'>0

Or, d’aprés la formule de Green, le premier membre de cette derniére inégalité est égale a
I'intégrale curviligne sur la frontiére L' du domaine D’, qui est nulle par hypothése. Donc
cette inégalité contredit la condition (1.20), et la supposition que g %)y( est différente

de zero, ne serait-ce qu’en un point, est fausse. On a donc

ay 0X

or Oy
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en tous les points du domaine D. m
Le théoréeme est complétement démontré. Traduit le fait que I'expression Xdx + Ydy

est la différentielle totale d’une certaine fonction u (z,y), c’est-a-dire que

Xdr +Ydy = du(z,y)

avec

Mais alors le vecteur

ou ou
Foxisiy:io o ou
1+ Y 8x2+8y]

est le gradient de la fonction u (z,y) ; la fonction u (x,y) , dont le gradient est le vecteur
Xi+4 Y, est appelée le potentiel de vecteur.

Montrons que, dans ce cas, I'intégrale curviligne

(V)
I= / Xdz + Ydy

(M)

sur une courbe arbitraire L réunissant les points M et N est égale a la différence des

valeurs de la fonction u en ces points :

() ()
/Xd:l:—f—Ydyz/du(:c,y):u(N)—u(M).
(M) (M)

Preuve. Si Xdz + Ydy est la différentielle totale de la fonction u (x,y), on a

X = %, Y = g—;‘ et 'intégrale curviligne s’écrit
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Pour calculer cette intégrale, écrivons les équations paramétriques de la courbe L réunis-

sant M et N :

Nous admettrons qu’il correspond a la valeur ¢ = t; du parameétre le point M et a la

valeur t = T' le point N. L’intégrale curviligne se raméne alors & 'intégrale définie

T

B Ooudr Oudy
= / L?x it oy Jy dt} .
to

L’expression entre crochets est une fonction de t qui exprime la dérivée totale de la

fonction w [p (t) , ¢ (t)] par rapport a t. Par conséquent,

du T

I = Edt =ulp (), )]

to

= ulp@), ¥ @)] —ulp(to), v (to)] = u(N) —u(M).

On voit que l'intégrale curviligne d’une différentielle totale ne dépend pas du chemin
d’intégration. L’intégrale curviligne étendue & une courbe gauche jouit de la méme pro-
priété.

Remarque 5 On a parfois a intégrer lintégrale curviligne d’une fonction X (x,y) par

rapport a l'arc de la courbe d’intégration L :
/X x,y)ds = hm ZX (s, 1) A si, (1.22)
As;i0

ds étant la différentielle de ’arc. On calcule ces intégrales comme les intégrales curvilignes
considérées ci-dessus. Supposons la courbe L donnée par ses équations paramétriques

r=9{), y=1v{t)ot),(t),¢ (t), (t) étant des fonctions continues de t. Soient
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a et (3 les valeurs du paramétre t correspondant aux extrémités de l’arc L. comme

ds = \Jg' (17 + v/ (1)* dt,

on obtient la formule suivante pour calculer l'intégrale (1.22) :

B
[X @ = [Xle@) v 0+ v 0rar

on peut considérer l'intégrale curviligne par rapport & un arc de la courbe gauche

r=p(t), y=1 (), z=x(t) :

/Xxy, /X X (t)] *

*\/ ¢ (67 + ' () + X' (t) 2dt.

A Uaide des intégrales curvilignes avec pour élément différentiel l’arc ds, on peut déter-

miner, par exemple, les centres de gravité de courbes pesantes.

On obtient les formules suivantes pour le calcul des coordonnées du centre de gravité

d’une courbe gauche

h\
8
S
V2)

S
<
S
V2)

h\
N
Y
V2)

(1.23)

Exemple 4 .Trouver les coordonnées du centre de gravité d’une spire de [’hélice

x =acost, y=sint, z="5bt (0 <t < 2m),
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sachant que sa densité linéaire est constante.

Solution 4 .On trouve en appliquant la formule (1.23) :

27
/a costva2sin®t + a2 cos? t + b2dt

0

2
/\/a2 sin®t + a2 cos? t + b2dt
0

2

/a costyva? + b2dt
0 a
2 1
/ Va2 + b2dt
0
D’une maniére analogue y. = 0,
2m
/bt\/a2 sin?t 4 a2 cos? t + b2dt
0 B b47r2

7bh.

ZC = e =
2wy a? + b? 27.2

On a donc pour les coordonnées du centre de gravité d’une spire de [’hélice

e =0, y. =0, z. = 7bh.
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Chapitre 2

Intégrale de surface

2.1 Intégrale de surface

Soit donné en coordonnées rectangulaires Oxyz un domaine V.

Dans V' est donnée une surface o limitée par une courbe .

Quant a la surface o, nous supposerons qu’on a défini en chaque point P un sens positif
en indiquant la normale unitaire n (P), dont les cosinus directeurs sont des fonctions
continues des coordonnées des points de la surface.

Donnons-nous en chaque point de la surface un vecteur

F=X(x,y,2)i+Y (z,y,2) ]+ Z (z,y,2) k,

X,Y, Z étant des fonctions continues des coordonnées.
Découpons arbitraire la surface en aires élémentaires Ao;.

Prenons un point arbitraire P; dans chaque élément et considérons la somme

Y (F(P) n (P)) Aoy, (2.1)

F (P)) étant la valeur du vecteur F' au point P, de Ao, , n(P;) le vecteur unitaire de

la normale en ce point, I'n le produit scalaire de ces vecteurs.
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La limite de la somme (2.1) relative a toutes les aires Ao; lorsque le plus grand
diameétre de ces aires tend vers zéro est, par définition, une intégrale de surface que 'on

désigne par le symbole

[[Fndo

g

On a donc, par définition,

diamhg};ﬁoz Fn;Ao; = //Fn do. (2.2)

o

Chaque terme de la somme (2.1)

EHZAO'z = FZAO'z COS (nl, Fz) (23)

admet l'interprétation suivant : ce produit est égal au volume d’un cylindre élémen-
taire de base Ao; et de hauteur F;cos (n;, F;). Si F' est la vitesse d’un fluide traversant
la surface o, produit (2.3) égal a la quantité de fluide traversant Ao; en I'unité de temps
dans la direction du vecteur n;.

L’expression / / F'n do donne la quantité totale traversant en I'unité de temps la

ag
surface o dans le sens positif, F' étant le vecteur vitesse du fluide au point donné. C’est
pourquoi l'intégrale de surface (2.2) est encore appelée flux du champ vectoriel F & travers
la surface o.

Il résulte de la définition de I'intégrale de surface que si 'on découpe la surface o en

morceaux gi, 0a, ..... , 0k, O aura
//Fnda://Fnda.+//Fnda—i—....—i—//Fnda.
o o1 o2 Ok

Le vecteur unitaire n s’écrit :
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n = cos (n,x) i+ cos (n,y) j + cos (n, 2) k.

Substituant dans l'intégrale (2.2) les expressions des vecteur F' et n en fonction de leurs

composantes, on obtient :

//Fn do = // [X cos (n,x) + Y cos (n,y) + Z cos (n, z)] do. (2.4)

Le produit Ao cos (n, z) est la projection de l'aire Ac sur le plan Oxy ; on a également

pour les autres produits :

Aocos(n,x) = Aoy, (2.5)
Accos(n,y) = Aoy,

Ao cos(n,z) = Aoy,

ou Acy., Ao,,, Aoy, sont les projections de I'aire Ao sur les plans de coordonnées
correspondants.

Ceci étant, on écrit encore I'intégrale (2.4) sous la forme

//Fn do = // [X cos (n,z) + Y cos (n,y) + Z cos (n, z)| do (2.6)

g

= //X dy dz+Y dz dz + Z dz dy.

[

2.2 Calcul des Intégrales de surface

Le calcul d’une intégrale sur une surface gauche se raméne au calcul d’une intégrale

double sur un domaine plan.

27



Indiquons un procédé de calcul de I'intégrale

/ / Z cos (n, ) do.

g

Supposons la surface o telle que toute paralléle a 'axe Oz la coupe en un seul point.

I’équation de la surface peut étre mise alors sous la forme

Désignons par D la projection de la surface o sur le plan Oxy, on a

(en vertu de la définition des intégrales de surface) :

n

//Z (x,y,z)cos(n,z)do =  lim Z Z (%, s, z;) cos (n, z) Ao;.

diam Ac; o 4
=1

Prenant ensuite en considération la derniére formule (2.5) on obtient :

n

//Z cos (n,y,z)do = lim Z Z(xi,yi, f (x4, 4:)) (Aogy) i

diam Ac;_o 4
i=1
o

n

diam Ac;_0 4
=1

la derniére expression étant une somme intégrale pour I'intégrale double de la fonction

Z (z,y, f(x,y)) dans le domaine D. Par conséquent,

//Zcos(n,y,z)da - i//Z(x,y,f(m,y))dx dy.

le signe plus correspond a cos (n, z) > 0 et le signe moins & cos (n,z) < 0.
Si la surface o ne satisfait par a la condition indiquée au début de ce paragraphe, on
la déoupe en morceaux satisfaisant a cette condition et on calcule I'intégrale séparément

sur chaque morceaux.

28



On calcule d’une maniére analogue les intégrales

//X cos (n, ) do: //Y cos (n, y) do.

Ainsi se trouve justifiée 'expression d’une intégrale de surface sous la forme (2.6).

On pourra considérer alors que le second membre de 1’égalité (2.6) est une somme d’in-
tégrales doubles sur les projections correspondantes du domaine o, les signes de ces inté-
grales doubles (ou, comme on dit encore, les signes des produits (dy dz, dz dz, dz dy)

étant pris conformément a la régle indiquée.

Exemple 5 .Une charge électrique positive e placée a l'origine des coordonnées crée un
champ vectoriel dont la distribution du vecteur F' est donnée en chaque point par lot de

coulomb :

e
F = kﬁr

r étant la distance du point considéré a l’origine et r le vecteur unitaire du rayon vecteur
dirigé vers le point considéré; k est un facteur constant. Calcule le flux du champ de

vecteurs a travers une sphére de rayon R centrée a l’origine.

Solution 5 .Considérant que r = R = const, on a.

k
//k%rnda:R—e?//rnda.

Mais la derniére intégrale est égale a l'aire o de la sphére. En effet, le produit scalaire rn

est constamment éqgal a il reste

//rn do = Ahm ZrknkAak = Ahm Z Aoy, = o.

Ok—0 Ok—0
g

Par conséquent, le flux cherché est



2.3 Formule de stokes

Soit donnée une surface o telle que toute parallele & Oz la coupe en un seul point.
Désignons par A sa frontiére. La normale positive a la surface n sera celle format avec
Oz un angle aigu.

Soit z = f(x,y) 'équation de la surface. Les cosinus directeurs de la normale a la

surface ont pour expression :

cos (n,z) = Oz ; (2.7)

cos (n,y) = ;

cos(n,z) =

Nous supposerons que la surface o se trouve tout entiére dans un domaine spatial V'
une fonction continue X (x,y, z) avec ses dérivées partielles du premier ordre. Considérons

Iintégrale curviligne prise le long du contour A

/X (x,y,2)dx.
A

On a le long de \z = f(x,y),z,y étant les coordonnée des points de la courbe L,

projection de A sur le plan Oxy. On peut écrire, par conséquent,

/X (x,y,2) = /X (z,y, f (z,y)) dx. (2.8)

Cette derniére intégrale est une intégrale curviligne prise le long de L. Transformons-la

en appliquant la formule de Green, en posant
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X (z, y, f(o,y) =X (2,9), 0=Y (2,y).

Remplagant dans la formule de Green XetY par leurs expressions, on obtient :

//8)( x,, f x, y))dxdy = /X (x,y, f (x,y)) dx, (2.9)

le domaine D étant limité par L. Dérivons la fonction composée X (z, y, f(z,y)) par

rapport a y :

0X (@, f(x,y)) _ 0X(,9,2)  0X(2,y,2) 0f (w,y)
oy oy 0z oy

(2.10)

On obtient en substituant 'expression (2.10) dans le premier membre de (2.9) :

_// [8X (;:Z;y, 2)  0X (;:;y, z) 8féz7y)} dxdy:/X .0, (o.9)) do.

Compte tenu de (2.8), cette derniére égalité s’écrit :

L £

Les deux dernieres intégrales se transforment en intégrales de surface.

En effet, il résulte de la formule (2.6) qu’on pour toute fonction A (z,y, z) 'égalité

J[A@ v cosnzydo = [ [ aduay

Ceci étant, les intégrales du second membre de (2.11) se transforment comme suit :
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//aa—)y(dmdy = / — cos ( do, (2.12)
- [
9 0y = 9 0y cos (n, z) do.

Transformons la derniére intégrale en appliquant les formules (2.7) du présent para-

graphe : on trouve en faisant le quotient de la seconde égalité (2.7) par la troisiéme :

cos (n,y) 8f

cos (n, z) Ay’
ou

o cos (n,z) = —cos (n,y) .

Par conséquent,

[t [

On obtient en substituant les expression (2.12) et (2.13) dans (2.11) :

/X (x,y,z / —— cos (n, z) do + (2.14)

A
/ —Cosny

Le sens de parcours de A doit étre tel qu'un observateur traversé des pieds a la téte par
la normale n verrait le contour parcouru dans le sens inverse des aiguilles d’'une montre.

La formule (2.14) est vraie pour toute surface pouvant étre découpée en deux parties
d’équations de la forme z = f (z,vy) .

On obtient d’une fagon analogue les formules
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[ oY oY
/X (x,y,2)dy = // __E cos (n, ) + B ¢ (n, z)} do, (2.15)
A o

[0z 0z
/Z (x,y,2)dy = // _—% cos (n,y) + 8_3/ cos (n, :v)} do. (2.16)
A o

Ajoutons membre & membre les égalités (2.14) (2.15) (2.16); on obtient la formules

oay 0X
/de +Ydy+ Zdz = //[(8_:13 — 6_y> cos (n, z) + (2.17)
A o

0 T cos )+ (25~ 92 cos (n, )
o o cos (n, z 5, 9, ) <8 (my)ldo.

C’est la formule de Stokes. Elle permet de transformer une intégrale de surface o en
une intégrale curviligne prise sur la frontiére A de cette surface, le sens de parcours de la
frontiére étant celui spécifié plus haut.

le vecteur B de composantes

p 02 0¥ . 0X 0z v _ox

YT oy 0z Y 9z ox’ 27 9 oy
est appelé le vecteur tourbillon ou rotationnel de la fonction vectorielle
F = X, +Y;+Z et on I'écrit symboliquement rot F'. Par conséquent, on peut recopier

la formule (2.17) sous la forme vectorielle

/Fds://n rot Fdo, (2.18)
A o

et le théoréme de Stokes s’énonce :
La circulation d’un vecteur le long d’un contour fermé limitant une surface est égale

au fluxe de son rotationnel & travers cette surface.

Remarque 6 Si la surface o est un morceau de plan paralléle & Ozxy, on a Az = 0 et
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on retrouve la formule de Green comme cas particulier de la formule de Stokes. 1l résulte

de la formule (2.17) que si

oy ox o0z oy = 0X 07 (2.19)
or oY oy 0z 9z 0Ox '
I'intégrale curviligne est nul sur toute courbe gauche fermée X :
/Xda: +Ydy + Zdz = 0. (2.20)
A

L’intégrale curviligne ne dépend donc par de la forme de la courbe d’intégration. Comme
dans le cas d’une courbe plane, on montre que les conditions mentionnées (2.19) sont
non seulement suffisantes mais aussi nécessaires pour avoir l’égalité(2.20). Ces conditions
étant satisfaites, [’expression sous le signe somme est la différentielle totale d’une certaine
fonction u (x,y, z) :

Xdx +Ydy+ Zdz = du(x,y, 2)

et, par conséquent,

(N) (N)
/Xd:L'+Ydy+Zdz:/du:u(N)—u(M).
(M) (M)

On le démontre comme pour la formule correspondante dans le cas d’une fonction de

deux variables.

2.4 Formule d’Ostrogradsky

Soit un domaine régulier V' de I’espace a trois dimensions, limité par une surface fermée
o et ayant pour projection sur le plan Oxy un domaine régulier D & deux dimension.

Nous supposerons que ’on peut partager la surface o en trois parties 01, 09, o3 de sorte
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que les équations des deux premiéres s’écrivent

z=fi(z,y) et z= fa(z,y)

fi(x,y) et fo(x,y) étant continues dans le domaine D, et la troisiéme partie o3 étant

une surface cylindrique de génératrices paralléles a 'axe Oz. Considérons l'inteégrale

7 / / / 0:(2.9.2) i
0z
Vv

Intégrons d’abord sur les z :

fQ(xvy)a

z

;= 9z _ 2.21

// /azdz dxdy (2.21)
D 1(33,3})

_ //Z (2., fa (,y)) dedy - //z (2,9, fi () dudy.

D

Définissons sur la surface o normale positive, dirigée vers lextérieur. Alors cos (n, z) sera
positif sur la surface o, et négatif sur la surface oy : il est nul sur la surface o3. Les
intégrale doubles du second membre de 'égalité (2.21) sont égales aux intégrales de

surface correspondantes

//Z(a:,y, fo(z,y)) dedy = //Z (x,y,z)cos (n,z)do, (2.22)

g2

//Z (x,y, fa (x,y)) dedy = //Z (x,y,2) (—cos(n,2))do.

Nous avons écrit dans la derniére intégrale (— cos(n,z)) parce que I’élément d’aire

Aoy de o est lié a Pélément d’aire As du domaine D par la relation As = Aoy [— cos (n, 2)],
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étant donné que 'angle (n, z) est obtus Ainsi,
]2 @yt e iy - (2.23)
D
— 2@y s @) eosmdn @20
o1

Substituant (2.22) et (2.23) dans (2.21), on obtient :

///_@Z (2,9, Z)da:dydz =
0z
v

_ //Z(:):,y, 2) cos (n, 2) do + //Z(x,y, 2) cos (n, 2) do.

Pour la commodité des calculs suivre, recopions cette derniére égalité en lui ajoutant la

quantité //Z (x,y,z)cos(n,z)do =0 (on a cos(n,z) =0 suros) :

g3

et
= //Zcos(n,z)da—l—//Zcos(n,z)da+//Zcos(n,z)da.

o2

Or, la somme des intégrales du second membre est égale a l'intégrale sur toute la

surface o fermée ; par conséquent,

///%dmdydz - //Z (7,9, 2)cos (n, z)do.
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On obtient d’une maniere analogue les relations :

///%g;y’@dxdyd’z - //Y (z,y,2) cos (n, z)do.

|4

///dedydz = / X (z,y, 2) cos (n, x) do.
x

v

Ajoutant membre & membre ces trois derniéres égalités, on obtient la formule

d’Ostrogradsky :

] (55002 e - o2

= / X cos (n,z) + Y cos(n,y) + Zcos (n, z) do.

L’expression 5 8X + 5. aY + 5 82 est appelée la divergence du vecteur F' = X1+ Y j+ Zk et

on 'écrite divF :
oxX oY 07

divE == ox oy oy o 0z’
Indiquons que cette formule est vraie pour tout domaine pouvant étre partagé en domaine
partiels satisfaisant aux conditions mentionnées au début de ce paragraphe. Donnons une
interprétation hydrodynamique de la formule établie. Supposons que

F = Xi+Yj+ Zk soit le vecteur vitesse d'un fluide traversant le domaine V.
L’intégrale de surface dans (2.25) est alors l'intégrale de la projection de F' sur la normale
extérieure n ; elle donne la quantité de fluide sorti du volume V' & travers la surface o
pendant I'unité de temps (ou qui y est entré, si 'intégrale est négative). Cette quantité
s’exprime au moyen de 'intégrale triple de div F. Si div ' = 0, 'intégrale double sur toute

surface fermée est nulle, la quantité de fluide entré ou sorti est nulle. Plus précisément,

la quantité de fluide entré dans le volume donné est égale a la quantité de fluide sorti.
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Sous forme vectorielle, la formule d’Ostrogradsky s’écrit

[[[ aivr do= [[Pnas (2.26)

o

et elle s’énonce : 'intégrale de la divergence d’un champ vectoriel F' dans un volume est

égale au flux du champ vectoriel & travers la surface limitant ce volume.

2.5 Opérateur hamiltonien et quelques applications

Soit donnée une fonction u = u (z, y, z). En chaque point du domaine ou la fonction

u(z, y, z) est définie et dérivable, est déterminé le gradient :

ou ou ou
=1— ) — —. 2.2
grad u 28x+]8y+k8z (2.27)

Parfois le gradient de la fonction u (z, y, z) est désigné ainsi :

Ou  Ou ou
VU—Z% +j8_y+k%’ (2.28)

le signe V se lit «nabla»

1. Il est commode d’écrire sous une forme symbolique I’égalité (2.28) :

0 0 0
=it j— + k— 2.2
Vu (2833+]8y+k82)u (2.29)
et de considérer le symbole
0 0 0
=i—+j—+k— 2.30
V=i T, e, (2.30)

comme un «vecteur symbolique». Ce vecteur symbolique est appelé opérateur hamil-
tonien ou opérateur nabla (opérateur V ). Il découle des formules (2.28) et (2.29) que

quand on «multiple» I'opérateur symbolique V par une fonction scalaire u, on obtient
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le gradient de cette fonction :

Vu = grad u. (2.31)

2. On peut former le produit scalaire du vecteur symbolique V par le vecteur

F=iX+jY +kZ:

FV = <z‘%+j3+k%) (iX +jY + kZ) =

0 oy 0
0 0 0 0xX oY 07
= %X—i-a—y}/—i-a _6_x+8_y+$
= div F
Ainsi
FV =divF

3. Formons le produit vectoriel du vecteur symbolique V par le vecteur F' = 1 X+3Y +kZ :

0 0 0
F=|i—+j—+k— X + 7Y +k7Z) =
V x (Z8x+‘76y+ aZ)x(z + Y +kZ)
Lok 0 90 0 90 0 9
_ o 0 o _ Oy Oz ;| Ozoz oz Oy o
Tlmae |7y L7 x 2| T x v |
X Y Z

(07 N (07 ox\ (v oxy_
- oy 0z T\ or ~ 52 or oy )
(07 Y (0X oy (v axy _
- oy 0z T\ 8z o or Oy - o

V X F = rotF.

Ainsi,

Il découle de ce qui vient d’étre dit que 'utilisation du vecteur symbolique V permet
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d’exprimer sous une forme trés succincte les opérations vectorielles. Considérons encore
quelques formules.
4.Le champ vectoriel F' (z,y,2) = iX + jY + kZ est dit champ vectoriel potentiel si

le vecteur F' est le gradient d’une certaine fonction scalaire u (z, vy, 2) :

F =gradu
ou
ou ou ou
F=i—+4+j—+k—.
e +‘78y 0z

Il découle de ces égalités

ox _ov ov oz ox _o
oy Ox’ 0z Oy’ 0z Oz

ou

ox oy oy 0z 09X 07 _
dy Oxr 0z 9y 9z Or

Par conséquent, pour le vecteur F' considéré
rotF = 0.

Nous obtenons ainsi :

rot (gradu) = 0.

En appliquant opérateur V, on peut écrire en vertu des formules (4) et (6) I’égalité
(7) sous la forme :

V x Vu =0.
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Utilisant la propriété que lors de la multiplication d’'un produit vectoriel par un scalaire

il suffit de multiplier par ce scalaire I'un des facteurs seulement, nous écrirons :
V x Vu = 0.

L’opérateur V possede de nouveau les propriétés d’un vecteur usuel : le produit vectoriel
du vecteur par lui-méme est nul. Le champ vectoriel F'(z,y,z) pour lequel rot F = 0
est dit irrotationnel. Il découle de 1’égalité (7) que tout champ potentiel est irrotation-
nel. L’inverse est vrais également ; autrement dit, si un certain champ vectoriel F' est
irrotationnel, il est potentiel. La validité de cette affirmation découle des raisonnements
conduits & la fin du Formule de Stokes.

5. Le champ vectoriel F (x,y, z) pour lequel
div F' =0,

c’ést-a-~dire le champ vectoriel, ne receéle pas de sources, est appelé solénoidal ou tubulaire.
Démontrons que

div (rot F) =0,

autrement dit que le champ rotationnel ne recéle pas de sources.

En effet, si FF =1X + jY 4+ kZ, alors

rotF =1 8_Z_8_Y +7 8_X_8_Z +k 8_Y_8_X
\oy 0z AT ox Oy )’

et c’est pourquoi

div (rotF) = 2 (02 0¥\ [ O (0X 0Z) 0 (0¥ OX\ _
" oz \oy 0z) oy\oz ox) 0z\oxr oy)
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L’égalité (8) s’écrira a I’aide de l'opérateur V :
V(V x F)=0.

La partie gauche de cette égalité peut étre considérée comme le produit mixte vectoriel-

scalaire des trois vecteurs V, V, F' dont deux sont identiques. Ce produit est évidemment
égal a zéro.

6. Soit donné un champ scalaire u = u (x, y, z). Définissons le champ des gradients :

radu—i%—i- @—Fk@
& Oz J@y 0z

Nous trouvons ensuite
. 0 [Ou 0 (0Ou 0 (0Ou
div (gradu) = B ((Tx) + o (8_y) + 5 (%) .

9%u N J%u N 0%*u
or Oy Oz

ou

div (grad u) =
Le second membre de cette égalité est noté

0%*u N 0*u N 0*u
ox2  Oy? 022’

ou symboliquement

02 0?  0?
A=|=—+—-—+—|u
" (8952 * 0y? * 822) "

Le symbole
0? 0? 0?

ANy= - 1 2+ 2
U7 B 8y2+822

est appelé opérateur de Laplace.
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Par conséquent, I’égalité (9) peut s’écrire :
div (grad u) = Au.
A Taide de l'opérateur V I’égalité (11) s’écrira sous la forme
(VVu) =Au, c—a—d. A=V

Notons que I’équation

02 0? 02
5 ot g =0
ou
Au=0

est appelée équation de Laplace. Les fonctions vérifiant ’équation de Laplace sont appe-

lées fonctions harmoniques.
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