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Introduction Générale

Les espaces de Lebesgue est un chapitre trés un portant dans I’analyse fonctionnelle
et la théorie de la mesure.

L’académicien Lebesgue est introduit les espaces L, (1 < p < 00) et s’attuyant sur les
travaux de Riemann et Borel sur les concepts de mesure, proposa au début de siécle une
nouvelle notion d’intégral plus robuste que s’elle de Riemann, dessinée sur un ensemble
plus étendu de fonction. La théorie de la mesure et de 'intégration de Lebesgue est au
jour duit a la base de I’édifice de I’analyse fonctionnel et de la théorie des probabilité
grace aux travaux de probabiliste soviétique Kolmogorov au cours des année 30.

Dans un premier temps, nous faisons une généralité sur quelque notions nécessaire tel
que :

Relation d’équivalence et espace vectoriel normé « norme, semi norme, suit conver-
gente, »

Apres dans deuxiéme le chapitre 02, nous donne une définition de I’espace de Banach
et le théoréme de complétion.

Enfin, on construit les espace de Lebesgue, aprés on donne quelque propriété de

I'Espace L1(a,b), puis on termine avec conclusion.



Chapitre 1
Généralités

1.1 Relation dans un ensemble :

Définition 1.1.1 On définit une relation binaire sur un ensemble E si l'on se donne
une partie ® de ExX E
Lorsqu’un couple (x, y) ouz € E, y € E, appartient a R, on dira que x ety sont liés

par la relation R, on conviendra de note x R y la relation v € E, y € E et (z, y) € RN.

1.1.1 Prepriétés d’une relation :

Définition 1.1.2 Soit R une relation binaire sur E.
Réflexivité :
On dit que R est réflexive si pour tout x appartient a E. on a :

xRy

Symétrie :
On dit que R est symétrique si pour tout x ety appartient a E. On a :

(zRy) = (yRz)

Transitive :

On dit que R est transitive si pour tout x, y et z appartient & E. On a :
(xRy et yRz) = (2R2)

Anti-symétrique :



On dit que R est Anti -symétrique que si pour tout x et y appartient & E, on
(2Ry et yRx) = (v = y)

1.1.2 Relation d’équivalence :

Définition 1.1.3 Une relation binaire ® sur E est une relation d’équivalence si elle est

a la fois réflexive, symétrique et transitive.
Classe d’équivalence :

Définition 1.1.4 Soit R une relation d’équivalence sur E on appelle classe d’équivalence
d’un élément x de E l’ensemble des éléments de E en relation avec x par R.
Notée par &, T ou c (x).
Ona :
x ={ye E : yRa}

Remarque 1.1.5 1. La classe d’équivalences est non vide car R est réflerive.
2. Si x ety sont équivalents modulo R, il est clair que & = y.
3. St x et y ne sont pas équivalents, modulo R on a tN 3y = ¢.

4. L’ensemble des classes d’équivalences forme une partition de l’ensemble F.

1.1.3 Ensemble quotient :

Définition 1.1.6 L’ensemble des classes d’équivalences distinctes, modulo R. Se note

E/R et s’appelle ensemble quotient de E par R, on a donc :
r€FE, tCE etieE/R

C’est a dire :
E/R = {&, x € E}



1.2 Les espaces vectoriels normés :

1.2.1 Norme sur un espace vectoriel :

Définition 1.2.1 On appelle norme sur E une application N : E — RT vérifiant, pour

tout vecteur x, y de E et tout scalaire A de k

(N(z)=0) & (z =0) (séparation)
NAz) = |A|N(2) (homogénéité)
N(z+y) < N(z)+ N(y) (sous-additivité)

On note N par ||.||.

Définition 1.2.2 On appelle espace vectoriel normé (note espace vectoriel normé par
abréviation) le couple (E, || . ||) formé par un espace vectoriel et une norme ||.| définie

sur E.

Propriété :
1- La formule :
d(z, y) =llr—yl, Vo, y€ E

définit sur £ une distance.
2- La fonction x — ||| est continue.
3- Si (E, ||.||) est un espace normé, alors :

a- Pour tout x, y appartient & E/, on a :
le =yl = lly—=ll

[zl =yl < llz =yl

b- Les applications :

ExE—F et k xF—F
(t, ) — c—y  (A-z) — Az

sont des applications continues.



1.2.2 Suite dans un espace vectoriel normé :

Définition 1.2.3 On appelle suite dans un espace normé E toute application de N dans
E. Cette suite est notée (x,)nen-

Définition 1.2.4  On dit que la suite (x,,), converge vers x € E (au admet x comme
limite)si : pour tout ¢ > 0. Il existe ng € N. tel que pour tout n € N, n > ngy on
a:

[ — 2| <&

Définition 1.2.5 On dit que la suite (z,,), est une suite de Cauchy de E si : pour tout )0,
il existe ng € N, tel que pour toutp, q € N et p > q > ng on ait :

pr - qu <e

Propriété :

Soit E un espace vectoriel normé :

1- Si une suite (z,), converge dans un espace normé E sa limite est unique.
2- Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

3- Toute suite converge dans F est une suite de Cauchy.

4- Toute suite extraire d'une suite de Cauchy dans E est une suite de Cauchy.
5- Toute suite de Cauchy dans E est bornée.

6- Toute suite de Cauchy posséde une sous suite convergente.

Proposition 1.2.6 Soit (x,,) et (y,) deux suites de Cauchy, alors :
1-(xy, + Yn)n est une suite de Cauchy dans E.
2- (Axy,), est une suite de Cauchy dans E.
3-(||xnl|)n de Cauchy dans R.

1.2.3 Les applications linéaires continues :

Définition 1.2.7 Soit (E, ||.||z) et (F, ||.||) deuz espace normés etxg € E et f : E — F
une application.

On dit que f continue en xq si et seulement si :
Ve>0, 3a>0,VeeFE :||z—xo]| <a=|f ()= f ()] <e

Définition 1.2.8 On dit que [ est continue sur E si f est continue en tout xo € F.



Définition 1.2.9 Soit (E, || . ||g) et (F, || . ||r) deux espaces vectoriels sur le corps k et

f + E— F wune application. On dit que f linéaire si :

Va, ek Vo, ye B« f (ax+py) = of (x)+6f (y)

Définition 1.2.10 Soit f wune application de E dans F. On dit que f est bijective ou
que f est une bijection si f est injective (si chaque élément de F' est l'image d "au plus
un élément de E. Ainsi pour tous les éléments x et 2'de E, Uégalité f (z) = f (2)

entraine x = ') et surjective (f (E) = F).

1.2.4 Homéomorphisme :

Définition 1.2.11  Soit (E, ||.||z) et (F, ||.|p) deux espaces vectoriels normés. On dit
que lapplication f : E — F  est un homéomorphisme si f est bijective, continue, donc

f ! est continue.

1.2.5 Isomorphisme :

Définition 1.2.12 Soit (E, ||.||5) et (F, ||.||p) deux espaces normés et f une application
de E dans F'.

On dit que f est une isomorphisme si :

1- f est linéaire et bijective.

1

2- f est son inverse f —' sont continues.

1.2.6 Isométrie :

Définition 1.2.13 Soient (E, ||.||z) et (F, ||.||z) des espaces normés.
1. Une application f : E — F est dite isométrique si pour tout (x, y) € E X E, on

1f@) = FWlle =12 —yllg

2. On dit que f est une isométrie de E sur F si c¢’est une application isométrique
surjective.
3. Les espaces normés (E, || . ||g) et (F, || . ||r) sont dits isométriques s’il existe une

isométrie de E sur F'.

Propriétés :
1- Toute application isométrique est injective et continue.
2- La composée de deux applications isométriques est isométrique.

3- L’identité de tout espace normé est une isométrie.
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4- Toute isométrie est bijective.
5- L’application réciproque d’une isométrie est une isométrie.

6- Une isométrie est un homéomorphisme.



Chapitre 2

Espace de Banach et théoréme de

complétion d’un Espace Normé

2.1 Espace de Banach :

Définition 2.1.1 Soit (E, | .||) Un espace vectoriel normé réel. Soit F' une partie de E.

Définition 2.1.2 - Si toute suite de Cauchy dans F converge dans F', on dit que F' est
complet.
- Si toute suite de Cauchy d’éléments de E converge, on dit que E est une espace de

Banach.

Remarque 2.1.3 Un espace vectoriel normé réel n’est jamais complet s’il admet une base

nfinie.

Proposition 2.1.4 Soit (E, || .||) Un espace vectoriel normé réel.

1. Toute partie compléte F' de E est une partie fermée.

2. Soit F' est partie compléte de E. St W est une partie fermée de E incluse dans F,
alors W est une partie compléte.

3. Toute partie compact de E est une partie compléte.

2.2 Théoréme de complétion :

Théoréme 2.2.1 Tout espace normé E peut étre considéré comme une variété linéaire

dense dans un espace de Banach E.

Définition 2.2.2 L’espace de Banach en question E s’appelle alors le complété de E.

10



Preuve. Soit F est un espace vectoriel normé non complet.

Preuve. On cherche un vectoriel normé E vérifié les conditions suivantes :

a) E C F (F un sous espace vectoriel de E ).

b) E = E. (E dense dans F ).

c) E est un espace vectoriel normé complet.

Comme F est non complet, il existe une suite de Cauchy dans E n’est pas convergente
dans E.

Posons :
A={(x,), C E tq : (z,), estune suite de Cauchy}

On va définir sur A une relation binaire comme suit :

Pour tout z, y de A tel que : x = (x,),,, ¥y = (yn),- On a:

(#Ry) & (lim ||z — yn|| = 0)

n—oo

1. On va montrer que R est une relation d’équivalence sur A. En effet ;
1.1 La réflexivité :

Soit = € A tel que x = (x,,) est une suite de Cauchy.

On a:

lim ||z, — x,|| = lim [|0]| =0
n—oo n—oo

Alors :
Rz

Donc R est réflexive.
1.2 La symétrie :
Soient z, y € A telle que © = (2,,)n, ¥ = (yn)n deux suites de Cauchy dans FE.

Supposons que xRy c’est a dire :
tim e = yall = 0

Mais :

H-Tn - yn”E = Hyn - mnHE

Donc :

éﬂg [Yn — @ullp =0

11



Ce qui donne que :

yRx

Donc R est symétrique.
1.3 La transitive :

Soient z, y, z € A telle que : x = (x,), ¥y = (yn), 2 = (2,,) trois suites de Cauchy dans

Supposons que :
xRy et yRz

C’est, & dire :

lim ||z, — ynllp = O et lim ||y, — za]lz =0
n—oo n—oo

D’aprés I'inégalité triangulaire. On a :
120 = 2nllp < 12n = Yallp + 19 — 2allg
En passant par la limite :
0< timll, —zallp < lim o — yall + lim [lg — 2

On a:

lim ||z, — z,||p = O
n—oo

Donc :
TRz

Donc R est transitive.

Alors R est une relation d’équivalence. On peut définir I’ensemble quotient :
RA={i, x € A}

Tel que :
t={yeA: xRy}

Posons : B =R /A.

On définit sur £ deux opérations comme suit :

+: ExFE—E et . RxE—FE
(B, 9) & +y=2+y (A, &) — A = Az

12



Il est facile de prouver que (E , +, ) est un espace vectoriel.

Soit : .
.|z E— RF

i = [l = lim [l

Tel que : © = (x,)nen est une suite de Cauchy dans E.

On va montrer que .|| est un norme sur E.

Premiérement on prouve que lim ||z,||; existe. C’est & dire on montre que la suite
n—oo

([[znll ), enconverge dans R, qui est complet pour cela il suffit de montrer que (||, || 5),

est une suite de Cauchy.

soit € > 0 existe il un ng € N tel que pour tout p, ¢ € Non a :
p=q2no =l — llzgllg| <e

Comme (z,), une suite de Cauchy dans F il existe un n; € N tel que pour tout p,
g€ N,ona:
pzqgzm = |z, —zglly, < ¢

Mais on a :
M'TPHE - quHE| < |lzp — quE

On choisit ng = nq, alors :
Vp > q=n = |llap — [lzgll] < e
Donc( ||z, | ), cnest une suite de Cauchy dans R. Alors (||| ), converge dans R.
Ce qui donne que : lim ||z, existe.
n—oo
D’apres ¢a on va montrer les axiomes de la norme.
1- Montrons que pour tout z € Eona:
(2]l = 0) <= (2 = 0)
Soient i € E et (z,) € &, supposons que :

2]z =0

Alors

Lim ||z g =0

13



Mais :

T{ﬂz}o HanE = Tézlgo |zn — OHE =0

Donc :
(zn)R(yn)
Tel que :
Yo =0, Vn e N
Alors :
i=0.
Donc :
VieF : ||i|lz=0=i=0 ((2.1))
Inversement, supposons que :
=0
On a:
Il = 0] = fim llzull,; = 0
Donc :
VieE : (t=0)= (||Z|z=0) ((2.2))

De (2. 1) et (2. 2) on trouve I’équivalence.

2- Montrons que :
Vie B, VAek : |Ailz=|\2]s

Soient & € F, \ € k et (xn)n € = tel que (x,), est un suite de Cauchy dans E.
On a :

Nl = Lim [Aznllg = lim A ||zl
= Al lim [l 5
n—oo

= [All#llg

Puisque si (x,,) est de Cauchy alors (Az,,) est de Cauchy dans FE.

3- Montrons que
Vi, ge B |z +yllp <2l + 19llz

Soient &, § € F et (x,) € &, (y,) € § deux suite de Cauchy dans E :

14



On a:
|20 + Ynllg < znllp + lynllg

En passant par limite on a :
lim ||2n + ynllp < lim ||z p + lim [lyn]| g
n—oo n—oo n—oo

Donc :
12+ 9llg <lzllz+ 19l z

Donc E est un espace vectoriel normé.

Maintenant, on définit ’application suivante :

p: E— E
rr—(x)=1
Tel que (z, z, =, ..., =, ...) € &.
On va montrer que ¢ est linéaire et isométrique :
1- La linéarité :
Soient x, y € F; o, f € K.
Ona:

ooz +By) = az+ By
= ai+ [y
= ap(r) + Be (y)

Donc ¢ est linéaire.

2-L’isométrie :

Soit ©x € E :
le @z = l#llg
= lim ||z, 5, V(z,) €2
En prenant (z,) = (z, z, z, ..., z, ...), donc :
le@le = tim ol
= llzllg



Donc ¢ est isométrique.
Alors ¢ est injective de E' dans E.
Ce qui donne que ¢ est bijective de E dans ¢(F).
On va montrer maintenant (a), (b) et (c).
a) Montrons que E C E.
On a : @ est un isomorphisme isométrie de F dans ¢(E) C E alors on peut

identifier £ et ¢(F) topologiquement et algébriquement.
Donc : E C E

b) Montrons que F est dense dans E Cest a dire On va montre que: F = FE.
b.1) Montrons que : £ C E
Ona:

Alors :
EcE ((2.3))
b.2) Montrons que : £ C E

Soit & € F , pour montrer que & € E il suffit de prouver :

Qu’il existe une suite (y,)nen appartient a E' telle que (y,,)nen converge vers
2 dans F.

Comme
ieckE
Alors, il existe une suite de Cauchy (z,), dans E qui représente 7.
C’est a dire : quelque soit € > 0, il existe ng € N tel que :

(Vm >n>ng) = ([zn — 2| <¢)

On remarque que n est constant tel que n > ngy. On définit la suite (y,)nen

comme
Suit :
Yn = T, quelque soit n
Ona:
(xm) €z et (yn) € Ty
Alors :

—

Yn — T ETp — T =0Ty, — T

16



Ce qui donne :
[ = Twllg = lim Yo —zwllg = lim ||z, — 2nllg
n, m—oo n, m— oo
Donc : quelque soit € > 0, il existe ng € N tel que pour tout n > ny on

|Zn — 3|5 < e
C’est A dire :

lim i, =

n—-4oo
Donc :
te b
Donc :
ECE ((2.4))
De (2.3) et (2.4) on a:
E=FE

(est a dire : E est dense dans F.
c) Montrons que E est complet.

Pour cela on va montrer que toute suite de Cauchy dans E converge dans E
Soit (i,), une suite de Cauchy dans E.

Mais :
E=E
Donc :
(in), C B
C’est a dire :
VvneN : &, F
Donc :
VneN,Vr >0 : B(i,, r)NE#®
Posons :
1
r=—
n
Donc :

1
VneN : B(x'n, E)ﬂE%@

17



Donc : )
VneN, da, € £ tel que : o, € B <:t’n, —)
n

Donc : )
VneN a, € E : |a,—1z|] < —
n
Mais on a :
Ecye(E)CE
Alors :

. 1
VneN : a, € F : Han—:i:nH<ﬁ

On va montrer maintenant que («,), est une suite de Cauchy dans E. On a:

o — aml| = llan = &n + &0 — @m + & — o

IN

||, — anE + || — meE + | Zm — O‘mHE

IN

Tl — dllp
n E m

Passant par limite :

| 1 1
0< lim |, —anl|lpg < lim <—+ ||xn—xm||];+—)
n, Mm—00 n, m—oo \ 1 m
Donc :

lim ||y — &pllg =0
n, m— 00

Donc (ay, ), est une suite de Cauchy dans E.
Ce qui donne que («,,) est une suite de Cauchy dans E. Car o, — v, € Eet E C E’,

alors :
[ = amllp = llon — a5
Donc il existe un @ € E, tel que : (a,), € i.

On va montrer que (&,) converge vers i.

On a:

I
B}
s

|

Q
S
_|_
Q
S

|
=
&

[ — [l

A

~ +llon — llg

18



En passant par limite on trouve :

lim oo — 5 < lim [lan — |5 (1.5))

n—oo

D’autre part on a :
o = g = lim fla — ol

Donc :

lim |la,, — || = lim o, — ]|z =0 ((2.6))
Car () est une suite de Cauchy dans E.
De (2.5) et (2.6) on a :

fim i — =0

Donc (#,,) converge vers & dans F.

Alors E est complet. m

2.3 Immersion d’espaces normés et d’espaces de Ba-

nach :

Définition 2.3.1 On dit qu’un espace normé E est immergé (ou plongé ) dans un espace
normé E s’il existe une application linéaire J définie sur E et une constante 5 > 0 telles
que :

|J (z)]| < Bllz||, pour tout x € E.

Dans le cas particulier ou E, E ont été obtenus en introduisant des normés diffé-
rentes dans un espace vectoriel E et dans sa variété linéaire D respectivement, alors, en
choisissant comme J la correspondance identifiant les éléments de E et de E comme élé-
ments de E, on dit que E est immergé (plongé) naturellement (ou canoniquement) dans

E. st
|J (@)|| = ||

on dit que l'immersion de E dans E est 1sométrique.

Remarque 2.3.2 Conformément au théoréme de la complétion, tout espace normé (in-
complet) E admet un plongement isométrique et dense dans un certain espace de Banach,

qui n’est autre que le complété de E.
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Exemple 2.3.3 C ([a, b]) est immergé dans L,([a, b)) pour tout p > 1.

20



Chapitre 3

Les espaces de Lebesgue

3.1 L’espace C [a,}] :

Définition 3.1.1 C [a,b] est l'ensemble des fonction numérique continue sur l'intervalle

fermé [a,b]. On définit sur cette ensemble une structure d’espaces vectoriel comme suit :

Addition :
pour tout f, g appartient a C [a,b] et pour tout x dans [a,b] :

+: C a, b x C la, b = C |[a, b
(f, 9) — (f +9)

tel que :
Ve €la,b] : (f+9)(@) = f(2)+g(z)

Produit par un scalaire :
Pour tout f appartient & C |a,b] et X € R on definit :

Af oz (M) (2) = Af (2)
Il est facile de prowver que (C [a, b], +, -) est un espace vectoriel sur R.
3.1.1 Norme dans C [a,b] :
Définition 3.1.2 On définit sur C |a,b] l'application :

I Nl € [a, 0] — RT
o= flle = mazacpe, | f (2]
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Proposition 3.1.3 || . ||« est une norme sur C' [a, b].

Preuve. On va vérifier les trois condition de la norme pour ||.||_sur C [a, b].

Preuve. 1- Montrons que pour tout f € C'[a, bl ona:

[/ o= 0= (f =0)
Soit f € C [a, b], tel que ||f ||, = 0, alors :

maz |f (t)] =0

t €a, b]

Preuve. Clest a-dire V¢ € [a, b :

Donc :

Inversement, Soit f € C' [a, b], tel que f =0, on a :

If Nl = maz |f ()] = 0

t €la, b]

[
2- Montrons que pour tout f € C [a, bl et A € R

IAS (@) lloo= [ A F lloo

Soient f € C' [a, et A€ Rona:

[ Af () o= [z IAf ()]
= Mlt@gff/‘b]lf ®)

= AL Ml

Donc :

A @) lloo= T A f N0

3- Montrons que pour tout f, g € C |a, b
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[f 49l I flloo+ 119 lloo

Soient f, g € C [a,b] et t € [a,b], on a :

[ @ +g®) [<]f @) [+]9(0) |

Donc :
Jnaz, | f (1) +g(t) < t@gﬂ](l @+ 1g@)])
Donc :
tne@[g’xb} L f @) +g(t)|< t@g}% | f @) +t77€1[g7$b] | g(t) |
Alors :

[f g lle< I lloo + 119l

d’ou le résultat. m

3.1.2 Convergence dans C [a,] :

Définition 3.1.4 Soit (f,,) une suite sur C [a,b]. On dit que (f,) converge sur f si et
seulement si : || fn — [ |lotend vers zéro, sin tent vers linfinie. C’est a dire : quel que

soit € > 0, il existe ng telle que :
Vn>mng : || fu—fll<e
C’est a dire : quel que soit € > o, il existe ng telle que :

Vnzmn: maz | fa(t) = f (8) [<e

Ce qui donne : quel que soit € > o, il existe ng tell que : ¥Yn > ng, alors : quel que soit t
€ a,b] :

[ fult) = f (1) <€
Remarque 3.1.5 || . ||est la norme de la convergence uniforme.
Proposition 3.1.6 (C [a,b], || . ||c) est un espace de Banach.

Preuve. Soit (f,), une suite de Cauchy dans C' [a, b]. C’est a dire : pour tout £ > 0,

il existe un ng € N, tel que :

Vn>m2>ng, || fo— fn o< e
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Mais :
H Jn— fm Hoo: " gga[al: b] ‘ fn(t) - fm<t) ’

Donc :

Vn>m>ng:max | fo(t)— f (t)|<e

Donc :
| fu(t) — fi(t) |< € presque partout "p.p”. ¥n > m > ny ((3.1))

Ce qui donne que la suite (f,,(t)) est une suite de Cauchy presque partout dans R.
Donc elle est convergente presque partout vers une fonction f.

Si on passe a la limité dans (3.1), On a :

| f (t) = fi(t) |< € presque partout

Alors :
| f (t) |<] f(t) | +¢ presque partout
Donc :
I ool fin(t) oo +e
Donc :

feClabet| f=funl<e

Preuve. Donc C' [a, b] est un espace complet. m

Donc (C [a,b], || - ||o) est un espace de Banach. m
Définition 3.1.7 On définit sur C [a,b] l'application :
Iy« C[ab] - RT

b
foo—= A= 1f@®)|adt

Remarque 3.1.8 || . ||; n'est pas une norme sur C [a,b] car elle ne vérifie pas la

premiére condition du norme.
Proposition 3.1.9 || . ||; est un norme sur C [a,b].

Preuve. 1. La premiére condition de la norme est facilement vérifie.
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2. Montrons que pour tout f € C [a,b] et A € k

FAS = 1AL S Il
Soient f € C [a,b] et A € k
On a: .
IAS Th= SIS ()] dt
b
— [ £ ol
b
= AL IS (0)]dt
Alors :
FAS = 1AL S Il

3. Montrons que pour tout f, g € C [a,b] on a
[ f+glhis Tfli+1glh
Soient f, g € C (Ja,b] ) et t € [a,b] on a :

[ @) +g@) <[ f @) +19() ]

Alors :
b b b
[1uroolas [ 11 [ o)
Donc :
If+glhs NfIh+1glk
Donc || . ||; est une semi norme sur C' ([a,b] ). =

Définition 3.1.10 Ly([a,b] ) est l’espaces des fonctions f continues sur [a,b] de norme :

171= [ 15 @)

La convergence dans Ly[a,b] s appelle convergence en moyenne (e ,m).
Proposition 3.1.11 Li[a,b] n'est pas complet.
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Preuve. Pour montrer que El[a, b] n’est pas complet il suffit de définir une suite de

Cauchy en moyenne dans Zl[a, b] qui n’est pas convergente en moyenne. Pour cela on

deéfinit la suite (f,,) telle que :

(b—a) sia gtg%
falt) = —nt+ne3t+ (b —a) si ot <t < ath g boe
0 sietb p o <t <p

1. On montre que pour tout n € N, f,, est continue sur [a, b].
On a deux points de discontinuité ¢; = “TH’ et ty = “T“’ + bT“
On va étudier la continuité de f,, en t; et 5.

Au point t; :

On a: + )
a
In ( ) fn( ) =b—a
Et :
limf,(t)= limb—a=b—a
A
Et: )
limf,(t) = lim —nt+na+ +(b—a)|=b—a
t—t1 tﬁi%b
Donc :
t—t1 t—tq
Alors f,, est continue eu t; = “’TH’
Au point t; :
On a: b
a —a
fu(t2) = ful + )=0
Et : ;
limf,(t) = lim —nt + n% +((b—a)| =0

t~<>'lT+b+b*—a

t—to n
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Et :

limf,(t)= lim 0=0
tts t>afbboa
Donc :
limfu(t) = limfa(t) = falt)
t—<>t2 t—to
Alors f,, est continue en ty = “T*b + ”‘T“
A droite du point a :
On a:
fala)=b—a
Et :

lzlnfn(t) =b—a

t—a

Alors, f, est continue & droite du point a.
A gauche du point b :
On a:

fn(b) =0

Et :
lz'7<n fa(t) =0
t—b
Alors, f,, est continue & gauche du point b.
On résulte que f,, est continue a l'intervalle [a, b].
2. On montre que(f,) est une suite de Cauchy sur [a, b]
On a (f,) suite de Cauchy si et seulement si pour tout € > 0, il existe np € N
quelque soit p, ¢ € N : p > ng, ¢ > ng
Alors :

| fo—fqlh<e

Soient p, ¢ € N tel que p > ¢. On a :

1= dal= [ 150 - 10| d

Et on a: ; b b
a+ <t<&+ +a—
2 - = 2 n
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C’est a-dire :

b
b—a2—nt+na+ +b—a>0

Mais :

[ 1 sw-sia= [ 1500

b be b be
[ aw-n@ias [ 160 -0
a,<2H7 cLTbJr%a

D’apres la définition de la suite et quelque calcule simple on trouve que :

(b—a)?
/ | fo(t) t) | dt = 5 -—5-1
On a ; ) ;
b-ap (-0
2p(p — q) 2p
Mais < ) tend vers zéro, si p tend vers l'infinie. Alors :
| fo—fall—=0

Donc (f,,) est une suite de Cauchy sur [a, b].
3. On montre que (f,), n’est pas convergente sur Ly ([a, b]).
On suppose le contraire. C’est a dire : il existe g une fonction continue sur |a, b]

telle que : g, — ¢.

Alors :
Jim |l gn =g =0
Mais :
b
9= g lh= [ 19.() = g(t) | at
Alors :

n.+l7
I 90 - 9W>/\% ~9(t) |t
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Donc :
a+b

||gn—g||1z/|<b—a>—g<t>|dt

a+b

og/!(b—a>—g<t>|dt

Alors :

a+q,ﬂﬂ:b—a

pour tout ¢ € [a, —_—
On cherche la formule de g(t) sur l’intervalle] “T“’ ,b}. Soit t € ]“T“’, b}, on cherche

g(to)
Soit n € N tell que :

S b—a
n
to — 442
Alors : ;
nto—n(a;— )>b—a
Donc :
at+b b—a
to > +
2 n
On a
| fo—9 >0
Alors :
g(to) =0
Donc :

g = 0 sur [to, 0]

Donc g n’est pas continue (contradiction).

Ce qui donne : Ly ([a, b]) est un espace n’est pas complet. m

Définition 3.1.12  Soient {f.(t)}, {f, (1)} deuz suites de fonctions continues sur
[a,b]. Si la suite {fn(t) —f,*(t)} est infiniment petite dans Li[a,b], identification. Si
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lon a :

b
o= £ Ny o= [ 1500 = £7(0) [t =20
quand n — oo, on dit que {f,}, {f,*} sont des suites équivalentes dans Li|a,b] ou équi-

valentes en moyenne.

Définition 3.1.13  Soit {f,(t)} une suite de fonctions continues sur [a,b]. On dit que
{fu(t} est de Cauchy dans L[a,b] ou est de Cauchy en moyenne si pour tout € > 0 il

existe un ng tel que : pour tout n > ng et tout p entier naturel en a l'inégalité

b
| fuen = fo 1= / ot = Fult) | dt <

3.2 Espace de Lebesgue L1([a,b]) :

Définition 3.2.1 L’espace de Lebesgue Li([a,b]) est par définition le complété de l’espace
Ly([a, b))

Remarque 3.2.2 FEn vertu du théoréme de la complétion ['espace de Lebesque Li([a, b))

a comme éléments des classes d’équivalence en moyenne f (t)de suites de Cauchy en

moyenne de fonctions continues.

Remarque 3.2.3 Deux suites de Cauchy en moyenne { f,,(t)} et {f, *}sont représentants

~

d’une méme classe f (t) si et seulement si elles sont équivalentes en moyenne.

A

Remarque 3.2.4 Si {f.(t)} € f (t) on a par définition :

b
I F11= fim [ 1500 dt = limm | £ 5, ((3.2)

On peut faire mieux et prendre [’expression (3.2) comme intégrale de Lebesgque d’une

~ ~

fonction | f (t) |, ou f (t) € Ly |a,b], ce qui revient a poser que

b b
[ st 1a=tim [ | )|

(On a & gauche une intégrale de Lebesque et a droite des intégrales de Riemann)
il se trouve que certains éléments idéaur (classes) de l’espace Lla,b] peuvent étre

identifiés avec des fonctions concrétes, en générale discontinues.
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Théoréme 3.2.5 Soit f une fonction définie sur |a,b] et présentant dans cet intervalle
un

nombre fini de points de discontinuité ; supposons que l’intégrale

J

Soit convergente. Il existe alors sur [a,b] une suite de Cauchy en moyenne (f,) de

fonctions continues telle que

/‘fn(t)—f(t)|dt—>0 pour m — 0o

(intégrales impropres) et que par conséquent f € Lla,b|.

3.2.1 Intégrale de Lebesgue :

Ensembles de mesure nulle. Fonctions équivalentes :

Définition 3.2.6 Un ensemble M C [a,b] s’appelle ensemble de mesure nulle si pour
tout

e > 0 il existe une famille finie ou dénombrable d’intervalles fermés {|an, B, }, telle
que :

1- M soit couvert par les intervalles fermés de la famille, i. e.
M cC U, | an, B, |

2- La somme des longueurs des intervalles fermés [a,, B,] suit plus petite que ¢,

identification :

Z(ﬁn —a,) <e

n

Exemple 3.2.7 Tout ensemble fini de points ti, ... ty € |a,b] est de mesure nulle.

Exemple 3.2.8 un autre exemple d’ensemble de mesure nulle est [’ensemble des nombres
rationnelles. en effet les nombres rationnels d’un segment [a,b] forment un ensemble dé-

nombrable, identification.

Définition 3.2.9 qu’on peut numéroter r1 ,ro , ... 7, = {r,}2,. Alors pour un & > 0,

et pour tout nombre rationnel r, on construit un intervalle fermé :

9
Tn — 2n+2’

5
Ty + on+2 - [Ofna ﬁn]
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1- 1l est évident que ry, € [a,, B,] et que pour conséquent :

{TTL}?LOZI - U'?LOZI [Oln 7611]

9.
D (o) = 3 g =5 <

identification : {r,}°2, est par définition un ensemble de mesure nulle.

Remarque 3.2.10
1- Tout ensemble dénombrable est de mesure nulle.
2- Tout réunion finie ou dénombrable d’ensemble de mesure nulle et tout intersection

d’une famille quelconque d’ensembles de mesure nulle sont des ensembles de mesure nulle.

Définition 3.2.11 Deux fonctions x1(t), x2(t) égales presque partout sont dites équiva-
lentes et notées

x1(t) ~ xa(t).

Proposition 3.2.12 Soit x1(t), x2(t), y1(t) et ya(t) des fonctions. Si xi(t) ~ xa(t) et
y1(t) ~ y2(t) alors :

21(t) + y1(t) ~ 22(t) + y2(t) et z1(t) - ya(t) ~ z2(t) - y2(1).
Convergence presque partout, Convergence en moyenne :

Définition 3.2.13 une suite {x,(t)} admet presque partout limite égale & x (t) et no-
tée :
lim x,(t) 2 x (t)

n—oo

Proposition 3.2.14 Une suite {z,(t)} qui converge en moyenne est une suite de Cauchy

€N moyenne.

Remarque 3.2.15 La réciproque est fausse, identification :
Tout suite de Cauchy en moyenne {z,(t)} de fonction continues n’admet pas une
fonction intégrable x,(t) vers laquelle {x,(t)} convergerait en moyenne.
Le théoréme suivant établit la relation entre la convergence presque partout et la
convergence en moyenne.
mo = [| logs (b —a) ] + 2
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(ici (o] la partie entier).

Ensuite, si A une famille finie ou dénombrable déintervalles fermés | A |désignera la
somme des longueurs de ces intervalles ;

Si B est couvert par la famille d’intervalles fermés A, identification ;

Si B C A avec | A| < «, nous écrirons | B | < «

Théoréme 3.2.16 Si {x,(t)}>°, C Ly [a,b] et :

limx,(t) = 0

n—oo

il existe une sous-suite {xni(t)}32,telle que :
1. lim z,,(t) 2 0.

2. La série Z |z, (t)] est convergente presque partout sur |a, b].
k=1

3. Pour tout entier naturel m > my, il eviste un By, C |a,b] sur lequel | z,, (t) |< 3
pour tout k > m et :

1
| [CL?b] \Bm |< 2_maBm C Bm+1-
Intégrale de Lebesgue et fonctions intégrables au sens de Lebesgue :

Théoréme 3.2.17 Si {z, (1)}, C Li[a,b] et{x,(t)} € & (t) € Lla,b], il existe une
sous-suite {x,i(t)}52, telle que :
1- {z(t)} converge presque partout vers une fonction f (t) définie sur [a,b].

2- Pour tout entier naturelle m > my il existe un B, C [a,b] sur lequel :

1
| f(t) =z, (1) |< gk bour tout k > m,

Avec : .
| [a,0] \ B |< o et B, C B11

Théoréme 3.2.18 i {x,(t)}°, C Li[a,b], {yn (1)}, C Ly[a,b], et si de plus :

{zn (D)} ~ {ya ()}

Et :
limx,(t) 2 £ (t) etlimy,(t) 2 o(t),

n—oo n—oo
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Théoréme 3.2.19 Soit {z,(t)}>°, C Ly[a,b] et {y,(t)}>>, C Ly[a,b], si chacune de ces
suites est de Cauchy en moyenne et si :

lim x, (1) = limy, (t) = (1),

n—oo n—oo

Ona:
{zn(O}nz ~ Aua(D)}n,

Définition 3.2.20 Une fonction f (t) est intégrable au sens de Lebesgue sur le seg-
ment [a,b] sl éxiste une suite de Cauchy en moyenne de fonctions continues{xz,(t)} telle
que :

limx,(t) 2 £ (t)

n—oo

b
Uintégrale de Lebesque def (t) sur [a,b] est alors lim / x,(t)dt Cette intégrale se

b
notera (L)/ f (t)dt

On a donc par définition

a

/ ()t = tim [ 2, (t)dt

n—oo

Remarque 3.2.21 1. Cette définition de lintégrale ne dépend aucunement de la suite
{z,(t)} mais seulement de classe &(t) a laquelle cette suite appartient.
2. Il ressort immédiatement de la définition que si f (t)est intégrable au sens de

Lebesgue alors p(t) ~ f (t) Uest aussi. et qu’on a le plus :

b

L) / ftyde= (L) [ ety

a

3. Il ressort du théoréme que la correspondance entre les éléments (t) € Lla,b] et les
classes f Zt) de fonctions d’équivalentes (intégrables au sens de Lebesque) établi précédem-
ment est biunivoque.

4. Si f1(t) correspond a #1(t) et fo(t) a 2o(t), Alors fi(t)+ fo(t) correspond a i1 (t)+
To(t) et )\flzt) correspond a A\1(t) ou A est un nombre quelconque.
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5. Les classes fzt)de fonctions équivalences intégrables au sens de Lebesque peuvent

étre assimilées aux éléments de l’espace de Banach Lla,b] et a chaque classe th) en peut

7 fltydt = (L) / f (t)dt

ou f(t) (fzt)) est une fonction intégrable au sens de Lebesgue.

faire correspond un nombre :

Propriétés fondamentales de L’intégrale de Lebesgue et des fonctions in-

tégrables au sens de Lebesgue :

Proposition 3.2.22 1. Une fonction f (t) est continue sur [a,b], on a f (t) € L([a,b])
et :

b b
f () € L([a,b]) et / f (Wt = (L) / f (bt
2. 8i fi(t) et fo(t) € Lla,b], on a :
afi(t) + Bfa(t) € Lia,b] et ( /aﬁ T BAa(t) /f1 (t)dt + B(L /f2

Ou «, (B sont deux nombres arbitraires.

Proposition 3.2.23 Si f (t) € Lja,b], on a :

7 ®leLlat) et (L) [ £ (e |< (@) [ |5 @]

Preuve. Puisque f (t) € L]a, b], il existe une suite de Cauchy en moyenne de fonctions
continues {z,(t)} telle que :
lim za(t) 2 1 (1)

n—oo

La suite {| z,(t) |} est alors de Cauchy en moyenne elle aussi, car :

b

[ 1an®1 = 1an® 11t < [ 1) | = [ne) [ de e lim afe) 2211 ()]

a

i.e| f (t)|€ Lla,b]
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Preuve. On a aussi :

|7xn(t)dt|§7|rrn(t)\dt

[ |
Mais :
|(L)/ dt\:nzzm/xn )t | et lzm/|xn )| dt =
Alors : , \
(W [ i@ [ 150
[ |

Proposition 3.2.24 Si f (t) € Lla,b] et f (t) >0, on a :

b

(L) / f (B)dt >0

a

Preuve. puisque f (t) > 0, on a:

@) =11

Et d’apres la proposition précédente, on a :

Mais :

Donc :
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Remarque 3.2.25 i deuz fonctions équivalentes sont intégrables au sens de Lebesgue

leurs intégrales sont égales, si les fonctions sont égales a fortiori.

Proposition 3.2.26 Proposition 3.2.27 Si f, (t) € Lla,b], fo(t) € Lla,b], et fi(t)
> fa (t) presque partout, on a :

(L) / fi(t)dt > (L) / fo(t)dt

Proposition 3.2.28 Si f (t) € La,b] et m < f (t) < M presque partout, ot m et M

sont des nombres, alors :

b
m(b—a) < (L)/fz(t)dt < M(b—a)
Remarque 3.2.29 Proposition 3.12 Preuve.
b
Proposition 3.2.30 Si f (t) € La,b], f (t) >0 et (L)/fg(t)dt =0, o0naf (t)~0.

Intégrale de Riemann et Intégrale de Lebesgue :

Proposition 3.2.31 Nous avons déja signalé que si une fonction est continue f sur[a,b],

alors :
f € Lla,b] et:
/x (t)dt = (L)/:U (t)dt

Théoréme 3.2.32 Toute fonction [ intégrable au sens de Riemann sur{a,b] est aussi

intégrable au sens de Lebesgue sur [a,b] et de plus

7 f (B)dt = (L) / J (t)dt
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3.3 Les espaces C?(1)) :

Définition 3.3.1 Soit Q un ouvert de R" et soit Q sa fermeture. Une fonction U :
— R est dite de classe C'P sur S si toute ses dérivées partielles jusqu’a Uordre p existent

et sont continue. On pose :

Avec :

Définition 3.3.2 Donc :
CP(Q)={U : Q— R telle queU est de classe C'* sur Q}

FEt tantes ses des dérivées partielle jusqu’a l'ordre p se prolonge continument a €.

3.4 Les espaces L,(Q) :

Définition 3.4.1 Soit Q un ouvert de R™ et soit Q sa fermeture. L’espace L,(Q) est par
définition Uespace des fonctions des classe C'P sur Q mais introduisons dans cette espace

une autre norme :

b 1
I £ = / F ) P )

(L’intégration étant entendue au sens de Riemann)

3.5 Espace de Lebesgue L,(Q2), p>1:

Définition 3.5.1 Soit Q un domaine borné de R" et soit Q sa fermeture. L’espace de

Lebesgue L,(Q2) est par définition le complété de l’espace ZP(Q).
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Conclusion

Dans cette mémoire on a défini un grand théoréme dans ’analyse fonctionnelle qui
est le théoreme de complétion et on a construit au dela de ca les espaces de Lebesgue et
sur tout L|a, b].
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