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Introduction générale

Dans la vie courante, nous sommes fréquemment confrontés a des problemes d’op-
timisation plus au moins complexes. Cela peut commencer au moment ot ’on tente de
ranger son bureau, de placer son mobilier, et aller jusqu’a un processus industriel, par
exemple pour la planification des différentes taches. Ces problémes peuvent étre exprimés
sous la forme générale d’un ”probléme d’optimisation”. On définit alors une fonction ob-
jectif ( fonction de cotit ou fonction profit ), que 'on cherche & optimiser ( minimiser ou
maximiser ) par rapport a tous les parameétres ( contraintes ) concernés.

Il existe deux grandes catégories de problémes celle des problemes d’optimisation sans
contraintes et celle des problémes d’optimisation avec contraintes.

Dans ce mémoire on s’interesse aux problémes d’optimisation avec contraintes. Dans le
premier chapitre on donne les notions fondamentales pour I’ optimisation avec contraintes
en particulier les conditions d’optimalité. Dans le second chapitre, on va étudier la mé-
thode du gradient projeté ensuite la méthode du gradient réduit et on termine ce chapitre

en donnant la méthode du gradient réduit généralisé



Chapitre 1

Notions fondamentales pour

[’optimaisation avec contraintes

1.1 Introduction

Soit le probléme d’optimisation avec contraintes :

ity

ot f:R" — R et D un sous ensemble de R" (D C R") appelé ensemble des
contraintes.

Ces contraintes sont données a I’aide de fonctions au moins continues ( i.e. les fonctions
gi, hj € C*(R™)), sous plusieurs formes :

1- Contraintes d’égalités :

L’ensemble des contraintes est donné par :
D ={xzeR" /hj(z)=0,Vj=1,..,1}

2- Contraintes d’inégalités :

L’ensemble des contraintes est donné par :
D={zeR" /g(x) <0,Vi=1,..,m}

3- Contraintes d’égalités et d’inégalités :

L’ensemble des contraintes est donné par :

D={xeR" /hj(x)=0,Vj=1,....let g;(z) <0,Vi=1,..,m}



Définition 1.1.1 ( minimum )

1- On dit que z* € D est un minimum local de [ sur D si et seulement si
>0/ f(a*) < f(z),Vo € B(z*,e)ND.
2- On dit que x* € D est un minimum global de f sur D si et seulement si
f@) < f(z),Vz e D.

On rencontre par fois des classifications des problémes d’optimisation, ce qui permet
de choisir un algorithme de résolution adapté, par exemple on parle de :
Programmation linéaire :

Lorsque la fonction f est linéaire
f@)=c'ronzcR" et ccR"
et I’ensemble des contraintes D est donné par des fonctions affines
gi(r) =c'z+boice R,z €R" et b € R.
En général, dans la programmation linéaire D est un polyédre
D ={x e R"/Azx < b}

ou A est une m X n matrice et b € R".
Ces problémes sont souvent résolus par la méthode du simplexe.
Programmation quadratique :
Lorsque f est quadratique, c’est-a-dire

f(z) = %xTAx — bz

ol b € R" et A est une n x n matrice symétrique définie positive, et les fonctions g;, h;
sont des fonctions affines.

En général D est un polyeédre convexe.

Programmation convexe :

Lorsque f et 'ensemble des contraintes D sont convexes.

Programmation différentiable :

Lorsque f et les fonctions g;, h; sont une ou deux fois différentiables.



1.2 Résultats d’existence et d’unicité d’un minimum

La plus part des théorémes d’éxistence d’un minimum sont des variantes du théoréme

de Weirstrass.

Théoréme 1.2.1 ( ezistence )

Soit f : D C R" — R une fonction continue et soit D un sous ensemble de R",
alors f posséde un minimum z* € D (i.e. dz*e D/ f(z¥) = m&nf(x)) dans l'un des
deux cas suivants :

1- Si D est un compact ( fermé et borné ) de R".

llz]|—+o0

2- Si D est fermé et f coercive| lim f(z) = —|—oo> :

Théoréme 1.2.2 ( unicité )
Soit f une fonction strictement convexe sur l’ensemble convexe D, alors il existe au

plus un minimum globale x* € D de f.

Théoréme 1.2.3 ( existence et unicité )

Soit f une fonction strictement convexe sur D, et D un sous ensemble de R™ convexe
et fermé, alors si D est borné ou [ est coercive, il existe un unique minimum global
x* € D de f, c’est-a-dire

dz*e D/ f(a") = mDinf(x)

1.3 Conditions d’optimalité

Proposition 1.3.1 ( condition nécessaire )

Soit f: D C R™ — R, une fonction de classe C* (R™) et D un ensemble de R" et
x* € D tels que f(x*) = mDinf(x), alors :

1- siz* €int (D), alors Vf (z*) = 0.

2- si D est conveze, alors (Vf (z*),xz —ax*) >0, Vz € D.

3- si f est deuz fois différentiable, alors Hy (x*) la matrice hessienne de f au point

x*est définie positive.

1.3.1 Cas des contraintes d’inégalité

On suppose dans cette partie que de I'ensemble D, sur le quel on veut minimiser f,

est donné par des contraintes d’inégalité, i.e. on a le probléme :



tel que
D={zeR"/g(x)<0,Vi=1,..,m},

ou les g; sont des fonctions de classe C* (R").

Définition 1.3.2 (contrainte saturée)
Soit g;(x) < 0 une contrainte d’ inégalité et soit v* € D.
Si g;(x*) <0, on dit que la contrainte est inactive en z*

Si gi(x*) = 0, on dit que la contrainte est active ou saturée en x*.

Notons I(z*) ’ensemble des indices des contraintes saturées en x* c¢’est-a-dire :
Iy ={iel={1,..m} / g(z*)=0}C I

Définition 1.3.3 ( qualification des contraintes )
Si les gradients {Vg;(z*) / i € I(x*)} sont linéairement indépendants (libres), alors
on dit que les contraintes du probléme (P) sont qualifiées au point x*.

Dans ce cas x* est dit point régulier du probléme (P).

Remarque 1.3.4 .

1- Si les fonctions g; sont affines Vi, alors D est un polyédre, c’est-a-dire
D ={x e R"/Azx < b}.

Dans ce cas les contraintes sont qualifiées en tout point v € D , i.e. Vx € D, x est
requlier

2- D’une facon générale, si D est convexe alors la condition de qualification des
contraintes est indépendante de x*, elle est exprimé par intD # ¢, c’est a dire

(z° € D /g;(2°) < 0,Vi = 1,...,m) = l'ensemble D est qualifié en tout point
reD.

Cette condition est connue par la condition de Slater.
Exemple 1.3.5 .

Dans R2?, soit le probléme :

min —xy . o
(P){ 2y g2 1 <g 0 U@ =S (o) = —n € CHERY)

On a Uensemble des contraintes
D={zeR/ai+2; <1} =B(0,1),
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0
on sait que r* = ) ) €D, onag (z)=ai+25-1= ¢ () =01 (0,1) =0*+1*—-1 =

0= la contrainte g1 (x) < 0 est saturée en z*

Onawl(m):(32):»Vglw*):v,ql(f): (2)7& (8):Vgl<x*>

est libre
Donc l’ensemble des contraintes D est qualifié au point x* = x* est un point régulier
pour le probléme (P)

Théoréme 1.3.6 ( Kuhn —Tucker )

Soient f et g;, Vi € [ = {1,...,m} des fonctions de classe C*(R™ ) et soit l’ensemble des
contraintes

D={zeR"/ gi(x) <0,Viel}

On suppose que l'ensemble D est qualifié au point x* ( x*est réqulier ), alors :
( x*est un minimum de f sur D ) = il existe des nombres réels positifs Ai, A, ..., A\p

appelés multiplicateurs de Kuhn-Tucker, tels que

Vf(x*)+ i)\,Vgi(a:*) =0

=1

Aigi(x*)=0,Viel,...,m

Remarque 1.3.7 .
Si de plus [ et les g;,¥V i = {1,.....,m} sont convezxes, alors on a une condition
nécessaire et suffisante (i.e. x*est un minimum de f sur D )<= 3\, >0,Vi=1,...m

tels que
i=1
)\zgz(x*) =0 ,VZ = 17 M

1.3.2 Cas des contraintes d’égalité

On suppose que ’ensemble des contraintes et du type égalité,
D ={x eR" /hj(x)=0,Vj =1,...,1}.

Puisque une contrainte d’égalité est équivalente a deux contraintes d’inégalité & savoir



hi(z) <0et hj(x) > 0.0na:

_ hj(z) <0

Nous allons pouvoir se ramener au cas précédent, ce qu’il faut retenir dans ce cas est
que :

e Les contraintes sont forcément saturées (évident).

e On a la méme notion de contraintes qualifiées

e Lorsque l'on écrit la condition de Kuhn—Tucker pour les contraintes d’égalités an
point x* nous allons avoir :,

Vf(ﬂf*) + (OéZVhZ(J?*) - BZVhl(x*)) = O, Q; > O, Bz > 07\V/Z = ].7 ,l

2

= Vf(@)+ 3

l
=1

-

(i = B;)Vhi(z*) = 0.
.On pose :
,U/,I: = QG — 627#’2 € R,VZ = 1, ...,l.

Donc on obtient :

Si x*est un minimum de f sur D, alors Ju, € R, Vi =1,...,1 tels que :

l
V(") + D pmiVhi(a*) =0,

cette condition est dite condition de Lagrange.
Les multiplicateurs u,; ne vérifient pas la condition de signe, ils s’appellent multipli-

cateurs de Lagrange.

1.3.3 Cas des contraintes d’égalité et d’inégalité
Dans ce cas général, on suppose qu’on a le probléme suivant :

P) { min f(x)

reD

ou
D ={xeR" /hj(x)=0,Vj=1,...let g;(x) <0,Vi=1,...,m}.
Théoréme 1.3.8 ( Kuhn-Tucker-Lagrange )
Soit f et les gi,Vi = 1,...,m et h;¥j = 1,...,1 des fonction de classe C*(R™), on veut

8



minimiser f sur D. On suppose que les contraintes sont qualifiées au point x* € D, alors
on a
(z* est minimum de fsur D) = (3\; > 0,1 =1,...,m et 3u; € R,Vj =1,..,1) tels

que :
m

I
V(@) + 2 AVgi(a*) + > u;Vhy =0
i=1 j=1

)\Zgz(x*) =0 ,V’l = 1, M

1.3.4 Conditions suffisantes d’optimalité

Nons allons voir maintenant des conditions suffisantes d’optimalité pour des pro-

(P) { min f(x)

gi(z) <0,Vi=1,..m

blémes du type :

ou f et les g; sont des fonctions de classe C*(R™)

Définition 1.3.9 ( fonction de Lagrange, point selle )

1- La fonction
L(z,\) = f(x) + Z)\igi(x) ot A= (A Aa, oy A)' € R (A >0), et x € R"
i=1

est dite fonction de Lagrange (ou Lagrangien) associée au probléme (P).
2- On appelle point col (ou point selle) de la fonction de Lagrange L(x, \) sur l’ensemble
R™ x RT, tout point (x*, \*) € R" x R qui vérifie :

L(z*,\) < L(z*, \*) < L(x, \*), VA € R?, Yz € R

On a x* minimise L(z, \*) sur R™ et \* minimise L(z*,\) sur R
C’est-a-dire

L(z*,\*) = r%}lnL(x,/\ ) et L(z*, \*) = Q%%L(x A
Remarque 1.3.10 .

Si le probléeme (P) est donné sous la forme :

min f(x)
(P)q gi(z) <0,Vi=1,...m
hj(z) =0,vj =1,...,1



ot [, gi et hj sont des fonctions de classe C*(R™), alors la fonction de Lagrange associée
a (P) est :

m l
Lz, A, p) = f(x) + Z&gi(x) + Zujhj@%

ot A= (Mg, .y An) € R™ et p = (/L1,/L2,...,/L1)T cR, zcR"

Théoréme 1.3.11 (propriété caractéristique des points selles )

Le point (z*,\") € R™ x R est un point selle de L(x,\) si et seulement si les
conditions suivantes sont vérifiées :

1- L(x*, \°) = iIEI%RIIHL(ZE, %)

2- gi(x) <0,Yi=1,....,m

3- Nigi(z*)=0,Vi=1,...,.m

Théoréme 1.3.12 ( suffisance de la condition du point selle )
Soit le probleme :

P) { mi“g? ou D = {z € R" /g(x) < 0,¥i—1,...m}
xr

Si (x*, \*) est un point selle de L(x, \) alors x* est un minimum global de f sur D.

Remarque 1.3.13 .

1- Ce résultat est vrai pour un probléme quelconque ( convexe, non conveze, différen-
tiable, non différentiable,... ) mais l’éxistence des points selles n’est pas toujours sir ( en
particulier en l’absence de la continuité ).

2- Dans le cas d’un probléme convexe ( f et g;convezres ), la condition de Slater (
intD # ¢ ) est nécessaire pour assurer l'existence des points selles et dans ce cas on a le

théoréme suivant :

Théoréme 1.3.14 .
Soientt f et g;,Vi = 1,...,m des fonctions convezes de classe C'et soit I'ensemble des

contraintes
D={zeR" /Jg(x) <0,Vi=1,....,m}

qualifié en x*. Alors

(x* est minimum global de f sur D)

& (3N e R /(2%,X") est un point selle de L(x, \) sur R x R'}?)
V.L(z*, \) = 0
XNgi(z*) =0 Yi=1,..m

10



ol

* * aL * * * < * *
Vo L(a%,N) = o2 (", ) = Vf(27) + ) A\ Vgi(r*)
=1

1.3.5 Conditions d’optimalité nécessaires du second ordre

Les résultats énoncés jusqu’a présent sont des conditions nécessaires pour résoudre
le probléme de minimisation avec contraintes, ils fournissent des candidats valables pour
résoudre (P),

i.e. les points critiques de la fonction de Lagrange, ot le probléme est du type :

(P) { min f(z)

gi(z) <0,Vi=1,..m

Toute fois il est nécessaire pour pouvoir conclure de savoir si la solution obtenue est
effectivement un minimum.
Pour cela on peut grace a une condition du second ordre restreindre le nombre de

condidats, c’est ’objet du théoréme suivant :

Théoréme 1.3.15 .
On suppose que f et g;,¥ i = 1,....m sont de classe C* et que x*est un minimum (
local ) de f sur D et que x* est régulier, alors 3\; > 0,Vi = 1,..,m tels que les conditions

de Kuhn-Tucker soient satisfaites et pour toute direction d € R"™ vérifiant :

{ (Vgi(2*),d) = 0,i € If ()
(Vgi(z*),d) <0,i € Iy (%) \Iy (z*)

ou I (z*)={1<i<m /[ g(z*)=0 et \; >0}
on a
(V2 L(x*,\*),d ) >0

ot V2, L(z*, \*) = ZL(a*, \*).

2

1.4 Notion de dualité

Définition 1.4.1 ( probléme dual )

Soit le probléme de minimisation :

(P) { min f(x)

reD

11



ot f: D CR" — R de classe C' et D € R" l’ensemble des contraintes, et soit L (x, \)
la fonction de Lagrange associée a (P) .

Posons
g(A) =min L(z,\) /A€ R etz € D

alors le probléme de maximisation

©) max q(\) PN max min L(z, \)
AeRY AeRY, xeD

est appelé probléeme "dual" de (P) et A est dite "variable duale " de x avec (P) probléme

primal.

Remarque 1.4.2 .
1- Par fois le probléeme dual est plus facile a résoudre que le probléme primal.
2- Si (x*,\*) est un point selle de L (x,\). Alors

f(z*) = L(z*, \*) = max minL (x,\) = min max L (z,\)

)\ERT zeD zeD )\ERT

3- Si le probléeme (P) est un probléme convexe (i.e. f et g; sont convexes Vi ) et si D est
qualifié (i.e.intD # ¢ car D est conveze ), et (P) admet au moins une solution optimale
x*, alors

min f(z) = Iilea]é%} gélgL (x,\) = min irelnaé% L(xz,\).

12



Chapitre 2

Méthode du gradient rédut

Dans ce chapitre on va étudier quelques méthodes pour résoudre des problémes d’op-
timisation avec contraintes

La majorité des méthodes existentes pour ce genre de probléme appartient a deux
classes, celle des méthodes primales qui opérent directement sur le probléme donné (
probléme primal ), et celle des méthodes duales qui utilisent la notion de dualité, ces
méthodes font appel a la fonction de Lagrange

Avant de donner la méthode du gradient projeté on a la résultat suivant :

2.1 Projection sur un convexe fermé

Proposition 2.1.1 .
Soit D un convexe fermé non vide de R™, alors pour tout x € R™ 1l existe un unique
x° € D tel quellx — 2% < ||z — y||,Yy € D, c’est a dire

Vo € R", 32’ € D/|jx — 2% < ||z —y|, Yy € D
Remarque 2.1.2 .

vz ¢ R"32°ec D/|jz —2°|| < ||z —y|,Yy €D

& VeeR", e D / 1% est solution optimale duprobléme ave ccontraintes :

min ||z -y
yeD

On note 1° = Pp(z) la projection orthogonale de x sur D.
On a également : (2° = Pp(x)) < ((z —2°,2° —y) > 0,Vy € D).

13



Pp est appelé operateur de projection sur D

Pp:R"—=DCR"

x— Pp(x)=x°

Exemple 2.1.3 ( quelques operateurs de projection )

1- Soit l’ensemble D donné par :
D=R}={zeR"/z;>0,Vi=1,...,m},
D est un conveze fermé non vide de R", alors Yy € R",31y° € D, tel que
Pp(y) =" = (4 45, yp) ot ¢ =max(y),Vi=1,..,m
2- Soit 'ensemble D donné par :

D = {zeRY o <x; < B Vi=1,...,m | o < Bi}
= [ahﬁl] X [052752] X ... X [anaﬁn]

= il;Il [ai7 ﬁz]
D est un convexe fermé non vide de R™, alors Vy € R", 3ly° € D, tel que :

Pp(y) =" = (y?”yg, ...,yg) ot ! = max (o;, min (yi,8:)),Vi=1,..,m

2.2 Meéthode du gradient projeté

Considérons maintenant le probléme d’optimisation suivant :

ol

ou f est une fonction de classe C' (R™), et ’ensemble des contraintes D est un convexe
fermé non vide de R".
Rappelons que dans le cas d’optimisation sans contraintes ’algorithme du gradient,

qui est une méthode de descente, s’écrit sous la forme générique suivante :

2% donné ( point de départ )
#H = gk 4 dF

ot d* = =V f(z") la direction de descente et p, le pas de deplacement, sont choisis

14



tels que
f (l,k—l—l) S f (l’k)

Lorsque ’on minimise sur un ensemble de contraintes D, il n’est pas str que z*

" reste
dans D, donc il est nécessaire de se ramener & D. On réalise cette derniere opération grace
a une projection sur ’ensemble D.

L’opérateur de projection associé est noté Pp : R" ?( )D
r—r'pl(x

Ce ci donne lieu alors, naturellement, & l'algorithme du gradient projeté, qui est

identique a celui du gradient a la projection pres.

2.2.1 Algorithme du gradient projeté

Algorithm 2.2.1 ( gradient projeté )

1- Initialisation :

Poser k = 0, choisir 2° € D, donner e > 0 ( précision demandée ), donner p, le pas
de déplacement.

2- Itération k :

Calculer
dF =~V f(a")
i’k+1 — xk ‘l’ pkdk
= pp (ik-i-l)

3- Critére d’arrét :
Si |VF(a" =V f(a*))]| <e, stop.
Sinon, poser k = k+ 1 et retourener a l’étape 2.

Remarque 2.2.2 .
1- Le pas de déplacement p, peut étre choisit de plusieurs maniéres ( pas fixe, pas
variable ou pas optimal )

2- On peut choisir un autre critére d’arrét, tel que

k+1

I —:rk|| <e¢

3- L’appelation la plus convenable pour cette méthode est la méthode du gradient avec
projection car le gradient n’est pas projeté, mais ¢’ est le point obtenu o chaque itération

qui est projeté sur ’ensemble D.

15



2.2.2 Convergence de la méthode

La convergence de la méthode du gradient projeté est assurée & partir du théoréme

suivant :

Théoréme 2.2.3 ( convergence )
Soit le probléme

P) { min f(x)

reD

ou f est une fonction du classe C* (R™) et D un ensemble conveze fermé non vide de R™.
On suppose que :

1-3a >0/ (Vf(z) =V f(y),z—y) > allz—y|,Yz,y € R" (i.e. [ esta-élliptique ).

2-3IM >0/ |(Vf(x) = V)l < M|z —yl,Vz,y € R (i.e. V f est un fonction
lipschitzienne ).

Alors :

i- il existe un unique élément x* € D solution optimal du probléme (P) ( i.e. x*
minimum de f sur D ).

- 510 < pp < ZM"‘, alors la suite (1:’“) générée par l’algorithme du gradient projeté

converge vers T*.
Remarque 2.2.4 .

Remarque 2.2.5 1- Si f est a—elliptique, alors f est strictement conveze et coércive
2- L’algorithme du gradient projeté est simple a écrire mais il souléve deux questions
o Comment calculer la projection ?
e Si D n’ est pas convexe, que faire ¢
Pour répendre a la deuriéme question on utilise une autre méthode.
Pour répendre a la premier question, on peut donner des projections dans les cas

simples tels que D = R’} ou

D = far, B % oz, B % o x [, B,] = 11 [as, 8] s <

comme on l’a vu dans ’'exemple 2.1.4
St on a pas une projection sur D predéterminée, on va essayer de résoudre o chaque

itération k le probléme de minimisation avec contraintes

min ||z — 2"||
reD

Ce qui est presque impossible a faire .
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2.3 Méthode du gradient réduit

une autre méthode, applicable au cas des contraintes linéaires, est la méthode du
gradient réduit due a P. Wolf (1962).

bien que trés proche, au niveau du principe, des méthodes de gradient projeté ,
elle en différe assez sensiblement au niveau de la mise en oeuvre et elle est généralement
reconnue comme plus efficace .

Ceci s’explique, sans aucun doute, par le fait qu’elle constitue une extension directe
de la méthode du simplexe.

Le probléme & résoudre est supposé mis sous forme standard, ¢’ est-a-dire avec des
contraintes d’égalité seulement :

min f(x)
(P){ Az =10
x>0

ou A est une (m x n) matrice, z € R", b € R™.
On suppose m < n et rang (A) = m.
Soit B une base, c’est-a-dire une sous matrice carrée (m x m) réguliere extraite de A,

En posant A = [B, N], et x = [xp, xy], les contraintes Az = b peuvent s’ écrire :
BJZB + NJ?N =b

Ce qui permet d’exprimer les variables de base ( xp ) en fonction des variables hors
base (zy ) :
rp=b— Nxy, (avechb= B0, N = B"'N)

On suppose dans la suite que la base B est non dégénérée, c’est-a-dire telle que b > 0
(et cette condition doit étre vérifié de tout au long de la procédure).
La variation df de f pour un placement dx compatible avec les contraintes s’écrit :
af af
df = ——drp + ——dx
f ox B B ox N N
avec drg = — Ndzy
d’ou :
of  Of =
df = |=— ——=——N)dzx
f (8!)3 N ox B ) N
= Uu N.dﬂ? N
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en posant :

of  0f =
N )
Par définition uy est appelé gradient réduit relativement & la base B.
A Tétape courante de I'algorithme, soit x = [zp, 2] la solution réalisable obtenue.
Pour améliorer cette solution, en se déplace dans la direction d = [dp, dy], ou dy est
définie par :
{ dj=0 siu;>0etaz; =0 vj

d; = —u; sinon

pour tous les indices j correspondants a des variables hors base et :
dp = —Ndy

Autrement dit , dans I’espace des variables hors base ( variables indépendantes ) on se
déplace dans la direction opposé au gradient réduit et, si ce déplacement tend & rendre une
variable x; négative, on impose d; = 0 ( ceci n’est autre qu'une projection sur 'orthant
positive dans 'espace des variables hors base ).

Si dy = 0, nous montrerons ci-dessous que les conditions de Kuhn-Tucker sont satis-
faites.Si f est convexe cela signifie que 'optimum est atteint. Si f n’ est pas convexe,
on a un optimum local.

Si dy # 0, on cherche p* minimisant la fonction ¢ de p :

¢ (p) = flz+pd)

Comme les contraintes des positivité des variables doivent toujours étre satisfaites,
on doit avoir :
Tj + Prmax > 0, Vj

ce qui impose :

On cherchera donc p* minimisant ¢ (p) sur [0, p,..,] ( minimisation unidimensionnelle

Deux situations peuvent alors se présenter :
*
1- p* < Prax
Dans ce cas, aucune variable ne s’annule. La procédure ce poursuit & partir du nouveau
point ' =z + p*d.

On recalculera uy en utilisant la méme base B.
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2- p*

Dans ce cas, une variable s’annule, soit z;.

= Pmax

Si zs est une variable hors bas, alors on poursuit la procédure sans changer de base.
Par contre, si x4 est une variable de base, on effectue un changement de base : n’importe
quelle variable hors base x; > 0 peut venir remplacer x5 & condition que I’élément pivot
Ay soit strictement positif.

La procédure ce poursuit alors avec cette nouvelle base.

Pour terminer, véririfions que la condition dy = 0, implique les conditions de Kuhn-
Tucker ( puisque les contraintes sont linéaires, I’hypothése de qualification est toujours
vérifiée ).

En associant aux contraintes Ax = b, des multiplicateurs p € R™ (de signe quel-
conque) et aux contraintes > 0, des multiplicateurs A > 0 ( A € R"} ), les conditions de

Kuhn-Tucker.s’écrivent :

AL =0, (2)

ot I est la matrice unité (n x n).
En posant :

= %B—l,x = [Ag, An] avec

)\B :Oet/\N:<—aL—ﬁLW>:’U,N

a.'L’N 8353

la relation (1) est vérifiée.

Remarquons alors que dy = 0, implique uy > 0 d’ott Ay > 0 et par suite A > 0.

D’autre part, comme pour tout j hors base : d; = 0 on a nécessairement : u; > 0 =
x; =0, et on en déduit que les conditions de complémentairité (2) sont satisfaites.

Les conditions de Kuhn-Tucker.sont donc bien vérifiées lorsque dy = 0.

La méthode du gradient réduit, sous sa forme primitive exposée ci- dessus, ne converge
pas globalement.

Il est facile de voir, en effet, que la direction de déplacement d peut subir des dis-
continuités brusques par exemple lorsqu’une contrainte cesse d’étre active, néanmoins, il
est possible d’obtenir la convergence globale en modifiant la méthode et en définissant la

direction de déplacement dy par :

Clj = —Uj S.i uU; < 0 ,VJ
dj = —Z;.U; Sl Uj >0

pour tous les indices j correspondant & des variables hors base.
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2.4 La méthode du gradient réduit généralisé (GRG)

La méthode du gradient réduit généralisé ( Abadie et Carpentier 1962 , Abadie et
Giugou 1970 ) combine les idées des méthodes de linéarisation, et celles du gradient
réduit de Wolfe.

La méthode a lengtemps été considérée comme une des plus efficaces pour traiter le
cas général ou les contraintes, comme la fonction & optimiser, sont non linéaires ( on fera
cependant ’hypothese qu’elles sont contintment différentiable ).

On peut toujours supposer le probléme mis sous forme standard :

min f(z)
(P){ g() = (61 (&), (2))T =0
x>0

on note J = {1,...,m} ensemble des indices des variables.

Soit 2° une solution réalisable ( solution courante ) , c’est-a-dire vérifiant
g(:co) =0etz>0

Un sous ensemble de variable B C J, ou |B| = m, est appelé une base si et seulement
si la matrice ( jacobien ) :

T @) = |52 )]

0rp i=1,....m

jEB

est inversible.

Le vecteure x peut alors se partitionner en x = [z, x| o0l xp sont les variables de
base ( variables dépendantes ), et x) sont les variables hors- base ( variables dépendantes
).

A partir de 2°, on va rechercher une direction de déplacement permettant de diminuer
la fonction f tout en satisfaisant les contraintes.

La variation df de f, pour un déplacement infinitésimal dx = [dxp, dxy] compatible
avec les contraintes s’écrit :

AT AY A
df = [89&1\/ <8«IB> <8IB) (8TN>] dx N

= UN.dSUN
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ou le vecteur :

_Oof _(9f\ (99" (99
uNV_.@xN-_ (8x3) <8x3> <8xN>

est appelé le gradient reduit généralisé .

Tous les jacobiens sont calculés au point courant 2, et ceci restera valable dans la
suite.

On définit alors la direction de déplacement dy relative aux variables indépendantes
par :

dj=0si ujetz; =0 (j€N)
dj = —u; sinon (j € N)

La dérection de déplacement dp suivant les variables de base se déduit alors de dy

-1
oo ()" 2,

5$B 6xN

par :

Si dy = 0, on démontre que les conditions de Khun-Tucker sont satisfaites au point
courant z°.

Si dy # 0, on cherche p > 0 minimisant la fonction ¢ de p

Y (p) = f(2°+ pd)

Comme les conditions de positivité des variables doivent toujours étre satisaites, on
doit avoir :
zj+pd >0 (Vj)

ce qui impose

< = min { —
P = Pmax = ;<0 dj
On cherchera donc p* minimisant ¢ (p) sur [0, pp..) ( minimisation unidimentionnelle
p étant ainsi déterminé, le point
T=2a"+pd

satisfait évidemment les contraintes de positivité (z > 0).

Mais comme le déplacement dg des variables de base a été obtenu, & partir de dy, par
linéarisation des contraintes, & n’a en principe aucune raison de satisfaire les contraintes
g(z) =0.

Pour obtenir un point z! réalisable, a partir de &, on applique la méthode de Newton
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a la résolution du systéme non linéaire ( on variable zp ) :
g ($ B,X N) =0.

ou
. 0
Iy =an + pidy

reste fixé, et ou
- 0
Ip=2xp+ pidp

est le point de départ des itérations,

Ceci conduit a la formule itérative suivante :

9 - .
st = [ 2260 o ahaw)

Notons qu’en principe, I'inverse du jacobien [ai—‘;] - devrait étre évolué, a chaque
itération k au point z%.

Cependant, dans la plupart des cas, il suffira d’effectuer toujours ce calcul avec I'in-
verse du jacobien en x% il en résulte un gain considérable en temps de calcul.

La convergence de la méthode vers un point satisfaisant les conditions de Kuhn-
Tucker, est trés difficile & établir.

En fin, le principal avantage de la méthode GRG semble résider dans le fait qu’elle
peut exploiter efficacement la faible densité des matrices ( jacobiens ) et permettre ainsi
la résolution de certains problémes de taille relativement importante ( quelques dizaines

de variables et de contraintes ).
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Conclusion générale

En conclusion, on peut dire que la méthode de graduit réduit et celle de graduit
réduit généralisé sont parmis les méthodes les plus performantes pour la résolution des
problémes d’optimisation avec contraintes linéaires, mais elles sont un peu compliquées
comparées a la méthode du gradient projeté.

La méthode du gradient réduit comporte des opérations analogues a celles de la
méthode du simplexe, en particulier utilisation des bases et de changement de base, de ce
fait elle peut étre sujet & des phénomeénes de dégénérescence, surtout que sa convergence
( théorique ) est tres difficile a établir et il n’existe pas beaucoup de tests numériques sur
cette méthode.
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