g

Ao 21 A gl ) g
République Algérienne Démocratique et Populaire

o) Coudl 5 Judl ol 3y

Minstere de I’Enseignément Supérieur et de la Recherche Scientifique

CENTRE UNIVERSITAIRE DE MILA
INSTITUT DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE

Ref. /11

Mémoire de fin d’étude
Présenté pour I’obtention du diplédme de

Licence Académique
Domaine : Mathématiques et Informatique

Filiere : Mathématiques
Specialité : Mathématiques Fondamentales

Theme

Réduction des endomorphismes
Formes réduites de Jordan

Présenté par : Dirigé par :
- Benkouider Lemya ®r. Boukaroura AL
- Mokhnache Fatima Zohra

Année universitaire 2010-2011

)

S\




République Algérienne Démocratique et Populaire

Minstére de ’Enseignement Supérieur et de la Recherche Scientifique

CENTRE UNIVERSITAIRE DE MILA
INSTITUT DES SCIENCES ET DE LA TECHNOLOGIE

Réf. /11

Mémoire de fin d’étude
Présenté pour 1’obtention du diplome de

Licence Académique

Domaine : Mathématiques et Informatique
Filiere : Mathématiques
Spécialité : Mathématiques Fondamentales

Théme

Réduction des endomorphismes
Formes réduites de Jordan

Présenté par Dirigé par .
- Benkouider Lemya Pr. Boukaroura Ali
- Mokhnache Fatima Zohra

Année universitaire 2010-2011



TS\ Remerciements S\

eaglallall agaeyy o35 @l all sl [

= Nous tenons da remercier notre encadreur

le Professeur A. Boukaroura
pour [aide, les conseils ont contribué a la réalisation de ce
travail,

™ Nos tres vifs remerciements et mnotre gratitude
s’adressent évidement a tous nos enseignants qui ont
contribué a notre formation

T Nous exprimons notre trés vive reconnaissance d 1nos
familles et nos amies pour leurs soutien et encouragements.

™\ Enfin, nous tenons d remercier toute personne qui nous
a aidé de prés ou de loin afin de réaliser ce travail

Lemya & Fatima Zohra



Table des matiéres

Introduction générale

1 Valeurs propres et vecteurs propres

1.1 Valeurs propres . . . . . . . . . o e
1.2 Vecteurs propres . . . . . . . . oo e e
1.3 Polynomes caractéristiques . . . . . . . .. ..o
1.4 Diagonalisation . . . . . . . . . . ..
1.5 Polynéme minimal . . . . . . .. .. Lo
1.6 Trigonalisation . . . . . . . . . .. .
2 Réduction de Jordan
2.1 Construction de la base de Jordan . . . . . . . . .. .. ... ...
2.2 BlocsdeJordan . . . . . ...
2.3 La forme réduite de Jordan . . . . . . ... oL oL
2.4 Décomposition de Jordan . . .. ..o oo
Bibliographie

10

12
12
12
14
19

21



Introduction générale

La réduction d’endomorphisme est une technique mathématique qui a pour objec-
tif d’exprimer ces endomorphismes sous une forme simple, notamment pour faciliter les
calculs. Cela consiste essentiellement & trouver une base de ’espace vectoriel qui permet
d’exprimer plus simplement un endomorphisme dans cette nouvelle base et & décomposer
I’espace en sous-espaces vectoriels stables par I’endomorphisme.

La théorie de la réduction des endomorphismes en dimension finie consiste & chercher
une base dans laquelle la matrice d’un tel endomorphisme est la plus simple possible, dans
le meilleur des cas, une matrice diagonale ( ¢’set une matrice dont seuls les éléments dia-
gonaux peuvent ne pas étre nuls, il s’agit alors d’une diagonalisation ), sinon une matrice
triangulaire supérieure ( dont seuls les éléments diagonaux et sur diagonaux peuvent ne
pas étre nuls, il s’agit alors d’une trigonalisation).

Dans ce travail on expose les outils nécessaires permettant la réduction des endomor-
phismes d’un espace vectoriel de dimension finie.

Soient K un corps; en général K =R ou K = C, V un espace vectoriel de dimention
finie et f un endomorphisme de V.

Si A € M, (K) est la matrice associée & f par rapport a une base de V, on cherche,
donc, une matrice inversible P € M,,(K) telle que la matrice P~1AP ait la forme la plus
simple possible, en intérpretant P comme matrice de passage d'une base a une autre.

Le probléme revient donc & étudier 'action de f sur les sous-espaces vectoriels de
V. Par exemple s’il existe des droites Vi, ..., V,, stables sous l'action de f et dont la
somme directe est V. Pour cela, on associe & f deux polyndmes, le polynéme minimal
ms(X) et le polynome caractéristique Py(X), et on s’intéresse aux sous espaces de V otl
I’endomorphisme f opére comme une homothétie.



Chapitre 1
Valeurs propres et vecteurs propres

Soient V un espace vectoriel sur K de dimension finie n, B est une base de V, f est

un endomorphisme de V et A la matrice de ’endomorphisme f dans la base B.

1.1 Valeurs propres

Définition 1.1.1 Un scalaire X\ € K est appelé valeur propre de f s’il vérifie ['une des
trois propriétés équivalentes suivantes :

1- (f — M dy) n’est pas injectif.

2- Ker(f — Mdy) # {0}.

3- 11 existe un vecteur v € V non nul tel que f(v) = Av.

L’ensemble des valeurs propres éventuelles de [ est appelé le spectre de f et noté

Sp(f).-

Définition 1.1.2
Un scalaire A € K est appelé valeur propre dans K de la matrice A € M, (K), sl est une
valeur propre de l’endomorphisme de K", canoniquement associé a A', ce qui se traduit
par l'une des trois propriétés équivalentes suivantes :

1- (A — \1,) nest pas inversible.

2- det(A — \I,,) = 0.

3- 11 existe une matrice uni colonne non nulle X € M, 1(K) telle que AX = \X.

L’ensemble des valeurs propres éventuelles de A dans K est appelé le spectre de A
dans K et noté Spx(A).

K" - K"

1 o
(1, .0p) — A
Tn



Exemple 1.1.3

Soit f : R? — R? l’endomorphisme de R? dont la matrice associée dans la base canonique

est A = 23 .
4 1
Les valeurs propres de f sont les A\ = —2 et \y = 5 solutions de l’équation
2—X
det(M — \I) = oo s—10=0
4 1-)

1.2 Vecteurs propres

Définition 1.2.1
On dit qu’un vecteur NON NUL v € V est un vecteur propre de l'endomorphisme f, s’il
vérifie l'une des trois propriétés équivalentes suivantes :

1- La droite < v >= { v/ € K} est stable par f.

2- 1l eziste un scalaire A € K tel que f(v) = v, le scalaire A est unique, c’est une
valeur propre de f appelée la valeur propre de f associée a v.

3- Il existe une valeur propre \ de f telle que v € Vy = Ker(f — A dy). Il en découle

que tout vecteur non nul d’un sous-espace propre de f est un vecteur propre.

Définition 1.2.2
Un vecteur propre d’une matrice carrée A est un vecteur propre de ’endomorphisme ca-
noniquement associé & A. Autrement dit, 0 # X € M,,1(K) est un vecteur propre de A

associé a la valeur propre A de A st AX = \X.
Exemple 1.2.3

2 3
St A= ( 41 ), on sait que A = —2 est une valeurs propre de A et le vecteur v = (z,y)

est déterminé par A ( . ) =-2 ( ‘ ), c’est-a-dire :
Y Y

20 4+ 3y = -2z
dor +y =2y

dr +3y =0 4

autrement dit donc v = (x, —=x)
dr+3y=0 3

1.3 Polynoémes caractéristiques

Définition 1.3.1
Soit A une matrice de M,,(K), le polynéme caractéristique de A, noté Pa(\) est défini

4



par

Exemple 1.3.2

Soit A = ( ! _3> € M, (R).
-2 2

1-XA =3

PaN) =det(d =) =| = "

=(1-XN)2-X)—-6=X-3\—-14

donc le polynéme caractéristique de la matrice A est
PiN) =X —-3\—4

Lemme 1.3.3 .

Deux matrices carrées semblables ont le méme polynome caractéristique.

Définition 1.3.4
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel V de dimension finie, on appelle polynome

caractéristique de f celui de la matrice A de f dans une base B quelconque de V, on le
note Pr(\).

Remarque 1.3.5 .
Ps(X) est une fonction polynomiale, & coefficients dans K, de dégré n et si f est

représentée dans une base B de V par une matrice A, alors
Pr(A\) = (—1)"\" + (=) "Tr(A)AN 42 4 4?2 Fdet A
en particulier, sin =2 on a
Pi(\) = A2 — Tr(A)\ + det A

De méme, si

A = (aij)1<i<n
12j2n

est une matrice carrée a coefficients dans K, le polynéme
Ps(X) = det(A — A1,)

( ou simplement P(\) s’il n y a pas risque de confusion ) se nomme polyndéme caractéris-
tique de A.



Done Pa(\) est un polynome, a coefficients dans K, de dégré n et
Py(A) = (=1)" A" 4 (=1)" ' Tr(A)N" + .. 4 det A

Exemple 1.3.6

4 -1 -1 2
2 1 -1 2
SOZtA: )
1 3 0
-1 1 1 4
4—-—)N -1 —1
2 1—X -1
Ps(A) =

1.4 Diagonalisation

Définition 1.4.1
Un endomorphisme f est dit diagonalisable s’il existe une base formée de vecteurs propres
de f.

N O - 0

‘ 0 A -+ 0

Dans cette base la matrice de [ est diagonale . )
0 0 ... X\,

Autrement dit, f est diagonalisable si et seulement si 'V et la somme directe de ses
espaces propres, c’est-a-dire
V= V>\1 @D ... @V)\p

Définition 1.4.2
Soit A un élément de M, (K).On dit que A est diagonalisable si A est semblable & une

matrice diagonale D, c’est-a-dire sl existe une matrice inversible P telle que
D =P AP
On dit que D est une matrice réduite diagonale de A.

Exemple 1.4.3



Soit A = 1 1 1 |, alors
-2 0 -1
2—A 0 1
Pis(N) = 1 1-=A 1 =-AN1-=-X)(1-))

donc
1 1 0 -1 0 -1
P = 1 0 1| ePt=] 2
-2 -1 0 1 1 1
et on a
D = P 'AP
-1 0 -1 1
= 2 0 1 1 1
1 1 1 -2 0 -1
1 1 0
= 1 0 1
-2 -1 0
000 1 1 0
= 2 01 1 0 1
1 11 -2 =10
000
= 010
0 01

1.5 Polynéme minimal

Soit A une matrice carrée de M,,(K). On sait que M,,(K) est un espace vectoriel sur
K de dimension finie et que dim(M,(K)) = n?, alors I,,, A, A%, ... , A" sont liées dans

M, (K), d’ou il existe des scalaires ag, aq, asg, . . ., a,2 qui ne sont pas tous nuls tels que

aol, + a1 A+ as A2+ - + anzA”2 =0



Autrement dit, il existe un polynéme non nul
P(X)=ao4 a1 X + aX?+ - 4 a,2 X"

vérifiant P(A) = 0.
Supposons que deg P(X) = r, alors

P(X)=ay+ a1 X +aX*+-- +a,X" avec a, #0
Donc il existe un polynéme unitaire ( dont le coefficient directeur est 1 )
Q(\) = a, ' P()\) vérifiant Q(A) =0

De méme, si V est un espace vectoriel sur le corps K de dimension fini n, et f un endo-
morphisme de V, £(V) est un espace vectoriel sur K de dimension finie et dim(£(V)) = n?
alors Idy, f, f?,..., f"2 sont liées dans L(V), d’ou il existe des scalaires ag, a1, ag, . . ., ay2

qui ne sont pas tous nuls tels que
aoldy +arf + asf>+ - +af” =0
Autrement dit il existe un polyndéme
P(X)=ao+ a1 X + asX? + -+ 4 a,2 X" vérifiant P(f) =0

Donc il existe un polynéme unitaire Q(A) vérifiant Q(f) =0

Soit A une matrice carrée de M,,(K) ( resp. f est un endomorphisme d’un espace
vectoriel V de imension finie ).

Le polynome qui a le plus petit degré parmi les polyndémes unitaires qui annulent A
(resp. [ ) est dit le polynome minimal de A, noté min(X) ( resp. polynéme minimal de
f, noté min;(X) )

Théoréme 1.5.1 .

Soit A une matrice carrée de M,,(K). Alors P(X) € K[X] est le polynéme minimal
de A si et seulement si,

i) P(X) est un polynome unitaire vérifiant P(A) = 0.

i) Si Q(X) est un polynome qui vérifi Q(A) =0, alors P(X) divise Q(X).

Lemme 1.5.2 .

Deux matrices carrées semblables ont le méme polynome minimal.



Lemme 1.5.3 | Hilbert-Dirac]

Soient V un espace vectoriel sur le corps K et f un endomorphisme de V. Alors pour
tout polynome P(X) € K[X]

i) Si A € K est une valeur propre de f; P()\) est une valeur propre de P(f).

ii) Si P(X) annule f ; les valeurs propres de f sont parmi les racines de P(X).

Corollaire 1.5.4 .

Soient V un espace vectoriel sur le corps K de dimension finie n et f un endomor-
phisme de V. Alors :

i) Les valeurs propres de f sont parmi les racines de ming(X).

i) Si f posséde n valeurs propres distinctes alors ming(X) = Py X).

Théoréme 1.5.5 | Cayley-Hamilton|
Soit A une matrice carrée de M, (K).
i) Si Pa(X) est le polynome caractéristique de A, alors Po(A) = 0.

i) Le polynome minimal miny (X) divise le polynome caractéristique Pa(X).

Corollaire 1.5.6 .

Soit A une matrice carrée de M,,(K). Si
Pa(A) = (=1)"Pi(\)" - P ()™

ot ki, kg, -+ k. sont des entiers positifs, et Pi(\),---, P.(\) sont irréductibles dans
K [A], alors le polynéome minimal mina(X) s’ecrit sous la forme

min(X) = P(A)* -+ B(A)"

avec 1 < [; < k;.

En particulier si
Pa(A) = (=1)"(A = A - (A=A

ot ki, ke, k. sont des entiers positifs, alors le polynéme minimal mina(X) s’ecrit
sous la forme
mn () = (=)' (L= A"

avec 1 < [; < k;.

Remarque 1.5.7 .
Soient V un espace vectoriel sur le corps K de dimension finie n et f un endomor-

phisme de V. Alors :



i) Si P¢(X) est le polynoéme caractéristique de f, alors Ps(f) = 0.
i) Le polynome minimal ming(X) divise Py(X).

Et on a les mémes résultats du corrolaire précédent pour l’endomorphisme f.

Théoréme 1.5.8 Soit A une matrice carrée de M,,(K) ( resp. f un endomorphisme d’un
espace vectoriel de dimension finie )

Alors A ( resp. f ) est diagonalisable si et seulement si, miny (X) ( resp. ming(X))
est un polynéme scindé.

1.6 Trigonalisation

Définition 1.6.1
Soit f un endomorphisme d’un K-espace vectoriel V de dimension finie n > 1, on dit
que f est trigonalisable s’il existe une base B de V dans laquelle la matrice T de f est

triangulaire supérieure, i.e.

)\1 * *

A

| 0 M
: : . X
0 ... 0 M\,

Définition 1.6.2

Une matrice A de M,,(K) est dite trigonalisable si elle est semblable & une matrice trian-

gulaire superieure T, ¢’est-a-dire s’il existe une matrice inversible P telle que T = P~1AP.
Autrement dit, A est trigonalisable si et seulement si le polyndome caractéristique de

A est le produit de polynome de degré 1.

Exemple 1.6.3

2 11
Soit A=1 2 3 0 |, alors,
0 01

Pa() = (A= (A - 1)?

Les valeurs propres de A sont \y = 4 et \y = 1 et des vecteurs propres

1 1
v = 2 et vy = —1 ,
0 0

10



on cherche un vecteur vy, A = PTP~' avec

4 0 0 1 1 =z
T'=|01 a etP=12 -1 y
0 01 0 0 =z
T
telle que vs = | y et Avs = avy + vs, donc on a :
z
a+r=2x+y+=z a=xT+Yy+=z z=a—r—Y
—a+y=2rx+3y <=4 —a=20+2y <= r=-a/2—y
z2=2z z2=2z 2=z
—1
on pose a = 2, on trouve vs = 0 donc
3

est une matrice triangulaire superieure.

11



Chapitre 2
Réduction de Jordan

La réduction de Jordan est la traduction matricielle de la réduction des endomor-
phismes introduits par Jordan, cette réduction est employée, en particulier en analyse

pour la résolution des équations différentielles.

2.1 Construction de la base de Jordan

Soit f un endomorphisme sur un espace vectoriel V tel que son polynéme minimal

soit scindé. Il possede alors les propriétés suivantes :

1. V est la somme directe des espaces caractéristiques de f. Il sont notés ici V; et les

valeurs propres ;.

2. La restriction de f a V; est la somme d’'une homothétie de rapport \; et d’un

endomorphisme nilpotent noté f;.

3. Il existe une base e;; de V; |, {ei1, €2, ..., €, } telle que fi(e;;) = kije;ji1 o ky; est
égal soit & 0 soit 1 et f;(e;,) = 0.

2.2 Blocs de Jordan

Définition 2.2.1
L’endomorphisme [ de K-espace vectoriel V est dit nilpotent s’il existe un entier p positif
tel que fP = 0.

La matrice de f dans une base quelconque est dite nilpotente.

Remarque 2.2.2

Un endomorphisme f nilpotent n’est jamais diagonalisable.

12



St on suppose f # 0, alors f est nilpotent si, et seulement si son polynéme caracté-
ristique Pp(X) = (—X)" et le polynome minimal m,(X) = X' ou | est un entier tel que

1< <n.

Théoréme 2.2.3
Soit f un endomorphisme nilpotent d’un K-espace vectoriel V de dimension n, dont le

polynéme minimal est égal au polyndme caractéristique .
Alors il existe une base B = {ey,...,e,} de V pour laquelle f(e;) =0, f(ex) = ex_1

pour k > 1.
La matrice de f dans cette base s’écrit alors sous la forme

01 0 0
0 0 1

Jn = 0
: . . .1
o .-« ... .. 0

La matrice J, est dite bloc de Jordan nilpotent d’ordre n.

Théoréme 2.2.4
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel V de dimension n.
1l existe des entiers 1 > By > ... > B, > 0 de somme n et une base de V ou la

matrice A de f s’écrit sous la forme

] 0 - -0

0 [/ ' :
A = o

: L. o0

0 - o 0 [J)]

Chague bloc J; est un bloc de Jordan d’ordre ;.
On obtient alors le résultat suivant :

Corollaire 2.2.5 .
Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel V de dimension finie n sur C dont

les valeurs propres A1, ..., s sont de multiplicité p,, ..., p,.
Le polynome caractéristique de f s’écrit alors sous la forme

P(X) = (—1)"(X — A)™M (X — A )

13



1l existe une base de V ot la matrice A de f a la forme, diagonale par blocs, suivante

T 0 - 0
T .
A= 0 [ 2] :
S 0
0 0 [T
chaque bloc Ty, est de la forme
M 10 0
0o - :
Ty = o e 0 |, k=1, s
: . . o1
0 o o 0 M

Dans cette écriture, le nombre de blocs est égal au nombre de valeurs propres dis-

tinctes.
Chaque blocs T}, est une matrice carrée d’ordre la multiplicité p,, de la valeur propre

-

La forme obtenue dans ce corollaire s’appelle réduite de Jordan de I’endomorphisme

2.3 La forme réduite de Jordan

Pour trouver la réduction de Jordan d’une matrice sous la forme :

A1 0 -~ 0
A
J = 0 |-
1
0 0 A

(la forme réduite de Jordan)
on procede de la fagon suivante :
e On cherche les valeurs propres de A.
e Pour chaque valeur propre A de A, on effectue les manipulations suivantes :

14



On construit la suite emboitée suivante et on calcule la dimension de chaque noyau :
ker(A — M) G ker(A — M)? & ... G ker(A — \I)".

Cette suite s’arréte pour r > 1 tel que dimker(A — AI)" est égale a la multiplicité de la

valeur propre \ dans le polyndéme caractéristique.
On dispose alors de deux renseignements importants :
* 1 est la taille du bloc de Jordan associé a la valeur propre A la plus grande
* p = dimker(A — AI) est le nombre de blocs de Jordan associés a la valeur propre A

figurant dans la décomposition finale.
On construit une base associée & la décomposition de Jordan de la fagon suivante :

i) On examine la différence

ny = dimker(A — AI)" — dimker(A — \I)" .

ii)-On choisit n; vecteurs dans 1’ensemble

ker(A — AI)" \ ker(A — )"t

On note ces vecteurs {w, w’, w”, ...}.

iii)-Pour chacun de ces vecteurs, on construit la suite des itérés :

vy =w, v, =W U, =W e,

vy = (A= XDw,v,_, = (A= Mw,v, | = (A= ADw",,.cc......
Vr_g = (A= MN)?w,v,_, = (A= A)w,v, 5= (A—=X)w, ...

;

vy = (A= M) tw,v; = (A= N w,o] = (A=)

\

Chacune des familles libres

! !/ " "
{01, ey U} QUL ey Uy QU ey Uy e

fournit un bloc de Jordan associé a la valeur propre A, de taille r.
En effet :

Avy Avy -+ Av,y Av, Avy Avh - Au._, Av.

15



Uy
A1 Uy A1 : vy
0 O P (| Lo
: Y T (S ISPV WS N [
0 -+ --- 0 \ Uy 0 -+ -+ 0 X\ v,

e On recommence les étapes 14, i, it avec chaque différence :

(

ny = dimker(A — M\I)"! — dimker(A — A\I)" 2,
nz = dimker(A — AI)"2 — dimker(A — \I)" 3,

ny—1 = dimker(A — \I)? — dimker(A — \I),
| n, = dimker(A— A) -0,

en remarquant que 4iz), a déja donné des vecteurs dans chacun des espaces considérés
ci-dessus.

En effet,

1"

{vr_l, NI } € ker(A — AI)" "\ ker(A — \I)" 2

{vr—Qa 'U;—27 ,U;:_z, } c ker(A - )\I)r_z \ ker(A _ /\I)r‘—?,7

on sera donc obligé de compléter les familles libres suivantes :

! " ! "
{’UT—IJ UT—].’ UT—]’ } 5 {’UT_Q’ UT—27 ’U,,,_Q’ } g e

par des vecteurs appartenant respectivement a :

ker(A — M) '\ ker(A — A)" 2 ker(A — )"\ ker(A — \I)" 2, ...

de fagon & avoir & nouveau des familles libres de :

ker(A — M)\ ker(A — \I)" 2 ker(A — )"\ ker(A — \I)" 2, ...

. ’ ” S p At
Si on note wy, wy,wy, ... ces vecteurs, alors leurs itérés :

Bl = {wl, (A — )\I)U)l, (A — )\1)221)1, }

By = {w,l, (A= A)wy, (A — \)2wy, }

16



B3 = {w/l/, (A= XD, (A= \)2w,, }

fournissent chacun un bloc de Jordan associé a la valeur propre .
e On en déduit la réduite de Jordan de A : c¢’est la matrice de A dans la base :

"

B ={vy,..,v0,} U {v'l, ...,v;} U {v'l', ...,vr} U...UB;UByU Bs.

Exemple 2.3.1

Soit la matrice

4 1 =3
A= -1 2 1
0 0 2

calculons d’abord le polynome caractéristique de A.

On trouve
Pa(h) = (2= N3 - A

les valeurs propres de A sont Ay = 2 et Ay = 3 de multiplicité 1 et 2 respectivement.

Etude de la valeur propre 2
Soit (x,y, z) € ker(A — 2I) tel que

2 1 =3
A-2I=] -1 0 1
0 0 O
alors :
20 4+y—32=0
—x+2z2=0
c’est-a-dire
r=z
y==z ,z€R
z2=2
1
une base de ker(A — 21) est donc : vy = | 1
1

Etude de la valeur propre 3

17



Posons

1 1 -3
M=A-3I=]| -1 -1 1
0 0 -1
Soit (z,y,2)€ ker(M) alors :
r+y—3z=0
—x—y+2=0
—z=0
c’est-a-dire
r ==Y
y=1y
z=0
1
doncv =1 —1
0
On remarque que dimker(M) =1 2 (2 est la multiplicité de la valeur propre 3 ),
Calculons :
0 01
M=|0 0 1
0 01
Soit (z,vy, z) € ker(M?) alors :
z=0
rT=ux
donc
1 0
ker(M?) = vect 0,1
0 0
prenons
1
v3=| 0 | €ker(M?)\ ker(M)
0

18



donc

1 1 -3 1 1
vo=Mvg=]| -1 -1 1 0Ol=1 -1
0 0 -1 0 0

posons P la matrice de passage définie par :

1 1
P=11 -10
1 0 0

Exemple 2.3.2 Inversons cette matrice, on trouve

0 0 1

on a .

200
PrAP=10 31 |=J
00 3
J est la forme réduite de Jordan.

2.4 Décomposition de Jordan

Supposons qu’on a une décomposition de V en somme directe de sous-espaces vecto-
riels Ny, ..., N,. Tout vecteur v € V s’écrit de maniére unique sous la forme v = v;+...+v;
avec v; € N, 1 < j <s.

Les applications 7; : v — v; sont des projecteurs de V tels que
Ny, = Imm;.

De plus

() IdE:ZTrketT(jOWi:()Sjj?éZ“

k=1

Proposition 2.4.1

Soient (m;)5_, des endomorphismes de V vérifiant lidentité (p).
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Alors, les (m;)5-, sont des projecteurs et

V= ZTF](V)

Proposition 2.4.2
Soit f un endomorphisme de V et supposons que le polynéome

est un polynome annulateur de f.
Alors
V = @ ker(f — N\ Idy)%
i=1

2

Les projecteurs
71V — Ny, = ker(f — N\ Idy)"s

de la décomposition de V en somme directe s’obtiennent de la facon suivante :

o On décompose en éléments simples de la fraction rationnelle ﬁ sous la forme

S

I R;(X)
S TP e W

i=1
Le polynome R;(X) est de degré inférieur ou égal a B, — 1.
e On multiplie ensuite (%) par P(X) et l'on obtient

() 1= ZR,(X)H(X — )\ = ZQ,(X)

j#i
On a
T = Qi(f)'

Les endomorphismes (m;) sont appelés projecteurs spectrau.

20



Bibliographie

[1] Amara Hitta, Cours d’algébre linéaire et exercices corrigés, OPU, alger (2009).

[2] Damien Etienne, Ezercices corrigés d’algébre linéaire, De Beock et Lacier S. A,
Paris (2006).

[3] Rémi Goblot, Algébre linéaire : cours et exercices corrigés, Ellipses, Paris (2005).

[4] Maurice Gaultier, Algébre : exercices et problémes, Dunod, Paris (2008).

[5] Jean-Pierre Barani, Réduction des endomorphismes, Paris (2007).

[6] Jean-Michel Ferrard, Réduction des endomorphismes, www.mathprepa.com.

[7] Le site web : http ://fr.wikipedia.org/wiki/réduction des endomorphismes.

[8] Le site web : http ://fr.wikipedia.org/wiki/réduction de Jordan.

21



