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Introduction

Ce texte est un résumé partiel des multiples échanges et groupes de travail entre

les années 1995 et 2003 tenus au sein du département de mathématiques de l�université

de Franche-Comté. Il a, en partie, fait l�objet d�un cours de DEA donné à l�université

de Provence en 2005 par le second auteur. Son but est de présenter le plus simplement

possible les concepts de contrôlabilité de systèmes linéaires.

La contrôlabilité des équations aux dérivées partielles est un sujet en plein dévelop-

pement. Son histoire a commencé avec le cas de la dimension �nie, avec les systèmes

di¤érentiels dont nous ne présenterons que le cas linéaire. Son extension à la dimension

in�nie a connu plusieurs temps. Le premier a concerné la notion de contrôlabilité appro-

chée, en particulier dans le cas parabolique, qui revient essentiellement à démontrer des

résultats d�unicité de type �Holmgren�. Les théories de la contrôlabilité exacte et de la

contrôlabilité aux trajectoires se sont ensuite développées, dans les années 70, en parti-

culier autour des systèmes hyperboliques conservatifs pour la première et des problèmes

paraboliques pour la seconde. Les années 90 sont marquées par deux points forts. D�abord,

C.Bardos, G.Lebeau et J.Rauch [3] donnent une condition (quasiment) nécessaire et suf-

�sante d�exacte contrôlabilité de l�équation des ondes contrôlée sur une partie du bord

ou du domaine en utilisant des résultats d�analyse microlocale. Puis, la démonstration

et l�utilisation d�inégalités globales de Carleman par A.Fursikov et O.Imanuvilov [2] (et

également, pour l�équation de la chaleur en particulier, par G.Lebeau et L.Robbiano [9])

pour la contrôlabilité aux trajectoires des équations paraboliques du second ordre.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions d�espaces et d�inégalités

principaux, nous parlerons aussi de l�opérateur maximal monotone.

Dans le deuxième chapitre on parlerons de la théorie des semi-groupes sa dé�nition

et ses propriétés

Dans le troisième chapitre nous présenterons la contrôlabilité d�une système évolution

avec ses deux dimensions �nies et in�nies.
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Chapitre 1

Rappels et notions préliminaires

1.1 Quelques espaces et inégalité principaux

1.1.1 Espaces de Hilbert

De�nition 1.1.1 : Soit H un espace vectoriel réel ou complexe. Un produit scalaire est

une application : hH �Hi ! C si H un espace vectoriel complexe et hH �Hi ! R si H
un espace vectoriel réel, véri�ant

1. 8y 2 H : x! hx; yi est linéaire (en x)
2. hy; xi = hx; yi
3. hx; xi � 0 et si hx; xi = 0 alors x = 0:
Par conséquent y ! hy; xi est anti-linéaire (en y) si H un espace vectoriel réel ou

complexe.

On pose

kxk =
p
hx; xi

Nous montrons plus tard que k:k est bien une norme.

Exemple 1.1.2 : Soit H = L2(
) où 
 � Rn borélienne, muni de la mesure de Lebesgue
ou la mesure discrète. Si f; g 2 L2(
) alors fg 2 L1(
) et

hf; gi =
Z



fg

est bien dé�ni, et kfk =
qR

jf j2 = kfk2 :

Lemme 1.1.3 : Soit H un espace vectoriel réel ou complexe muni du produit scalaire

h:; :i.
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Alors, pour tous x; y 2 H

kx+ yk2 = kxk2 + 2Re hx; yi+ kyk2 :

Preuve. :

hx+ y; x+ yi = hx; xi+ hx; yi+ hy; xi+ hy; yi (1.1)

= hx; xi+ hx; yi+ hx; yi+ hy; yi
= kx+ yk2

= kxk2 + 2Re hx; yi+ kyk2

Nous véri�ons aisément certaine propriétés de la norme pour k:k :

1. kxk � 0 par dé�nition et si kxk = 0 c�est que hx; xi = 0 et donc x = 0:
2. pour � 2 C nous avons

k�xk =
p
h�x; �xi

=

q
�� hx; xi

=

q
j�j2 hx; xi

= j�j
p
hx; xi

= j�j kxk :

Proposition 1.1.4 : (Inégalité Cauchy-Schwarz)
Soit H un espace vectoriel (réel ou complexe) muni du produit scalaire h:; :i. Alors

pour tout x; y 2 H
jhx; yij � kxk kyk :

Corollaire 1.1.5 : Soit H un espace vectoriel (réel au complexe) muni du produit scalaire

h:; :i : Alors kxk =
p
hx; xi dé�nit une norme.

Preuve. : Il ne nous reste plus qu�à véri�er l�inégalité triangulaire. On a d�après
l�inégalité de Cauchy Schwarz :

kx+ yk2 = kxk2 + 2Re hx; yi+ kyk2 (1.2)

� kxk2 + 2 jhx; yij+ kyk2

� kxk2 + 2 kxk kyk+ kyk2

� (kxk+ kyk)2:
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De�nition 1.1.6 : On dit que deux vecteurs x; y d�une espace vectoriel complexe sont
orthogonaux pour le produit scalaire h:; :i si hx; yi = 0:

De�nition 1.1.7 : Un espace de Hilbert est un espace vectoriel réel ou complexe muni
d�un produit scalaire et qui est complet pour la norme associée.

De�nition 1.1.8 : Soit H un espace de Hilbert et H1 et H2 deux sous-espaces vectoriels.

On dit que H est la somme direct orthogonale de H1 et H2, notée H = H1 �? H2, si

H = H1 +H2; H1 \H2 = f0g et 8x1 2 H1;8x2 2 H2 : hx1; x2i = 0: Le complémentaire
orthogonale d�une sous-espace F � H est dé�ni par F? := fx 2 H=8y 2 F : hx; yi = 0g:

Théorème 1.1.9 : Soit H un espace de Hilbert et F � H un sous espace fermé. Soit

x 2 H. Alors
i) Il existe un unique y 2 F qui satisfait

kx� yk = d(x; F ) := inffkx� zk ; z 2 Fg:

On note y = PF (x): Ceci dé�nit alors une application

PF : H ! H:

ii) PF (x) est l�unique vecteur dans F qui satisfait x� PF (x)?F:
iii) 8x 2 H : kxk2 =

PF (x)2 + kPF?(x)k2 :
iv) l�application PF : H ! H est linéaire et continue. C�est la projection sur F le

long F?.

v) Le complémentaire orthogonal F? est un sous espace fermé de H et H = F� F?:

Preuve. : Pour " < 0, prenons y; z 2 F et supposons que

d(x; y)2 � d(x; F )2 + " et d(x; z)2 � d(x; F )2 + ":

Posons : w =
y + z

2
; u =

y � z

2
; de telle façon que w 2 F ; y = w + u; z = w � u.

D�après l�identité du parallélogramme :

k(x� w) + uk2 + k(x� w)� uk2 = 2
�
kx� wk2 + kuk2

�
kx� zk2 + kx� yk2

2
= d(x;w)2 +

1

4
d(y; z)2

d(x; F )2 + " > d(x; F )2 +
1

4
d(y; z)2

d(y; z) < 2
p
":
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Soit maintenant (yn) � F une suit telle que d(x; yn) ! d(x; F ): Alors d�après notre

calcul c�est une suite de Cauchy qui doit donc converger vers un y 2 F (puisque H est

complet et F est fermé). Nous obtenons

d(x; y) = lim d(x; yn) = d(x; F ).

Pour l�unicité supposons que z 2 F véri�er lui aussi d(x; z) = d(x; F ):

Alors encore d�après le calcule précédent d(y; z) < 2
p
" pour tout " < 0; ce qui donne

d(y; z) = 0 alors y = z.

Ceci montre le première point et donc l�existence de l�application PF .

Pour le deuxième point, supposons que x� PF?F:
Il existe donc z 2 F tel que hx� Pf (x); zi = s 6= 0; et quitte à diviser z par s nous

pouvons supposer que

hx� Pf (x); zi = 1:

Soit encore t une variable réelle. Alors PF (x) + tz 2 F

d(x; PF (x) + tz)2 = kx� PF (x)� tzk2

= t2 �
z2� 2t+ kx� PF (x)k2 :

Ce polynôme en t atteint son minimum ailleurs qu�à t = 0, donc d(x; F ) � d(x; PF (x));

une contraduction au choix de PF (x). Nous avons donc bien

x� PF (x)?F:

Pour l�unicité, supposons que x � y?F et x � z?F , ou y; z 2 F (par exemple, on

pourrait avoir y = PF (x)).

Alors

y � z 2 F;

d�ou

hx� y; y � zi = hx� z; y � zi = 0:

Une soustraction donne hy � z; y � zi = 0, d�ou y � z = 0 et y = z:

Le troisième point découle du deuxième, vu que x� PF (x)?PF (x):
Pour (iv), on véri�er aisément que

(x+ �y) + (PF (x)� �PF (y)) = (x� PF (x)) + � (y � PF (y)) 2 F?;
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d�ou

PF (x)� �PF (y) = PF (x+ �y)

d�après (ii), et PF est linéaire.

D�après (iii) nous avons kPF (x)k � kxk ; donc PF est continu (de norme � 1).
Finalement, pour tout x 2 H nous avons x = (x� PF (x))+PF (x), ou x�PF (x) 2 F?

et P 0F (x) 2 F , ce qui donne bien F � F? = H:

Corollaire 1.1.10 : Pour tout sous-espace vectoriel fermé F � H on a
�
F?
�?
= F .

En particulier l�orthogonal d�un sous-espace vectoriel non fermé est fermé. En autre

F est dense dans H si et seulement si F? = 0:

Corollaire 1.1.11 : (Théorème de représentation de Riezs).
Soit ' : H ! C une forme linéaire continue. Alors il existe un unique y 2 H tel que

pour tout x :

' (x) = hx; yi :

En autre, nous avons k'k = kyk où

k'k = sup fj' (x)j ; jxj � 1g :

De�nition 1.1.12 : Un espace de Hilbert H est séparable s�il possède une suite de points

qui est dense dans H.

De�nition 1.1.13 : Soit H un espace de Hilbert séparable. On appelle base orthonormale

de H tout sous-ensemble �ni ou dénombrable fengn qui véri�e :
i) kenk = 1 et hen; emi = 0 si n 6= m:

ii) Le sous-espace vectoriel engendré par fengn (par combinaisons linéaires �nies) est
dense dans H:

Lemme 1.1.14 : Soit (ei)i<n une famille orthonormée et soit F le sous-espaces engendré
(donc hei; eji = �ij, mais on ne demande pas que F soit dense). Pour tout x :

PF (x) =
X
i<n

hx; eii ei:

Preuve. : IL su¢ t de prouver que x�
X
i<n

hx; eii ei?F ce qui immédiat.

Théorème 1.1.15 : (Existence des bases orthonormales)
Tout espace de Hilbert séparable posséde une base orthonormale.
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Théorème 1.1.16 : Soient H un espace de Hilbert et fengn2N une base orthonormale :
i) pour toute (�n)n 2 l2 (N) la série

X
n�0

�nen converge dans H et sa somme

x =
X
n�0

�nen véri�e

hx; eni = �n; kxk2 =
X
n�0

j�j2 :

ii) pour tout x 2 H la série
X
n�0

jhx; enij2 converge et

x =
X
n�0

hx; eni en; kxk2 =
X
n�0

jhx; enij2 :

De�nition 1.1.17 : Soient H1 et H2 deux espaces de Hilbert. Une isométrie entre H1 et

H2 est une application linéaire U : H1 ! H2 qui satisfait 8x 2 H1 : kU (x)k = kxk.
H1 et H2 est une isomorphes s�il existe une isométrie bijective entre eux.

Proposition 1.1.18 : Soient X1 et X2 deux espaces de Banach. Soit E � X1 un sous

espace vectoriel dense (donc, non nécessairement complet).

Soit u : E ! X2 une application linéaire, et supposons en autre qu�elle est continue (ce

qui revient à l�existence d�une constante C telle que pour tout x 2 E : ku (x)k � C kxk).
Alors u admet un unique prolongement en une application linéaire continue

eu : X1 ! X2:

1.1.2 Espaces de Lebesgue Lp; 1 � p � 1:

On considère 
 un ouvert de Rn. Les fonction f seront considérées de 
 dans R ou
C:

De�nition 1.1.19 : Pour 1 � p <1, on appelle norme Lp et on note k:kp l�application
dé�nie par kfkp =

�R

:
jf jp
� 1
p :

De�nition 1.1.20 : On appelle espace supessentiel et on note

kFkL1 = inf fC � 0 tel que jf (x)j � C pp sur 
g :

De�nition 1.1.21 : On dit que p et p�sont deux exposant conjugués pour tout p; p�2 [1;1]
ssi

1

p
+
1

p�
= 1: On notera dans toute la suite p� le conjugué de p:
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Corollaire 1.1.22 : (Inégalité de Minkowsi)

kf + gkp � kfkp + kgkp :

Théorème 1.1.23 : Lp est un espace vectoriel et 8p 2 [1;1] ; k:kp est une norme.

Théorème 1.1.24 : (de convergence dominée de Lebesgue pour les espaces Lp).
On suppose p 6= 1. Soit (fn) une suite de fonctions mesurables telle que fn (x) !

f (x) p.p.si 9g 2 Lp�8 (x; n) jfn (x)j � g (x) : Alors f 2 Lp et fn ! f en norme Lp:

Exemple 1.1.25 : Pour p =1; la suite de fonctions fn = X[n;1[, montre que le théorème

précédent ne fonctionne pas pour Lp:

Théorème 1.1.26 : (Fischer-Riesz)

8p 2 [1;1] ; Lpest un espace de Banach.

Théorème 1.1.27 : Les fonctions en escaliers forment un sous-espace vectoriel dense de
Lp pour p 2 [1;1[ :

Théorème 1.1.28 : (de densité).
L�espace Cc (
) des fonctions continues à support compact est dence dans Lp (
) pour

1 � p <1.

Théorème 1.1.29 : L�espace C1c (
) des fonctions in�niment dérivables à support com-
pact est dence dans Lp (
) pour 1 � p <1.

Proposition 1.1.30 : L�espace C1c (
) est dence dans le sous espace de L
1des fonctions

bornées qui tendent vers 0 à l�in�ni.

De�nition 1.1.31 : Un espace est séparable s�il contient une partie dénombrable dense.

Théorème 1.1.32 : (Espaces séparables).
Lp (
) est séparable pour 1 � p <1:

Proposition 1.1.33 : L1 (
) n�est pas séparable.

Théorème 1.1.34 : (Représentation de Riesz).
Soit 1 � p < 1 et soit � 2 (Lp)�. Alors 9!u 2 Lp� tel que < �; f >=

R
uf; 8f 2 Lp:

De plus on a kukLp�= k�k(Lp)�: Ce théorème permet d�identi�er le dual de Lp à Lp�:
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Théorème 1.1.35 : Le dual de L1contient strictement L1 et s�identi�er à l�espace des
mesures de Radon.

Exemple 1.1.36 : (d�élément de L1 qui n�est pas dans L1)
Supposons que 0 2 
: Soit �0 : Cc (
) ! R dé�nie par �0 (f) = f (0) : Soit � la

fonction qui prolonge cette fonction en une forme linéaire et continue sur L1: Alors, il

n�existe pas de fonction u 2 L1telle que

< �; f >=

Z
uf; 8f 2 L1:

De�nition 1.1.37 : Soit J : E ! Eu tel que J (x) = f !< f; x > un espace E est dit

ré�exif si J est bijective de E dans Eu :

Théorème 1.1.38 : Lp est ré�éxif pour 1 < p <1:

Proposition 1.1.39 : L1 et L1 ne sont pas ré�exifs.

Exemple 1.1.40 : (de la non ré�exivité de L1).
Considérons 0 2 
 et la suite

fn = �n (1)B(0; 1n)
;

avec n assez grand pour que B (0; n) � 
 et �n tel que kfkL1 = 1: Si L1 etait ré�exif,
on pourrait avoir à la fois f

(limite faible d�une sous suite de fn) égale a 0 presque partout et
R
f = 1, ce qui serait

absurde.

Théorème 1.1.41 : (Réciproque du théorème de Lebesgue)
Soit (fn) une suite de LP et f 2 LP telle que kfn � fkp ! 0. Alors il existe une sous

suite extraite (fnk) telle que :

1- fnk (x)! f (x) p.p sur 
:

2- 8k 2 N; jfnk (x)j � h (x) p.p. sur 
, avec h 2 LP :

Remarque 1.1.42 : On peut souvent utiliser une convergence faible pour démontrer une
convergence forte.

Exemple 1.1.43 : Soit p > 1 et (fn)n2N une suite dans L
p qui converge faiblement vers

f 2 Lp et telle que kfnkp ! kfkp : Alors fn converge fortement vers f pour la norme Lp:

Proposition 1.1.44 : Le produit de deux fonctions de L2 est intégrable.
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De�nition 1.1.45 : On peut dé�nir un produit scalaire euclidien sur L2 par

(f; g)! hf j gi =
Z
fgdx:

On peut dé�nir un produit scalaire hermitien sur L2 (C) par

(f; g)! hf j gi =
Z
fgdx:

Théorème 1.1.46 : Muni de son produit scalaire, L2 est un espace de Hilbert.

Remarque 1.1.47 : Les propriétés de cet espace ont énormément d�application aux séries
de Fourier.

Exemple 1.1.48 : (Théorème de Plancherel).
A chaque fonction f de L2, on peut associer une fonction bf de L2 de sorte que les

propriétés suivantes soient satisfaites :

1. Lorsque f 2 L1 \ L2, bf est la transformiez de Fourier de f:
2. 8f 2 L2, on a

 bf
2
= kfk2 :

3. L�application f ! bf est un isomorphisme d�espace de Hilbert de L2 sur L2.
4. Entre f et bf existent les relations symétriques suivantes : en posant

�A (t) =

Z A

�A
f (x) e�ixtdx;

et

 A (x) =

Z A

�A
bf (x) eixtdx;

on a

lim
A!1

k�A � fk2 = 0;

et

lim
A!1

 A � bf
2
= 0:

1.1.3 Espaces de sobolev :(Wm;p (
) ;m 2 N; p 2 [1;+1])
De�nition 1.1.49 : (Wm;p (
)) :

Soient (m; p) 2 N� [1;+1]. On dé�nit Wm;p (
) par :

Wm;p (
) =

8>><>>:
f 2 Lp (
) tq 8� 2 Nn avec j�j � m; 9$� 2 Lp (
) vérifait :Z




f (x)D�' (x) = (�1)j�j
Z



$� (x)' (x) dx, 8' 2 D (
)

9>>=>>; :
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On pose : D�f = L�:
On dé�nit sur Wm;p (
) la norme

kfkWm;p(
) =
X
j�j�m

kL�kLp(
) :

Cas particuliare :

1- W 0;1 (
) = Lp (
).

2- p = 2 : Wm;2 (
) = Hm (
) :

Proposition 1.1.50 : Hm (
) est un espace de Hilbert la produit scalaire est donnée par :

8f; g 2 Hm (
) : hf; gi =
X
j�j�m

Z



D�f (x)D�g (x) dx =
X
j�j�m

hD�f;D�giL2(
) .

Remarque 1.1.51 : Cm(
) � Hm (
) mais l�inverse n�est pas vrai.

Proposition 1.1.52 : D(Rn) est dense dans H1(Rn).

Remarque 1.1.53 : En générale D(
) n�est pas dense dans H1(
).

De�nition 1.1.54 : (Hm
0 (
)):

On dé�nit Hm
0 (
) = D(
) (par rapport a la norme de Hm (
)).

C�est-à-dire :

Hm
0 (
) =

n
f 2 Hm (
) n 9 ('k) 2 D(
) véri�ant : k'k � fkHm(
) ! 0 tend k ! +1

o
:

Le même Wm;p
0 (
) = D(
) par rapport a la norme de Wm;p (
).

De�nition 1.1.55 : (Dérivée normal).

On dé�nit la dérivée normale d�une fonction f , notée par
@f

@v
comme étant

nX
i=1

@f(x)

@xi
vi(x).

On pose
 : D(
) ! L2(�)

' ! (') =
@'

@v
=r

0 : D(
) ! L2(�)

' ! 0(') = '=r

se prolonge par continuité à H1(
)

0 : H1(
) ! L2(�)

f ! 0(f) = lim'n=r

13



(dit 0 est l�application de trace).

Théorème 1.1.56 : Si � est de classe C2 alors  se prolonge sur H2(
) :

0 : H2(
) ! L2(�)

f ! (f) =
@f

@v
=r

:

De�nition 1.1.57 : (H1
0 (
)):

H2
0 (
) = D(
) (par rapport la norme de H2(
)):

Proposition 1.1.58 : Si � est de classe C2, alors H2
0 (
) = ker 0\ker  (ie : f 2 H2(
)

tq f = 0 pp sur � et
@f

@v
= 0 pp sur �).

1.1.4 Inégalité d�interpolation :

Soit m 2 N= f0; 1g et p1; p2; : : : ; pm 2 [1;+1] tq
1

p1
+
1

p2
+ � � �+ 1

pm
� 1 on pose :

1

p
=
1

p1
+
1

p2
+ � � �+ 1

pm
on a 8fi 2 Lpi(
); i = 1 � � �m alors f = f1:f2:::::::fm 2 Lp(
)

et on a :

kfkLp(
) �
mY
i=1

kfikLpi (
) :

1.1.5 Inégalité de Holder :

Soit p; q 2 [1;+1] tq 1 = 1

p
+
1

q
alors : 8f 2 Lp(
), 8g 2 Lq(
) : f; g 2 L1(
) on a :

kf; gkL1(
) � kfkLp(
) : kgkLq(
)

(i.e :
Z



jf(x)g(x)j dx �
�Z




jf(x)jp dx
� 1

p

:

�Z



jg(x)jq dx
� 1

q

).

1.1.6 Inégalité de Green :

Soit f; g 2 H1(
) (où 
 2 Rn un ouvert) de frontière � bornée et de classe C1 alors :Z



@f(x)

@xi
g(x)dx = �

Z



f(x)
@g(x)

@xi
dx+

Z
�

f(x)g(x)vi(x)dx:

14



1.1.7 Inégalité de Poincaré

Soit 
 � Rn un ouvert borné, il existe une constant c > 0 véri�ant :

kfkH1(
) � c krfkL2(
) ;

où rf = ( @f
@x1

; � � � ; @f
@xn

) c�est-à-dire :

Z



"
f 2(x) +

nX
i=1

���� @f@xi
����2
#
dx � c

Z



nX
i=1

���� @f@xi
����2 dx:

1.2 Opérateur maximal monotone

Soit H un espace de Hilbert et A : D(A)! H un opérateur donnée où D(A) est son

domaine (D(A) � H):

De�nition 1.2.1 : On dit que A est monotone si :

hAu� Av; u� viH � 0;8u; v 2 D (A) :

Remarque 1.2.2 : Si A linéaire on a : hAu; uiH � 0, 8u 2 D(A):

De�nition 1.2.3 : On dit que A est maximal si seulement si Id +A : D(A)! H est un

surjectif c�est-à-dire

8f 2 H;9u 2 D(A) tq : u+ Au = f:

Proposition 1.2.4 : Soit H un espace de Hilbert (réel). Sont équivalents :

1- A est maximal monotone dans H.

2- (I + �A)�1 est une contraction par tout dé�nie de H pour tout � � 0.
3- A est monotone et il existe � positif tel que (I + �A) est Surjectif.

Théorème 1.2.5 : Supposons que A est maximal monotone alors :
1. pour tout u0 2 D (A) on a le système(

u�(t) + Au (t) = 0, 8t � 0
u (0) = u0

admet un solution unique u 2 C (R+; H) (C�est-à-dire 8t0 2 R+ : ku (t)� u (t0)kH ! 0 tend t! t0) :

La solution u est dit faible.
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2. Si u0 2 D(A) alors u 2 W 1;1(R+; H)\W 0;1(R+; D(A)) où sur D(A) on considère
la norme du graphe

kukD(A) =
q
kuk2H + kAuk

2
H ;8u 2 D(A):

La solution u dite forte (la régularité de u signi�e

sup
t�0
ku(t)kH <1; sup

t�0
ku(t)kD(A) <1

et u est dérivable au sens des distributions).

3. Si A est linéaire et u0 2 D(A) alors u 2 C(R+; D(A)) \C1(R+; H). La solution u
est dite classique.
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Chapitre 2

Semi groupes

2.1 Semi-groupes

2.1.1 Dé�nition

De�nition 2.1.1 : Soit X un espace de Banach, on dit que la famille d�opérateur linéaire

(S(t))t�0 est un semi-groupe (fortement continu) si :

i) 8t > 0, S(t) 2 L(X):
ii) S(0) = IdL(X):

iii) 8(s; t) � 0, S(s+ t) = S(s)S(t):

iv) 8x 2 X; lim
t!0+

S(t)x = x:

La condition (iv) est équivalente à ce que 8x 2 X, t! S(t)x 2 C0(R+; X).
Si on remplace (iv) par (iv)� : lim

t!0
kS(t)� IdkL(X) = 0 on dit (S(t))t�0 est uniformé-

ment continu.

On trouve le générateur in�nitésimal (A;D(A)) d�un semi groupe fortement continu

(S(t))t�0 comme l�opérateur non bornée A : D(A)! X où

D(A) =

�
x 2 X; lim

t!0

S(t)x� x

t
existe

�
8x 2 D(A); Ax = lim

t!0

S(t)x� x

t
:

Dans le cas où D(A) = X et A 2 L(X) la famille d�opérateurs
�
etA
�
t�0 (dé�nie clas-

siquement par ca série) est un semi-groupe fortement continu de générateur in�nitésimal

A:

On dit que le semi-groupe (S(t))t�0 est de contraction si 8t � 0; kS(t)kL(x) � 1:
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2.1.2 Propriété des semi-groupes de contraction

Théorème 2.1.2 : Soit X un espace de Banach, (S(t))t�0 un semi-groupe de contraction

sur X et (A;D(A)) son générateur in�nitésimal Alors :

i) 8x 2 X le �ot t! S(t)x 2 C0(R+; X):
ii) 8x 2 A 8t � 0 on a S(t)x 2 D(A), le �ot t ! S(t)x 2 C1(R+; X) est véri�é

x
0
(t) = Ax(t):

iii) (A;D(A)) est fermée de domaine dense.

2.2 Opérateur dissipatifs

2.2.1 Dé�nition

De�nition 2.2.1 : Un opérateur (A;D(A)) est dissipatif si

8x 2 D(A) et 8� > 0; kx� �Axk � kxk :

Dans le cas où X = H est Hilbertien on montre que A est dissipatif si et seulement si

8x 2 D(A) Re(hAx; xiH) � 0:

Si (A;D(A)) est un opérateur dissipatif alors 8� > 0 l�opérateur (Id��A) est injectif
car

(Id� �A) > 0 =) 0 � kxk � k(Id� �A)xk = 0 =) x = 0:

Si de plus 8� > 0; (Id��A) est surjectif on dit que (A;D(A)) est maximal-dissipatif
(ou m-dissipatif). On peut montrer que 8� > 0; Id � �A est surjectif =) 9�0 > 0 tq

Id� �0A est surjectif.

En pratique pour montrer qu�un opérateur est m-dissipatif on montre d�abord à la

main qu�il est dissipatif et on résout ensuite un problème variationnel pour une valeur �0
bien choisie.

Dans ce cas l�opérateur (Id � �A) est un isomorphisme (a priori non continu) de

(A;X) et on note J� = (Id� �A)�1:

De plus, comme kJ�ykX � k(Id� �A) [J�y]kX � kykX ; J� 2 ((X; k:kX) ; (D(A); k:kX)) :
Nous allons voir que cette propriété de continuité peut être améliorée (on va rendre

moins �ne la topologie sur (D(A); k:kX) en munissant D(A) d�une norme k:kD(A)).

2.2.2 Propriété des opérateur m-dissipatif

Proposition 2.2.2 : Si (A;D(A)) est m-dissipatif alors c�est un opérateur fermé.
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Corollaire 2.2.3 : Pour x 2 D(A) on pose kxkD(A) = kxkX + kAxkX : Alors k:kD(A) est
une norme pour laquelle D(A) est un espace de Banach et A 2 ((D(A); k:kA) ; (X; k:kX)) :

Proposition 2.2.4 : Si H est un espace Hilbertien et A 2 D(A) � H ! H est m-

dissipatif alors il est à domaine dense.

Proposition 2.2.5 : Réciproquement si A 2 D(A) � H ! H est de domaine dense,

dissipatif, fermé et tel que son adjoint (A�; D�(A)) est dissipatif alors (A;D(A)) est m-

dissipatif.

Corollaire 2.2.6 : Toujours dans le cadre Hilbertien :
i) Si (A;D(A)) est dissipatif auto-adjoint à domaine dense alors il est m-dissipatif.

ii) Si (A;D(A)) est anti-adjoint à domaine dense alors il est m-dissipatif.

Remarque 2.2.7 : Dans (ii) la condition de dissipativité n�est pas nécessaire car (A;D(A))
anti-adjoint entraîne que < Ax; x >H= 0 donc la dissipativité.

2.3 Théorème de Hille-Yosida

2.4 Enoncé

Théorème 2.4.1 : (Hille-Yosida)
Soit X un espace de Banach et A 2 D(A) � X ! X un opérateur non borné. On a

l�équivalence :

i) (A;D(A)) est m-dissipatif à domaines dense.

ii) (A;D(A)) est le générateur in�nitésimal d�un semi-groupe de contraction.

Le point (i) du théorème précédent peut être récrit en termes de résolvante : (i)́

(A;D(A)), l�opérateur fermé à domaine dense, véri�é (0;+1) � �(A) et

kR�kL(X) �
1

�

pour tout � > 0.

Ainsi sous ces hypothèses et d�après le théorème 2.1.3 pour toute condition initiale

x0 2 D il existe une unique solution forte t! x(t) dans

C0
�
R+;

�
D(A); k:kD(A)

��
\ C1

�
R+; (X; k:kX)

�
:

Lorsque la condition initiale est prise quelconque dans X on a une solution faible

t! x(t) = S(t)x
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de classe C1 (R+; (X; k:kX)) (et on montre que toute solution faible est limite dans X de

solutions fortes).

2.4.1 Régularité des solutions

On constate que la régularité de la solution est étroitement liée au choix de la condition

initiale en fonction du domaine de A : il est donc naturel de penser qu�en imposant plus

de "régularité" à x0 on obtienne plus de régularité sur les solutions. Plus précisément on

pose pou k � 2; D(Ak) =
�
x 2 D(Ak�1); Ax 2 D(Ak�1)

	
: Alors on a le

Théorème 2.4.2 : On peut munir les D(Ak) des normes kxkD(Ak) =
Xk

i=0
kAixk pour

lesquels ce sont des espaces de Banach.

De plus si la condition initiale x0 2 D(Ak) alors la solution est de classe Ck (R+; X)
et Ck�i (R+; D(Ai)) pour i = 1 : : : k et au sens des topologies précédentes.

2.5 Problèmes d�évolution non homogènes

Soit (A;D (A)) le générateur in�nitésimal d�un C0 semi-groupe (S (t))t>0 sur un es-

pace de Hilbert H. On veut résoudre(
y
0
(t) = Ay (t) + f (t) ; t 2 (0; T )

y (0) = x
(2.1)

où f : [0; T ]! H:

De�nition 2.5.1 : Soit f 2 L1 (0; T; U) et x 2 H.
On appalle solution faible de 2.1 la fonction y 2 C ([0; T ] ; H) donnée par

y (t) = S (t)x+

Z t

0

S (t� s) f (s) ds; t 2 [0; T ] : (2.2)

On appelle solution classique de 2.1 toute fonction y 2 C ([0; T ] ; H)\C1 ((0; T ) ; H)
telle que y (t) 2 D (A) pour tout t 2 (0; T ) et véri�ant 2.1 dans [0; T ] :

Remarque 2.5.2 : Par dé�nition, le problème 2.1 admet toujours une unique solution
faible.

Remarque 2.5.3 :
La di¤érence entre ces deux notions de solution est que la première ne véri�e pas

(forcément) l�équation 2.1 ponctuellement alors que la régularité en temps imposée à la
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solution classique est précisément celle qu�il faut pour pouvoir écrire l�équation 2.1 au sens

classique.

On peut cependant dire que toute solution classique (s�il en existe) est une solution

faible et qu�il ne peut pas exister plus d�une solution classique si x et f sont donnée

respectivement dans H et L1 (0; T; U) : C�est l�objet du prochain résultat.

Théorème 2.5.4 : Soit f 2 L1 ([0; T ] ; H) et x 2 H: Le problème 2.1 admet au plus une
solution classique et s�il en existe une alors elle est donnée par la formule 2.2.

Théorème 2.5.5 : Si f 2 C1 ((0; T ) ; H) alors pour tout x 2 D (A), le problème 2.1

admet une solution classique.

De�nition 2.5.6 : Une fonction y 2 W 1;1 ([0; T ] ; H) est solution forte de 2.1 si elle
véri�e y (0) = x et l�équation presque par tout dans (0; T ) :

2.6 Exemples

2.6.1 L�équation de la Chaleur

On se donne 
 un ouvert de classe C2 de Rn et on cherche à résoudre l�équation de
la chaleur (

@tu(x; t)�4u(x; t) = 0
u(x; 0) = u0(x)

sur (x; t) 2 
� [0;+1[ pour une condition initial donnée.
On peut récrire cette EDP sous la fourme d�une EDO y

0
(t) = Ay(t) posant

X = H = L2(
)y(t) = u(:; t) 2 H

et en dé�nissant (A;D(A)) par

D(A) = H2(
) \H1
0 (
) � L2(
)

et

Ax = 4x

pour tout x 2 D(A). Nous sommes dans le bon cadre pour utiliser la théorie des semi-

groupes et le théorème de Hille-Yosida, reste à montrer que l�opérateur A est m-dissipatif.

Il est bien connu que le Laplacien est un opérateur auto-adjoint (on a

hAu; viH =
Z



(4u)v = �
Z



ru:rv =
Z



u(4v) = hu;AviH
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par double intégration par parties) et que D(A) est dense dans L2(
), il su¢ t donc de

montrer qu�il est dissipatif ou de façon équivalente que Re(hAx; xiH) � 0:
Or tout x 2 D(A) = H2(
)\H1

0 (
) est de trace nulle, donc en intégrant par parties

Re(hAx; xiH) = �
R


krxk2Rn � 0.

Le corollaire et le théorème de Hille-Yosida permettent en�n de conclure quant à

l�existence-unicité et la régularité des solutions.

Remarquer que

d

dt
(ky(t)k2H) = 2

D
y
0
(t); y(t)

E
H
= 2 hAy(t); y(t)iH � 0

on retrouve bien sur le côté dissipatif et irréversible de l�équation de la chaleur.

2.6.2 L�équation des ondes

L�équation des ondes homogène se formule dans un domaine 
 su¢ samment régulier

(c�est-à-dire C2 en pratique) et sur un intervalle en temps [0; T ) (avec T > 0) selon8><>:
utt(t; x)�4u(t; x) = 0; sur (0; T )� 


u(0; x) = f(x); sur 


ut(0; x) = g(x); sur 


On se place dans la théorie des semi-groupes en mettant l�équation précédente au

premier ordre en temps. On pose alors

A =

 
0 I

4 0

!
; y =

 
u

v

!
;

avec

(v = u
0
) et ny0 =

 
f

g

!
;

et l�équation devient alors (
y
0
(t) = Ay

y(0) = y0
:

Le domaine du Laplacien étant

D(4) = H2(
) \H1
0 (
);

celui de A est

D(A) = H2(
) \H1
0 (
) \H1

0 (
)
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sur

H = H1
0 (
) \ L2(
):

Les conditions initiales seront alors prises dans H. Le produit scalaire dans H est dé�ni

pour tout couple (u; v) dans

H(u = (u1; u2); v = (v1; v2))

par

(u; v)H = (ru1;rv1)L2(
) + (u2; v2)L2(
):

Reste à véri�er que nous sommes bien dans les conditions d�application du théorème

de Hille-Yosida :

1- D(A) est dense dans H.

2- A est fermé.

3- A est dissipatif. Ce point mérite une preuve.
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Chapitre 3

Contrôlabilité d�un système
évolution

3.1 Contrôlabilité en dimension �nie

3.1.1 Dé�nitions

Soit T > 0 considérons un systéme di¤éreniel linéaire dé�ni sur [0; T ] :(
y
0
= A (t) y +B (t)u (t)

y (0) = y0
(3.1)

où l�état y (t) et la condition initiale y0 sont dans H = Rn; A 2 C0m ([0; T ] ;L (Rn))
et B 2 C0m ([0; T ] ;L (Rm;Rn)), la fonction u 2 L2 (0; T; U) avec U := Rm est appelée

contrôle, stratégie ou entrée du systéme 3.1. La solution du systéme di¤érentiel dépend

de la donnée initiale et du second membre et peut s�exprimer par la formule :

y (t; y0; u) = S (t; 0) y0 +

Z t

0

S (t; s)B (s)u (s) ds; t 2 [0; T ] ;

où S est la materice résolevante du systéme8<:
ds

dt
(t; s) = A (t)S (t; s)

S (s; s) = I = materice unité

De�nition 3.1.1 : On dira que le contrôle u transfére un état a à un état b au temps
T > 0 si

y (T; a; u) = b:

On dit aussi que l�état b est atteignable à partir de a au temps T .
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De�nition 3.1.2 : On dira que le systéme 3.1 est contrôlable au temps T > 0 si pour

tout a 2 H et tout b 2 H, il existe une fonction de contrôle u 2 L2 ([0; T ] ; U) telle que :

y (T; a; u) = b:

On dit aussi que la paire (A;B) est contrôlable au temps T > 0:

Considérons sur (0; T ) le systéme di¤érentiel suivant(
y
0
= A (t) y +Bu (t)

y (0) = 0
(3.2)

La solution peut s�écrire pour tout t 2 [0; T ] :

y (t; u) = Ltu;

où Lt est l�opérateur linéaire borné dé�ni par :

Lt :

(
L2 ([0; T ] ; U) ! H

u !
R t
0
S (t; s)B (s)u (s) ds

(3.3)

Proposition 3.1.3 : Le systéme 3.1 est contrôlable au temps T > 0 si et seulement si

l�opérateur LT est surjectif.

Preuve. : Soit a; b 2 H deux états quelconques. L�equation en u :

y (T; a; u) = b; (3.4)

a une solution dans L2 ([0; T ] ; U) si est seulement si l�equation

LTu = b� S (T; 0) a; (3.5)

a une solution dans L2 ([0; T ] ; U) :

L�équivalence des équations 3.4 et 3.5 entraine la proposition.

3.1.2 Le Gramien de contrôlabilité

1- L�opérateur adjoint de LT

L�opérateur LT est dé�ni de l�espace de Hilbert L2 ([0; T ] ; U) dans l�espace de Hilbert

H. C�est un opérateur borné. On a
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L�T :

(
H ! L2 ([0; T ] ; U)

x! L�T = v

où v est dé�nie par :

hL�Tx; ui = hx; LTui ;8u 2 L2 ([0; T ] ; U) ;8x 2 H;

où h:i désigne le produit scalaire dans L2 ([0; T ] ; U) et (:) désigne le produit scalaire
dans H.

Or

(x; LTu) =

�
x;

Z t

0

S (T; s)B (s)u (s) ds

�
=

Z T

0

(x; S (T; s)B (s)u (s)) ds

=

Z T

0

(B� (s)S� (T; s)x; u (s)) ds

= hB� (:)S� (T; :)x; ui ;

où B� (t) (resp S� (t; s)) est la materice adjoint de B (t) (resp S (t; s)) :

Donc

L�T = B� (:)S� (T; :) :

Précisons le mode de calcul de L�Tx; x 2 H; que cette formule induit. D�abord on

calcule S� (T; s)x = ! (s) qui est par dé�nition de S�. La solution du système di¤érentiel(
!
0
= �A� (s)!; s 2 (0; T )

! (T ) = x

Ainsi :

v = L�Tx,

8><>:
v = B� (:)!(

!
0
= �A� (s)!; s 2 (0; T )

! (T ) = x

(3.6)

2- CNS de contrôlabilité

L�opérateur LT sera surjectif si est seulement si son adjoint est injectif (puisque :

dimH < +1 =) kerL�T = R (LT )
? ). Donc
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Proposition 3.1.4 : La paire (A;B) est contrôlable au temps T > 0 si et seulement si(
!
0
= �A� (t)!; t 2 (0; T )

B� (t)! (t) = 0; 8t 2 [0; T ]
=) ! = 0 dans (0; T ) :

Preuve. : Il su¢ t de remarquer que L�T est surjectif si est seulement si8><>:
B�! = 0; dans (0; T )

!
0
= �A�!; dans (0; T ) =) y = 0:

! (T ) = y

:

3- Matrice de contrôlabilité-Gramien de contrôlabilité

Posons

QT := LTL
�
T =

Z T

0

S (T; s)B (s)B� (s)S� (T; s) ds; T > 0: (3.7)

L�opérateur QT est dans L (Rn) et

(QTx; x) =

Z T

0

jB� (s)S� (T; s)xj2 ds = kL�Txk
2 � 0: 8x 2 Rn:

De�nition 3.1.5 : QT := LTL
�
T s�appelle matrice de contrôlabilité ou Gramien de

contrôlabilité.
L�application fT qui à

�
x; x

0�
associé

�
QTx; x

0�
dé�nit une forme bilinéaire symétrique

positive et on a le résultat :

Théorème 3.1.6 Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. La paire (A;B) est contrôlable au temps T > 0:

2. L�opérateur LT est surjectif.

3. L�opérateur L�T est injectif.

4. L�opérateur QT est invisible.

5. La forme bilinéaire fT est un produit scalaire sur H = Rn:

3- Caractérisation d�un contrôle optimal

Dans le cas où la paire (A;B) est contrôlable, il existe une in�nité de contrôles. Il est

intéressant de pouvoir en construire un qui "consome le moins d�énergie".
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La fonctionnelle d�énergie que l�on choisit ici est

J (u) =

Z T

0

ku (s)k2U ds, u 2 U: (3.8)

On notera

Uad (a; b) = fu 2 U; y (T; a; u) = bg :

Le théorème suivant établit l�existence d�un u 2 Uad (a; b) qui minimise la fonctionnelle
J sur Uad (a; b) :

Théorème 3.1.7 : Si la paire (A;B) est contrôlable, l�application PT qui à (a; b) 2 H2

associe

PT (a; b) = �L�TQ�1T (S (T; 0) a� b) :

véri�e

y (T; a; PT (a; b)) = b:

De plus, Z T

0

kPT (a; b) (s)k2U ds = min
u2Uad(a;b)

J (u)

=
Q� 1

2
T (S (T; 0) a� b)

2 :
Preuve. :
i) Montrons que PT (a; b) 2 Uad (a; b) :
Calculons y (T; a; PT (a; b)) :

y (T; a; PT (a; b)) = S (T; 0) a� LTL
�
T

�
Q�1T (S (T; 0) a� b)

�
= S (T; 0) a�QTQ

�1
T (S (T; 0) a� b)

= b:

ii) Par ailleursZ T

0

kPT (a; b) (s)k2U ds =

Z T

0



L�TQ

�1
T (S (T; 0) a� b) ; L�TQ

�1
T (S (T; 0) a� b)

�
U
ds

=
�
Q�1T (S (T; 0) a� b) ; QTQ

�1
T (S (T; 0) a� b)

�
=

Q� 1
2

T (S (T; 0) a� b)
2 :

iii) Montrons maintenant l�optimalité. Soit u un autre contrôle.
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Alors b = S (T; 0) a+ LTuZ T

0

hPT (a; b) (s) ; u (s)iU ds = �


L�TQ

�1
T (S (T; 0) a� b) (s) ; u (s)

�
U
ds

= �
�
Q�1T (S (T; 0) a� b) ; LTu

�
=

�
Q�1T (S (T; 0) a� b) ; S (T; 0) a� b

�
=

Q� 1
2

T (S (T; 0) a� b)
2

=

Z T

0

kPT (a; b) (s)k2U ds:

DoncZ T

0

ku (s)k2U ds =

Z T

0

kPT (a; b) (s)k2U ds+
Z T

0

ku (s)� PT (a; b) (s)k2U ds

�
Z T

0

kPT (a; b) (s)k2U ds:

L�inégalité étant stricte si u 6= PT (a; b) : Ceci achève la démonstration du théorème.

3.1.3 Systémès linéaires à coe¢ cients constants

1- Le critère de Kalman

le théorème 3.1.6 n�est pas toujours commode à appliquer. Dans ce paraghraphe, on

démontre un critère de contrôlabilité complètement algébrique, et en générale, facilement

applicable. On suppose que A (t) = A et B (t) = B sont des materices constantes sur

(0; T ) et on note [A j B] := [B;AB; : : : ; An�1B] 2Mn;nm (R) la matrice dont les colonnes
sont constituées par celles de B; : : : ; An�1B:

Théorème 3.1.8 : (Critère de Kalman)
Le paire (A;B) est contrôlable si et seulement si

rg [A j B] = n: (3.9)

Théorème 3.1.9 : Si rgB = j alors 3.9 peut être remplacée, dans l�énoncé du théorème

par

rg
�
B;AB; : : : ; An�1B

�
= n:
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Preuve. : Une remarque préliminaire : p (�) = det (�I � A) = �n �
Xn�1

i=0
�i�

i;

d�après le théorème de Cayley- Hamilton, on a p (A) = 0: D�où

An =

n�1X
i=0

�i�
i;

On en déduit que pour tout k 2 N; An+k est une combinaison linéaire des matrices
(Ai)i2f0;:::;n�1g : Donc pour tout vecteur v 2 H, Aiv appartient à l�espace engendré par

fAiv; i < ng : D�ou
V ect

�
Aiv; i 2 N

	
= V ect

�
Aiv; i < n

	
:

Appliquant cette propriété aux vecteurs colonnes de la materice B, on en déduit que

la condition rg [A j B] = n tombe en défaut si et seulement s�il existe un vecteur ligne

� 6= 0 2 Rn tel que �AiB = 0;8i � 0: Rappelons que dans ce cas S (t; s) = e(t�s)A: On a

alors :

La condition est su¢ sante : Soit x 2 ker (L�T ) : Alors on a8><>:
(
!
0
= �A�!; sur [0; T ]

! (T ) = x

B�! = 0; sur [0; T ]

(3.10)

En posant v (t) = ! (T � t) pour tout t 2 [0; T ], on a donc8><>:
B�v = 0; sur [0; T ](
v
0
= A�v; sur [0; T ]

v (0) = x

En Faisant tendre t = 0, on obtient B�x = 0: En dérivant n� 1 fois en t et en faisant
tendre à chaque étape t vers 0, on obtient

B� (A�)i x = 0; i = 0; 1; : : : ; n� 1:

Compte tenu de la remarque préliminaire de cette démonstration, on en déduit que

x = 0 et kerL�T = f0g :
La condition est nécessaire : Si rg [A j B] < n, d�après la remarque préliminaire,

il existe x� 2 (Rn)� f0g tel que

x�:AiB = 0;8i 2 N:
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Soit

B� (A�)i x� = 0;

d�où

Bv
0
e�tA

�
x� = 0:

Donc le système 3.10 admet une solution non triviale avec la donnée �nale x.

Exemple 3.1.10 : Commandabilité "du four électrique".
Le critère de Kalman donne

rg

 
c�11 �a1r1+a2r2

c21

0 r1
a1
c2c1

!
= 2, r1a1 6= 0:

Donc le système est contrôlable si et seulement si r1a1 6= 0:

3.2 Contrôlabilité en dimension in�nie

3.2.1 Quelques dé�nition et résultats utiles

1- Racine carrée d�un opérateur borné

Proposition 3.2.1 : Soit A 2 L (H) un opérateur positif auto-adjoint. Il existe un unique
opérateur positif B 2 L (H) tel que B2 = A: On note B =

p
A.

Lemme 3.2.2 On a :
1. une formule explicite pour

p
A

p
A = kAk

1
2

X
k2N

�k

�
Id �

A

kAk

�k
;

où la suite (�k)k2N est dé�nie par
p
1� z =

X
k2N

�kz
k; z 2 C; jzj � 1:

2.
p
A commute avec tout opérateur borné qui commute avec A:

Preuve. :
Existences de B : Soit z 2 C. Désignons par � (z) =

p
1� z la démonstration de

(1� z)
1
2 analytique dans l�ouvert jzj < 1 et dé�nie en z = 0 par

p
I = I.

Cette fonction est développable en série entière dans le disque ouvert D (0; R) de

centre o et de rayon de convergence R = 1:
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Cette série est absolument convergente pour jzj = 1; d�où :

p
1� z =

X
k2N

�kz
k; jzj < 1:

On a � (0) = a0 = 1 et puisque �
(k) (0) < 0 pour tout k � 1. La convergence de la

série en z = 1 donne X
k2N

�k = �1: (3.11)

Soit A � 0 posons

C = Id �
A

kAk ;

� (C) =
X
k2N

�kC
k:

Montrons que l�opérateur � (C) est bien dé�ni.

On a d�abord hAx; xi � 0;8x 2 H: Donc 0 � hx;Axi � kAk pour tout kxk � 1 et

s�ensuit que :

hx;Cxi =

�
x;

�
Id �

A

kAk

�
x

�
� 0:

jhx; (A� kAk Id)xij � kAk � hx� Axi � kAk :

Par conséconquent :

kA� kAk Idk � kAk :

On en déduit que

kCk � 1:

et la série de temps général akCk converge en norme dans H. Si S = � (C), la série

produit S2 converge absolument et on voit aisément que

S2 = Id � C =
A

kAk :

Posons

B = kAk
1
2 S;

alors B2 = A:
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On vait que B est positif on a :

hx; Sxi = kxk2 +
X
k�1

ak


x;Ckx

�
:

Comme C est positif, toutes ses puissances le sont. De plus
��
x;Ckx��� � kxk2 :

On déduit de la propriété 3.2.1 que hx; Sxi � 0. Donc B � 0.
p
A commute avec les

opérateurs qui commutent avec A car la série S converge en norme.

Unicité : Soit D un opérateur positif dont le carré est égal à A:

D2 = A = B2 =) D3 = DA = AD:

Il s�ensuit que D commute avec A et que B et D commutent. On peut donc écrire

(B �D) (B +D) = B2 �D2 = 0 =) (B �D)2 (B +D) = 0:

(B �D)2B et (B �D)2D sont positifs et leur somme est nulle. Donc leur di¤érence

l�est également : (B �D)3 = 0. Mais si L est un opérateur auto-adjoint qui véri�e Ln = 0,

alors L = 0. Donc B = D:

Remarque 3.2.3 : Pour ce cours, on utilise le résultat suivant : si l�opérateur A, auto-
adjoint positif, s�écrit :

Ax =
X
k2N

ak (x; �k)�k;

où (�k) est une base orthonormée de H, alors

p
Ax =

X
k2N

p
ak (x; �k)�k:

2- Opérateurs surjectifs

Voici à présent un résultat qui est la base de la notion de contrôlabilité en dimension

in�nie.

Théorème 3.2.4 : Soient X; Y; Z trois espaces de Hilbert.
Soient F 2 L (X;Z) et G 2 L (X;Z). On a

R (F ) � R (G), 9c > 0; kF �zk � c kG�zk ;8z 2 Z;

où R (F ) et R (G) désignent les images de F et G:
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Preuve. :
Première étape :
Sopposons que R (F ) � R (G). Soit N (G) le noyau de G: On pose Y0 = N (G)? eteG = GjY0 : c�est une application bijective de Y0 dans R (G) et eG�1 est un opérateur non

borné de R (G) := Z1 dans Y0, de domaine D
� eG�1� = R (G) :

Noter que, comme Y0 et Z1 sont fermés, ce sont tous les deux des espaces de Hilbert

pour les produits scalaires induits.

Par le théorème du graphe fermé, eG�1 � F 2 L (X; Y0) :
En e¤et, eG�1�F est une application fermée car si (xn) � X est une suite telle xn ! x

et eG�1 � F (xn)! y 2 Y0, alors puisque eG 2 L (Y0; Z) on en déduit que F (xn)! eG (y) :
Comme, par ailleurs, F 2 L (X; Y ) ; on a F (xn)! F (x) :

Donc F (x) = eG (y) et il s�ensuit que eG�1 � F (x) = y:

On peut donc dire qu�il existe c > 0 tel que : eG�1 � F (x) � c; 8x 2 BX (0; 1) = fx 2 X; kxk � 1g :

De cette inégalité, on déduit immédiatement que :

F (BX (0; 1)) � eG (BY (0; c)) = G (BY (0; c)) :

Réciproquement, si il existe c > 0 tel que F (BX (0; 1)) � G (BY (0; c)) alors

R (F ) � R (G) :

En e¤et, pour tout x 6= 0; F
�

x

kxk

�
2 G (BY (0; c)) : Il existe donc y 2 BY (0; c) tel

que F (x) = kxkG (y) 2 R (G) :
On vient donc d�établir que

R (F ) � R (G), 9c > 0; F (BX (0; 1)) � G (BY (0; c)) : (3.12)

Deuxième étape :
G (BY (0; c)) est fermé. En e¤et, soit (zn) 2 G (BY (0; c)) telle que zn ! z:

Il existe (yn) 2 BY (0; c) tel que zn = G (yn) :

Comme BY (0; c) est faiblement compacte, il existe y 2 BY (0; c) et � : N ! N

strictement croissante telle que y�(n) converge faiblement vers y:

Comme G est linéaire, elle est faiblement continue et donc G
�
y�(n)

�
converge faible-

ment vers G (y).

Par suite, z�(n) converge faibelement vers z = G (y) 2 G (BY (0; c)) :
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Troisième étape :
Supposons que 9c > 0; F (BX (0; c)) � G (BY (0; c)) ; alors pour tout z 2 Z, on a

kF � (z)k = sup
kxk�1

jhF � (z) ; xiX j

= sup
kxk�1

jhz; F (x)iZ j

= c sup
kyk�1

jhz;G (x)iZ j

= c kG� (z)k :

Réciproquement, supposons qu�il existe c > 0 tel que kF � (z)k � c kG� (z)k ;8z 2 Z:
S�il existe x0 2 BX (0; c) tel que F (x0) =2 G (BY (0; c)), alors puisque fF (x0)g est

compact et G (BY (0; c)) est un convexe fermé, d�après le théorème de Hanh-Banach il

existe z0 2 Z tel que

hz0; G (y)iZ < 1 < hz0; F (x0)iZ ; 8y 2 BY (0; c) :

Donc

(z0; F (x0)) = (F
�z0; x0) > 1 =) kF �z0k > 1

sup
kyk�c

(z0; G (x0)) � 1 =) kG�z0k �
1

c

9=; =) kF �z0k > c kG�z0k :

Ce qui est absurde. Ainsi, on a démontré :

9c > 0; kF �zk � c kG�zk ;8z 2 Z , 9c > 0; F (BX (0; c)) � G (BY (0; c)) : (3.13)

De 3.12 et 3.13 découle la conclusion du théorème.

Remarque 3.2.5 : Ce résultat reste vrai si on suppose que X; Y; Z sont trois espaces de
Banach, Y étant de plus ré�exif.

3- L�opérateur de contrôlabilité LT

Soit H un espace de Hilbert et (A;D (A)) le générateur in�nitésimal d�un semi-

groupe (S (t))t�0 dans H: Soit U un espace de Hilbert et B 2 L (U;H) : Pour chaque
u 2 L2 ([0; T ] ; U), le problème d�évolution :(

yt = Ay +Bu

y (0) = x
(3.14)

admet pour tout x 2 H une unique solution y 2 L2 ([0; T ] ; H) :
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De plus y 2 C ([0; T ] ; H) est donnée par :

y (t) = S (t)x+

Z t

0

S (t� s)Bu (s) ds:

On peut donc, comme en dimension �nie, introduire l�opérateur

Lt :

(
L2 ([0; T ] ; U)! H

u!
R t
0
S (t� s)Bu (s) ds:

On remarquera que Lt peut aussi être dé�ni comme Ltu = y (t; 0; u), c�est-à-dire

comme la solution, à l�instant t, du problème correspondant à la donnée initiale 0 et au

second membre (contrôle) Bu:

Proposition 3.2.6 : LT 2 L (L2 ([0; T ] ; U) ; H) et

kLTk �
p
T kSkC([0;T ];H) kBkL(U;H) :

De�nition 3.2.7 : On dé�nit comme en dimension �nie RT (a), l�ensemble des états
atteignables au temps T à partir de a :

RT (a) = S (T ) a+R (LT ) :

L�étude de la contrôlabilité au temps T revient à l�étude de [
a2H

RT (a) = RT (H) : Du

fait de la dimension in�nie, on peut avoir

RT (H) 6= RT (H) et S (T )H 6= H:

On introduit l�opérateur de contrôlabilité :

QTx =

Z T

0

S (r)BB�S� (r) dr; x 2 E; T > 0:

C�est un opérateur borné, donc il existe c > 0 tel que

jQTxj � c jxj ; x 2 E:

QT est aussi auto-adjoint et positif.

Proposition 3.2.8 :
R (LT ) = R

�
Q

1
2
T

�
:
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Preuve. : Soit x 2 E et u 2 U: Alors

hhu; L�Txii = hLTu; xi =
Z T

0

hS (T � r)Bu (r) ; xi dr

=

Z T

0

hu (r) ; B�S� (T � r)xi dr

et donc, par la dé�nition du produit scalaire dans U

L�Tx = B�S� (T � r)x; pp:r 2 (0; T ) :

Donc

kL�Txk
2 =

Z T

0

jB�S� (T � r)xj2 dr

= hQTx; xi =
���Q 1

2
Tx
���2 ; x 2 E:

Du théorème 3.2.4, on déduit que R (LT ) = R
�
Q

1
2
T

�
:

3.2.2 Contrôlabilités

1- Contrôlabilité Exacte

1.1- Dé�nition et caractérisation

De�nition 3.2.9 : On dira que le système 3.14 est exactement contrôlable au temps
T > 0 si pour tout a; b 2 H il existe u 2 L2 ([0; T ] ; U) tel que

y (T; a; u) = b;

où, de manière équivalente, si un état arbitraire b 2 H peut être attient au temps T ,

à partir de n�importe quel état a 2 H:
De façon équivalente, le système 3.14 est exactement contrôlable au temps T > 0 si

pour tout a 2 H
RT (a) = H:

Théorème 3.2.10 : Les conditions suivantes sont équivalentes

1. Le système 3.14 est exactement contrôlable au temps T > 0:

2. Il existe c > 0 tel que pour tout x 2 HZ T

0

jB�S� (t)xj dt � c jxj2 :
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3. R
�
Q

1
2
Tx
�
= H:

4. x!
��pQTx�� dé�nit sur H une norme équivalente à la norme de H:

Preuve. : 1,2 : Si le système est contrôlable à partir de n�importe quel a 2 H, il

est contrôlable à partir de a = 0. Mais la contrôlabilité à partir de a = 0 revient à

8b 2 H; 9u 2 L2 ([0; T ] ; U) : b = LTu, R (LT ) = H:

On démontre cette équivalence en appliquant le théorème 3.2.4 aux opérateurs

G = LT 2 L (L2 ((0; T ) ; U) ; H) et F = Id 2 L (H) :
1,3 : Résulte de R

�
Q

1
2
Tx
�
= R (LT ) :

2,4 : Comme QT est un opérateur borné sur H, sa racine est aussi un opérateur
borné sur H et donc

��pQT �� dé�nit sur H une norme équivalente à la norme de H si est

seulement si il existe c > 0, tel que

c jxj2 �
���pQTx

���2 ;8x 2 H: (3.15)

Or on a vu que
��pQTx��2 = kL�Txk2 : D�où l�équivalence.

Exemple 3.2.11 : Un système non exactement contrôlable
On considère sur H = L2 (
) L�équation de la chaleur8><>:

yt �4y = u (�; t) ; sur 
� (0; T )
y (�; t) = 0 ; sur �� (0; T )

y (�; 0) = 0 ; sur 


(3.16)

u 2 L2 (
� (0; T )) : Pour se remener au cadre abstrait, il su¢ t de poser

D (A) = H2 (
) \H1
0 (
) ; A = 4; U = L2 (
) ;

et B = Id (identité de L2 (
)).

Théorème 3.2.12 : Pour tout T > 0, le système 3.16 n�est pas exactement contrôlable.

Preuve. : Ce sera une conséquence du résultat suivant :

Lemme 3.2.13 : Pour tout t; T > 0, R (Lt) = R (LT ) = H1
0 (
) � L2 (
) :

Preuve. : Du lemme
Comme R (Lt) = R

�p
QT
�
, calculons R

�p
QT
�
.
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On a :

Qt =

Z t

0

S (s)BB�S� (s) ds:

Mais B = B� = Id et comme A = A�; S (t) = S� (t) :

Donc

Qtx =

Z t

0

S (2s) ds =

Z t

0

X
k2N

e�2�kt (x; �k)�kds

=
X
k2N

�Z t

0

e�2�ktds

�
(x; �k)�k

=
X
k2N

e�2�kt � 1
�2�k

(x; �k)�k:

Donc p
QTx =

X
k2N

�
e�2�kt � 1
�2�k

� 1
2

(x; �k)�k

Il s�ensuit que b 2 R
�p

Qt
�
si et seulement si il existe x 2 L2 (
) tel que

X
k2N

(b; �k)�k =
X
k2N

�
e�2�kt � 1
�2�k

� 1
2

(x; �k)�k:

Ce qui est équivalent à pour tout k 2 N

(b; �k) =

�
e�2�kt � 1
�2�k

� 1
2

(x; �k)

ou bien

(x; �k) =

�
e�2�kt � 1
�2�k

� 1
2

(b; �k) :

Comme x 2 L2 (
) ;
P
n2N

j(x; �k)j
2 < +1, et b 2 R

�p
Qt
�
si et seulement si :

X
k2N

�
�2�k

e�2�kt � 1

�
j(b; �k)j

2 < +1:

Mais

lim
k!+1

�
1

e�2�kt � 1

�
= �1:
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Donc, b 2 R
�p

Qt
�
si et seulement siX

k2N

���k j(b; �k)j2�� < +1:

Et ceci est équivalent à b 2 H1
0 (
) :

1.2- Contrôlabilité exacte de l�équation des ondes

a- Contrôle interne : Soit 
 un ouvert borné et régulier (de frontière @
 lipchit-

zienne) de Rn et ! � 
 un deuxième ouvert. On considère le problème de contrôle8><>:
ytt = 4y + 1!u; sur (0; T )� 
 = 	

y = 0; sur (0; T )� @
 = �T

y (0; :) = y0; yt (0; :) = y1

(3.17)

On étudie la contrôlabilité exacte du système 3.17. Soit T > 0, on cherche u 2 L2 (	)
tel que pour toute donnée initiale (y0; y1) 2 H = H1

0 �L2 (
) il existe une unique solution
y de 3.17 véri�ant y (T; :) = 0 dans 
:

Dans toute cette section on fait l�identi�cation H
0
= H:

Pour se ramener au cadre abstrait, on dé�nit sur H l�opérateur (A;D (A)) et

B : U = L2 (
) ! H

u ! Bu =
�
0
1!

�
u

Le systéme 3.17 s�écrit alors dans H :(
Yt = AY +Bu

Y (0) = Y 0 2 H

On sait que A est générateur d�un semi-groupe de contractions (S (t))t�0 sur H et il

est clair que B 2 L (U;H) :
D�après le théorème 3.2.10 il faut trouver des conditions sur T et ! pour qu�il existe

c > 0 tel que pour tout Z0 2 HZ T

0

��B�S� (t)Z0
��2 dt � c

��Z0��2 : (3.18)

Mais Z (t) = S� (t)x est la solution du problème(
Zt = A�Z

Z (0) = Z0 2 H
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Or, un calcul simple montre que A est anti-adjoint : A� = �A:
Il est alors clair que si Z = (z1; z2) et Z0 = (z01 ; z

0
2), l�inégalité 3.18 s�écritZ T

0

Z
!

jz2j2 dxdt � c

Z



���z01��2 + ��z02��2� dx:
On peut par ailleurs véri�er directement que puisque z2 = �z1t et z2t = � 4 z1, il

s�ensuit que z1tt = 4z1 et que, en posant z = z1, il s�ait queZ T

0

Z
!

jztj2 dxdt � c

Z



���z01��2 + ��z02��2� dx (3.19)

pour z solution de l�équation des ondes8><>:
ztt = 4z; sur (0; T )� 
 = 	
z = 0; sur (0; T )� @
 = �T

z (0; :) = z01 ; zt (0; :) = z02 :

(3.20)

1. Le cas ! = 
:

Théorème 3.2.14 : Soit 
 un domaine borné de Rn de frontière @
 lipchitzienne.
Pour tout T > 0 et pour toute donnée initiale (z01 ; z

0
2) 2 H, on aZ T

0

Z
!

jztj2 dxdt � c

Z



���rz01��2 + ��z02��2� dx
pour toute solution z de 3.20.

Remarque 3.2.15 : Ce théorème implique bien entendu, d�après les développe-
ments précédents, la contrôlabilité exacte 3.17 pour tout T > 0:

2. Le cas ! ( 
:
L�inégalité d�observabilité 3.19 n�est en général pas vraie pour un ouvert ! quel-

conque comme nous le verrons sur un exemple, à cause du caractère hyperbolique

de l�équation des ondes, il faudera d�une part un temps minimal de contrôle et,

d�autre part des conditions géométriques sur !.

Soit x0 2 Rn et q (x) = x � x0 pour tout x 2 Rn: On note v la normale unitaire
extérieure à @
 que l�on suppose de classe C2:

On dé�nit :

�0 = fx 2 @
; q (x) :v (x) > 0g ; �1 = �r �0
�i = �i � (0; T ) ; i = 0; 1:
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Pour " > 0 arbitrairement �xé, on considère O", voisinage ouvert d�ordre " dans Rn

de �0 et on prend ! = 
 \O":
Le résultat qui sera démontré dans ce paragraphe est le suivant :

Théorème 3.2.16 : Soit 
 un ouvert borné de Rn de frontière @
 de classe C2 et
! � 
 l�ouvert dé�ni dans les lignes précédentes.
Il existe T0 > 0 tel que 8T > T0;9c = cT > 0 véri�ant :Z




���rz01��2 + ��z02��2� dx � c

Z T

0

Z
!

jztj2 dxdt (3.21)

pour toute solution z de 3.20 correspondant à des données initiales (z01 ; z
0
2) 2 H:

Lemme 3.2.17 : Soit h 2
�
C1
�
	
��n

: Pour toute solution (faible) z de 3.20, on a

l�identité :

1

2

Z
�T

h:v

����@z@v
����2 d�T =

�Z



zt:h:rz
�T
0

+

Z
	

1

2
(r:h)

�
z2t + jrzj

2� dxdt(3.22)
+

Z
	

f� (ht:rz) zt + (Dxhrz) :rzg dxdt

où Dxh désigne la di¤férentielle de h:

Preuve. : On multiplie l�équation 3.20 par h:rz et on intègre sur 	. On a d�abord,
en intégrant par parties et en tenant compte de le condition au bord sur z :Z

	

ztth:rzdxdt =

�Z



zt:h:rz
�T
0

�
Z
	

zt (h:rzt + ht:rz) dxdt

=

�Z



zt:h:rz
�T
0

�
Z
	

�
1

2
h:r

�
z2t
�
+ ztht:rz

�
dxdt

=

�Z



zt:h:rz
�T
0

+

Z
	

�
1

2
(r:h) z2t � ztht:rz

�
dxdt:
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En suite, en désignant par D2z la di¤érentielle seconde par rapport à x de z :Z
	

4zh:rz =

Z
�T

h:rz @z
@n
d�T �

Z
	

rz:r (h:rz) dxdt

=

Z
�T

h:rz @z
@n
d�T �

Z
	

rz:
�
Dxh:rz + h:D2

xz
�
dxdt

=

Z
�T

h:rz @z
@n
d�T �

Z
	

(�xh:rz) :rz +
1

2
h:r

�
jrzj2

�
dxdt

=

Z
�T

�
h:rz @z

@n
� 1
2
h:n jrzj2

�
d�T

�
Z
	

�
(Dxh:rz) :rz �

1

2
(r:h) jrzj2

�
dxdt:

On en déduit que

0 =

�Z



zt:h:rz
�T
0

+
1

2

Z
	

�
(r:h)

�
z2t � jrzj

2�� (htt:rz) zt	 dxdt
+

Z
	

(Dxh:rz) :rzdxdt�
Z
�T

�
h:rz @z

@n
� 1
2
h:v jrzj2

�
d�T :

Comme z = 0 sur �T , on en déduit que rz = (rz:n)n.

Lemme 3.2.18 : Soit T0 = 2max
x2


jx� x0j : Pour tout T > T0 et toute solution (faible) z

de 3.20, on a : Z



���rz01��2 + ��z02��2� dx � T0
2 (T � T0)

Z
�v

����@z@v
����2 d�T : (3.23)

Proposition 3.2.19 : Il existe m 2
�
C1
�


��n

tel que

m:v = 1 sur �0 , m:v � 0 sur @
; sup (m) � !: (3.24)

Lemme 3.2.20 : Pour tout T > 0, pour tout � 2
�
0;
T

2

�
et toute solution (faible ) z de

3.20, on a : Z T��

0

Z
�0

����@z@v
����2 d�T � C

Z T

0

Z
!

�
z2t + z2

	
dxdt: (3.25)

Lemme 3.2.21 : Soit T > T0: L�application L : H ! L2 (	) dé�nie par LZ0 = 1!zt (z

étant la solution de 3.20 associée à la donnée initiale Z0 = (z01 ; z
0
2)) est une application

linéaire continue injective.
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Lemme 3.2.22 : Soit X; Y; Z trois espaces de Banach, L 2 L (X; Y ) une application
injective et K : X ! Z une application linéaire compacte. On suppose qu�il existe C > 0

telle que

kxkX � C (kLxkY + kKxkZ) ;8x 2 X:

Alors il existe une constante encore notée C > 0 telle que

kxkX � C kLxkY ;8x 2 X: (3.26)

Preuve. : Si 3.26 est fausse, alors il existe une suite (xn) � X telle que kxnkX = 1
pour tout n et lim

n!1
Lxn = 0.

Comme K est compacte et (xn) bornée, il existe une sous-suite encore notée (xn) telle

que (Kxn) soit convergente dans Z:

On en déduit que la suite (xn) de Cauchy dans X:

En e¤et par hypothèse :

kxn � xmkX � C (kL (xn � xm)kY + kK (xn � xm)kZ) �!
n;m!1

0:

Soit x = lim
n!1

xn: Alors kxkX = 1 et Lx = 0: Ce qui est impossible. Ceci achève la

démonstration du lemme.

Preuve. : Du théorème 3.2.14. Si T > T0, on se donne � > 0 tel que T � 2� > T0:

D�après le lemme 3.2.18, on a :Z



���rz01��2 + ��z02��2� dx � T0
2 (T � 2� � T0)

Z T��

0

Z
�0

����@z@v
����2 d�T

et, grace au lemme 3.2.20, on arrive à l�estimation :Z



���rz01��2 + ��z02��2� dx � C

Z T

0

Z
!

�
z2t + z2

	
dxdt

� C

�Z T

0

Z
!

z2t dxdt+

Z
	

z2dxdt

�
:

Par le lemme 3.2.22 appliqué à L dé�ni dans le lemme 3.2.21 avec

X = H; Y = Z = L2 (	) ;

et K dé�nie par KZ0 = z, on obtient 3.21 et ceci achève la démonstration du théorème.

Pour achever cette section, voici un résultat de la démonstration du quel on peut
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facilement déduire celle de la proposition 3.2.19 :

Lemme 3.2.23 : Soit 
 un ouvert borné de Rn de frontière de classe C2: Alors il existe
un champ de vecteurs h = (hk) 2 C1

�


�n
qui véri�e h (x) = v (x) pour tout x 2 @
:

Preuve. : Comme @
 est de classe C2, pour tout x 2 @
 il existe un voisinage Vx et
une fonction �x 2 C2 (Vx; R) tel que8><>:

r�x (z) 6= 0;8z 2 Vx;
�x = 0, x 2 Vx \ @
;

n (z) = r�x(z)
kr�x(z)k ;8z 2 Vx \ @
:

Comme @
 est compact, il existe un recouvrement de @
 par un nomber �ni de Vx :

@
 �
i=p0[
i=1

Vxi :=

i=p0[
i=1

Vi:

Posons alors V0 � 
 tel que V0 � 
 et 
 �
[i=n

i=1
Vi: On considère alors une partition

de l�unité (�i)i=0;:::;n subordonnée au recouvrement (Vi)i=0;:::;n :

ei 2 D (Vi) ; 0 � ei � 1 et
i=nX
i=0

ei = 1 dans 
:

On a en particulier
i=nX
i=0

ei = 1 dans @
:

On dé�nit alors le champ de vecteur h par

h (x) =
i=nX
i=0

ei (x) kr�i (x)k�1r�i (x) ;8x 2 
:

h est le champ de vecteurs cherché.

b- Contrôle par le bord Soit 
 un ouvert borné de Rn, de classe C2:
Soit @
 = �1[�0 avec �1\�0 = �, et soit T > 0. On veut déterminer, quand cela est

possible, u 2 L2 ((0; T )� �0) = L2 (�0) tel que pour toute donnée initiale (y0; y1) dans

un espace H à déterminer, il existe une unique "solution" y de
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8><>:
ytt = 4y; sur (0; T )� 
 = 	

y = 0; sur (0; T )� �1
y (0; :) = y0; yt (0; :) = y1

(3.27)

telle que y (T; :) = yt (T; :) = 0:

Il s�agit bien d�un problème de contrôlabilité exacte mais qui ne s�insère pas directe-

ment dans le cadre abstrait car les donnée au bord ne sont pas homogènes.

L�opérateur de "contrôle" est l�opérateur "trace sur �0" et il est non borné de L2 (
)

dans L2 (@
) : La théorie précédente a donc besoin d�être généralisée.

Dans un premier temps, on va dé�nir l�espace H et l�opérateur de contrôle LT :

Il s�agit de pouvoir assurer l�existence d�une notion de solution du systéme 3.27.

De�nition 3.2.24 : y est solution au sens de la transposition du système 3.27 si y véri�e
sur 	 : Z

	

yfdxdt = �
Z



y0�t (0) dx+ hy1; � (0)iH�1(
);H1
0 (
)

�
Z
�0

@�

@v
ud�T ; (3.28)

Pour tout f 2 D (	), où � (f) := � est solution de8><>:
�tt �4� = f; sur (0; T )� 
 = 	
� = 0; sur (0; T )� @
 = �T

� (T; :) = �t (T; :) = 0:

(3.29)

Théorème 3.2.25 : Soit T > 0. Pour toutes données initiales (y0; y1) 2 H = L2 (
) �
H�1 (
) et tout u 2 L2 (�0), il existe une solution unique y (au sens de la tansposition)

du système 3.27 telle que

y 2 C
�
[0; T ] ; L2 (
)

�
\ C1

�
[0; T ] ; H�1 (
)

�
:

De plus, il existe cT > 0 tel que y véri�e pour tout t 2 [0; T ]

ky (t; :)kL2(
) + kyt (t; :)kH�1(
) � cT

�
ky0kL2(
) + ky1kH�1(
) + kukL2(�0)

�
:

Remarque 3.2.26 : Pour u = 0, on dé�nit une application S1 de R dans L (H) pour

tout (y0; y1) 2 H
S1 (t) (y0; y1) = ((y (t) ; yt (t))) :
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Cette application dé�nit un groupe fortement continu de R dans L (H)

S1 (t+ s)x = S1 (t)S1 (s)x; 8t; s 2 R;8x 2 H
lim
t!0

S1 (t)x = x; 8x 2 H:

Et donc pour tout t 2 R; S1 (t)H = H:

Preuve. : Du théorème :
Montrons qu�il existe y 2 L1 ((0; T ) ; L2 (
)) solution de 3.28. Pour cela, onva montrer

que pour tout f 2 D (	), pour tout (y0; y1) 2 H = L2 (
) � H�1 (
) ; u 2 L2 (�0),

l�application L

f 2 D (	) L�! �
Z



y0�t (0) dx+ hy1; � (0)i
H�1(
);H10(
)

�
Z
�0

@�

@v
ud�

dé�nit une forme linéaire continue sur L1 ((0; T ) ; L2 (
)) : Le théorème de Riesz per-

mettra de déduire l�existence de y 2 (L1 ((0; T ) ; L2 (
)))
0
= L1 ((0; T ) ; L2 (
)) tel que

pour tout f 2 L1 ((0; T ) ; L2 (
)) on aitZ
	

y (t; x) f (t; x) dxdt = �
Z



y0�t (0) dx+ hy1; � (0)iH�1(
);H1
0 (
)

�
Z
�0

@�

@v
ud�

On a ����Z



y0�t (0) dx

���� � jy0j j�t (0)j (3.30)���hy1; � (0)iH�1(
);H1
0 (
)

��� � ky1kH�1(
) k� (0)kH1
0 (
):

(3.31)

Il reste à estimer le terme
R
�0

@�

@v
ud�. Pour cela, nous allons démontrer un "résultat

de régularité cachée" : La solution � qui n�appartient qu�à C ((0; T ) ; H1
0 (
)) admet

une trace normale dans L2 (�) et que l�application qui à f associe cette dérivée
normale est continue.

Lemme 3.2.27 : (Inégalité directe)
Pour tout T > 0, il existe C > 0, tel que pour tout (�0; �1) 2 H1

0 (
)� L2 (
) et tout
f 2 L1 ((0; T ) ; L2 (
)) la solution � de8><>:

�tt �4� = f; sur (0; T )� 
 = 	
� = 0, sur (0:T )� @
 = �T

� (0; :) = �0; �t (0; :) = �1

(3.32)
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véri�e Z
�

����@�@v
����2 d� � C (T + 1)

h
k�0k

2
H1
0 (
)

+ j�1j
2 + kfk2L1((0;T );L2(
))

i
:

On peut donc dé�nir un opérateur LT de L2 (�T ) dans H, par

LTu = (y (T ) ; yt (T )) ;

où y est solution au sens de transposition de 3.27 avec (y0; y1) = (0; 0) : Du théorème

précédent, on peut déduire que :

kLTukH � c kukL2(�T ) :

D�où le :

Théorème 3.2.28 : LT 2 L (L2 (�0) ; H) :
Il reste à calculer son adjoint. Comme H = L2 (
) � H�1 (
), le dual de H sera

H
0
= L2 (
) �H1

0 (
) (en identi�ant L
2 (
) à son dual). Le calcul de l�adjoint de LT se

fait de la manière suivante.

On a d�abord :

hLTu; (z0; z1)iH;H0 =

Z



y (T ) z0dx+ hyt (T ) ; z1iH�1;H1
0 (
)

:

Soit  une solution quelconque de(
 tt �4 = 0; sur (0; T )� 
 = 	
 = 0; sur (0; T )� @
 = �T :

(3.33)

Comme précédemment, du fait que y (0; :) = yt (0; :) = 0, on a :

0 =

Z
	

y ( tt �4 ) dxdt

=

Z



y (T ) t (T ) dx� hyt (T ) ;  (T )iH�1(
);H1
0 (
)

�
Z
�0

@ 

@v
ud�T :

En choisissant l�unique solution  de 3.33 qui véri�e

 (T ) = �z1;  t (T ) = z0;
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on obtient :

hLTu; (z0; z1)iH;H0 =

Z
�0

@ 

@v
ud�T

=

Z
�0

L�T (z0; z1)ud�T :

Et donc, en résumé L�T : L
2 (
)�H1

0 (
)! L2 (�0) est dé�ni par

L�T (z0; z1) =
@ 

@v
j�0 :

où  est l�unique solution du problème :8><>:
 tt �4 = 0; sur (0; T )� 
 = 	
 = 0, sur (0; T )� @
 = �T

 (T ) = �z1;  t (T ) = z0:

Remarque 3.2.29 : On a donc, en faisant le changement de variable z (t; x) =  (T � t; x)

L�T (z0; z1) = �
@

@v
S (:) (z0; z1) ;

où S (t) est le semi-groupe des ondes dans H1
0 (
)� L2 (
) :

Nous avions déjà calculé L�T dans le cadre général de systèmes de la forme yt =

Ay +Bu et nous avons trouvé L�T = B�S� (T; :).

On pourrait (en travaillant un peu) montrer qu�on peut écrire notre problème de

contrôle sous la forme yt = Ay + Bu où A est un opérateur non borné dans L2 (
) �
H�1 (
) :

Le calcul de A� dans cette dualité conduit à

A� (f; g) = (4g; f) :

Donc

A� = �
 
0 4
Id 0

!
= �At:

On " retrouve" que S� (t) (z0; z1) = �S (t) (z0; z1), et on peut (au moins formellement)
montrer que B est l�opérateur trace sur �0, son adjoint est l�opérateur "trace normale"

sur �0:

On reprend les notations du paragheraphe : soit x0 2 Rn et q (x) = x� x0 pour tout

x 2 Rn: On note v la normale unitaire extérieure à @
 que l�on suppose de classe C2: On
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dé�nit :

�0 = fx 2 @
; q (x) ; v (x) > 0g ;�1 = �r �0
�i = �i � (0; T ) ; i = 0; 1:

Pour " > 0 arbitrairement �xé, on considère O", voisinage ouvert d�ordre " dans Rn

de �0, et on prend ! = 
 \O":.
Le résultat qui sera démontré dans ce paragraphe est le suivant :

Théorème 3.2.30 :
Pour tout T > T0 = max

x2

jx� x0j, pour tout (y0; y1) 2 L2 (
)�H�1 (
), il existe

u 2 L2 ((0; T ) ; L2 ((0; T )� � (x0))) pour lequel l�unique solution au sens de la trans-
position y de 3.27 véri�e y (T; :) = yt (T; :) = 0:

Preuve. : On peut commencer par véri�er que (y; yt) = Y , solution au sens de la

transposition de 3.27 peut s�écrire

Y (t) = S1 (t) (y0; y1) + Ltu;

où S1 (t) (y0; y1) = (z (t) ; z1 (t)) est l�unique solution, au sens de la transposition de8><>:
ztt = 4z; sur (0; T )� 
 = 	
z = 0; sur (0; T )� @
 = �T

z (0; :) = y0; zt (0; :) = y1:

La condition au temps T revient à prouver que pour tout

(y0; y1) ; (b0; b1) 2 L2 (
)�H�1 (
) il existe u 2 L2 (�0) tel que

Y (t) = S1 (T ) (y0; y1) + LTu = (b0; b1) :

Ceci revient à

R (LT ) = �S1 (T )H +H:

Mais, S1 (T )H = H et donc

R (LT ) = �S1 (T )H +H , R (LT ) = H , R (LT ) = S1 (T )H:

Ainsi la contrôlabilité au temps T revient à amener au temps T toute donnée initiale

à (0; 0) ou de manière équivalente à amener (0; 0) à n�importe quel état (b0; b1) 2 H: On
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a montré que

R (LT ) = H , 9cT > 0;
Z0

H0 � cT
L�TZ0L2((0;T );U) ;8Z0 2 H 0

:

Ainsi, la contrôlabilité au temps T de ce système sera prouvée des lors qu�on aura

montré l�existence de cT > 0 tel que, pour tout (z0; z1) 2 L2 (
) � H1
0 (
) , la solution

Z = (z; zt) de 3.20 correspondant à la donnée initiale Z0 = (z0; z1) véri�e

jz0j2 + jrz1j2 � cT

Z
�(x0)

����@z@v
����2 d�T :

Or, cette inégalité est précisément la formule 3.23 du lemme 3.2.18.

2- Contrôlabilité approchée (faible)

2.1- Dé�nition et caractérisation

De�nition 3.2.31 : La paire (A;B) est approximativement contrôlable au temps T > 0

si

R (LT ) = H

Théorème 3.2.32 : Caractérisation
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

1) (A;B) est approximativement contrôlable au temps T > 0:

2) ker (L�T ) = f0g :
3) B�S� (t)x = 0; p:p:t 2 (0; T ) =) x = 0:

4)
p
(QTx; x) est une norme sur H:

Preuve. : On sait que (kerL�T )
? = R (LT ) = H donc (1),(2).

D�autre part
p
(QTx; x) = jL�Txj ; donc (2),(4). En�n (QTx; x) =

R T
0
kB�S� (t)xk2 dt,

donc (3),(4).
On retiendra que la contrôlabilité approché revient au résultat d�unicité suivant pour

le problème adjoint : (
yt = A�y

B�y (t) = 0; p:p:t 2 (0; T )

)
, y = 0:
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Exemple 3.2.33 : Un exemple de temps minimal de contrôle approché8>><>>:
yt =

@

@x
y + 1!u; dans (0; 1)� R�+
y (1; t) = 0; t > 0

y (x; 0) = y0 (x)

où ! = ]a; 1[ :

L�étude de le contrôlabilité approchée au temps T > 0 revient à l�étude de l�unicité du

problème adjoint : 8>><>>:
yt = �

@

@x
y; sur (0; 1) � R�+
y (0; t) = 0

y (x; t) = 0; p:p:x 2 ]a; 1[� (0; T )

Les solutions de 8>><>>:
yt = �

@

@x
y; sur (0; 1)� R�+
y (0; t) = 0

y (x; t) = y0 (x)

et donnée par

y (x; t) =

(
y0 (x� t) si 0 < x� t < 1;

0 sinon

Donc y (x; t) = 0 pour (x; t) 2 (a; 1)� (0; T ) revient à

y0 (x� t) = 0 pour 0 < x� t < 1; x 2 (a; 1) :

Pour en déduire que y0 � 0, il faut que
[

t2(0;T )

(a� t; 1� t) = (0; 1) :

Donc il faut et il su¢ t que T > a:

2.2- Contrôlabilité approchée de la chaleur Soit 
 un ouvert borné de Rn de
frontière de classe C2: On veut étudier la contrôlabilité approchée de8><>:

yt �4y = 1!u, sur 
� (0; T ) = 	
y = 0, sur @
� (0; T ) = �T

y (:; 0) = y0, 


(3.34)

où ! � 
 est un ouvert.

Théorème 3.2.34 : Pour tout T > 0, tout y0; y1 2 L2 (
) et tout " > 0, il existe u 2
L2 (! � (0; T )) tel que la solution de 3.34 véri�e ky (T )� y1k � ":
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Preuve. : Il su¢ t de prouver que8><>:
yt �4y = 1!u, sur 
� (0; T ) = 	

y = 0, sur @
� (0; T ) = �T
y (:; 0) = y0, 


, y = 0:

Soit (�k; �k)k2N� la suite de valeurs propres et fonction propres de l�opérateur positif,

auto-adjoint, d�invrse compact

A = �4; D (A) = H2 (
) \H1
0 (
) :

Les (�k) fortement une suite croissante de R�+ qui tend vers +1 avec k et (�k)k2N� forme

une base orthonormée de L2 (
) :

La solution de la chaleur avec conditions de Dirichlet homogènes s�écrit :

y (x; t) =
k=+1X
k=1

e��kt (y0; �k)�k (x) ;

où (y0; �k) =
R


y0 (x)�k (x) dx:

Supposons que

k=+1X
k=1

e��kt (y0; �k)�k (x) = 0; (x; t) 2 ! � (0; T ) :

Comme, pour tout x 2 
, l�application qui à t 2 R�+ associe
Xk=+1

k=1
e��kt (y0; �k)�k (x)

est analytique, si elle est nulle sur ]0; T [ ; elle est identiquement nulle sur R�+:
Donc

k=+1X
k=1

e��kt (y0; �k)�k (x) = 0; (x; t) 2 ! � R�+:

En multipliant par e�1t; on obtient, puisque la première valeur propre du Laplacien

est simple

(y0; �1)�1 (x) +
k=+1X
k=1

e�(�k��1)t (y0; �k)�k (x) = 0; pour (x; t) 2 ! � R+:

En faisant tendre t vers +1; on en déduit

(y0; �1)�1 (x) = 0;8x 2 !:
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Mais les �k sont analytique, donc :

(y0; �1) = 0:

Par récurrence, on en déduit en procédant de la même manière :

(y0; �1) = 0;8k � 1:

Donc y0 � 0 et y (x; t) = 0;8 (x; t) 2 
� (0; T ) :

Remarque 3.2.35 :
Si ! = 
; nous avions déjà calculé R (LT ) et obtenu : R (LT ) = H1

0 (
) qui est bien

dense dans L2 (
) (cf Lemme 3.2.13).

3- Contrôlabilité aux trajectoires

3.1- Dé�nition et caractérisation

De�nition 3.2.36 : (A;B) est dit contrôlable à zéro au temps T > 0 si tout état a 2 H
peut étre transféré à 0 au temps T :

8a 2 H;9u 2 L2 ((0; T ) ;U) ;S (T ) a+ LTu = 0:

Remarque 3.2.37 : La contrôlabilité exacte revient à pouvoir résoudre en u, S (T ) a +
LTu = b:

Si S (:) est un groupe, alors

S (T ) a+ LTu = b , S (T ) a+ LTu = S (T )S (�T ) b
, S (T ) (a� S (�T ) b) + LTu = 0:

et donc la contrôlabilité exacte est dans ce cas équivalente à la contrôlabilité à 0.

De�nition 3.2.38 :
Soit b une "trajectoire" au temps T > 0 : il existe c 2 H; v 2 L2 ((0; T ) ;U) tel que

y (T; c; v) = b = S (T ) c+ LTv:

Le système est dit contrôlable au temps T > 0 aux trajectoires si pour tout

a; c 2 H; v 2 L2 ((0; T ) ;U), il existe u 2 L2 ((0; T ) ;U) tel que

S (T ) a+ LTu = S (T ) c+ LTu:
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Proposition 3.2.39 : La contrôlabilité aux trajectoires est équivalent à la contrôlabilité
à zéro.

Théorème 3.2.40 : Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) La paire (A;B) est contrôlable à zéro au temps T > 0.

ii) Il existe cT > 0; tel que pour tout x 2 H

kS� (T )xk2 � cT

Z T

0

kB�S� (t)xk2 dt

iii) R (S (T )) � R (LT ) :

3.2- contrôlabilité à zéro de l�équation de la chaleur Soit 
 un ouvert borné de

Rn de frontière de classe C2 et ! � 
 un ouvert. On étudie la contrôlabilité à 0 de 3.34:

Proposition 3.2.41 : Si ! = 
, alors 8T > 0;8y0 2 L2 (
) ;9u 2 L2 (
� (0; T )) tel
que y (T; y0; u) = 0:

Preuve. : D�après le théorème 3.2.40, il su¢ t de montrer qu�il existe cT > 0 telle que
les solutions du problème adjoint8><>:

yt = �y; sur 	

y = 0; sur �T
y (0; :) = y0 2 L2 (
)

véri�ent

ky (T )k2 � cT

TZ
0

ky (t)k2 dt: (3.35)

on a

kTy (T )k2 =

TZ
0

d

dt

Z



ty2 (x; t) dxdt

= kyk2L2(	) + 2
Z
	

tyyt (x; t) dxdt

= kyk2L2(	) + 2
Z
	

ty�(x; t) dxdt

= kyk2L2(	) � 2
Z
	

t jryj2 � kyk2L2(	) :
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D�ou 3.35 avec cT =
1

T
:

3.2.3 Comparaison des di¤érentes notions

Théorème 3.2.42 :

1. La contrôlabilité exacte implique la contrôlabilité approché mais la réciproque est
fausse.

2. La contrôlabilité exacte implique la contrôlabilité aux trajectoires mais la réciproque
est fausse.

3. Il n�ya aucune relation entre la contrôlabilité approché et la contrôlabilité aux tra-

jectoires.

Preuve. :
1) L�implication directe est évidente. On a montré que l�équation de la chaleur avec un

contrôle interne n�était pas exactement contrôlable mais approximativement contrôlable.

Ceci prouve que la réciproque est fausse.

2) La contrôlabilité exacte permet d�atteindre n�importe quel l�état, et donc 0. D�où

l�implication directe. On a montré que l�équation de la chaleur avec un contrôle interne

est nulle contrôlable mais n�est pas exactement contrôlable.

3) On reprend le problème8><>:
yt = yx + 1(0;x0)u; sur (0; 1)� (0; T )

y (1; :) = 0; t > 0

y (:; 0) = y0; sur (0; 1) :

La contrôlabilité approchée de ce système est équivalente à la propriété d�unicité du

problème adjoint8><>:
zt = �zx, sur (0; 1)� (0; T )

z (0; :) = 0, t > 0

z = 0, sur (0; x0)� (0; T )
=) z = 0, (0; 1)� (0; T ) :

Mais on sait que :

z (x; t) =

(
z0 (x� t; 0) , si t < x < 1

0; sinon
:

1. Et donc

z (x; t) = 0 sur (0; x0)� (0; T ), fz0 (x� t; 0) = 0 si x 2 (t; 1) \ (0; x0)g :
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Ainsi si

z0 (x) =

(
0 si 0 < x < x0

1 si x0 < x < 1
;

alors

z (x; t) =

(
1 si t < x < 1

0 sinon
;

est une solution non nulle du problème adjoint pour tout T > 0 bien qu�elle véri�e

z = 0 dans (0; x0) � (0; T ) : Le système de départ n�est approximativement contrôlable
pour aucun T > 0:

Par contre, si T > 1, le système est contrôlable à 0 et il su¢ t de choisir u = 0: On a

donc montré que la contrôlabilité approchée.

Pour montrer que l�implication inverse est aussi fausse, nous allons montrer que l�équa-

tion des ondes avec un contrôle interne localisé sur un domaine ! � 
 qui ne satisfait pas
l�hypothèse de contrôle géométrique est approximativement contrôlable à 0:

Pour montrer qu�elle n�est pas nulle contrôlable, nous allons montrer qu�elle n�est pas

exactement contrôlable puisque dans le cas d�un groupe il y a équivalence entre contrôla-

bilité exacte et contrôlable à 0:
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Résumé 
 

Dans ce mémoire nous donnons les principes généraux qui concernent 
l’analyse des systèmes distribues que nous introduiront par le biais de 
quelques espèces d’inégalités principaux, de la théorie des semi-
groupes, de la contrôlabilité d’un système évolution, dans son évolution 
en dimension finie et infinie.      



Abstract 
 

In this work we give the general principles relating to the analysis of 
distributed systems we introduce through some major inequalities 
species, semi-group theory, the controllability of evolution in its 
evolution in finite and infinite dimension. 



 ملخص
 

و نحن نقدم من  ،في ھذه المذكرة نقدم المبادئ العامة المتعلقة بتحلیل النظم الموزعة
و نظریة شبھ المجموعات من المراقبة  خلال بعض الانواع الرئیسیة لعدم المساواة

 .البعد المحدود والغیر محدود ذو تغیري في نظام

 

 


