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Introduction

Ce texte est un résumé partiel des multiples échanges et groupes de travail entre
les années 1995 et 2003 tenus au sein du département de mathématiques de I'université
de Franche-Comté. Il a, en partie, fait I'objet d’'un cours de DEA donné & l'université
de Provence en 2005 par le second auteur. Son but est de présenter le plus simplement
possible les concepts de controlabilité de systémes linéaires.

La controlabilité des équations aux dérivées partielles est un sujet en plein dévelop-
pement. Son histoire a commencé avec le cas de la dimension finie, avec les systémes
différentiels dont nous ne présenterons que le cas linéaire. Son extension & la dimension
infinie a connu plusieurs temps. Le premier a concerné la notion de controélabilité appro-
chée, en particulier dans le cas parabolique, qui revient essentiellement & démontrer des
résultats d’unicité de type ”"Holmgren”. Les théories de la controlabilité exacte et de la
controlabilité aux trajectoires se sont ensuite développées, dans les années 70, en parti-
culier autour des systémes hyperboliques conservatifs pour la premiére et des problémes
paraboliques pour la seconde. Les années 90 sont marquées par deux points forts. D’abord,
C.Bardos, G.Lebeau et J.Rauch [3] donnent une condition (quasiment) nécessaire et suf-
fisante d’exacte controlabilité de 1’équation des ondes controlée sur une partie du bord
ou du domaine en utilisant des résultats d’analyse microlocale. Puis, la démonstration
et l'utilisation d’inégalités globales de Carleman par A.Fursikov et O.Imanuvilov [2] (et
également, pour I’équation de la chaleur en particulier, par G.Lebeau et L.Robbiano [9])
pour la controlabilité aux trajectoires des équations paraboliques du second ordre.

Ce mémoire est composé de trois chapitres :

Dans le premier chapitre, nous rappelons quelques notions d’espaces et d’inégalités
principaux, nous parlerons aussi de 1’opérateur maximal monotone.

Dans le deuxiéme chapitre on parlerons de la théorie des semi-groupes sa définition
et ses propriétés

Dans le troisiéme chapitre nous présenterons la controlabilité d’une systéme évolution

avec ses deux dimensions finies et infinies.



Chapitre 1

Rappels et notions préliminaires

1.1 Quelques espaces et inégalité principaux

1.1.1 Espaces de Hilbert

Definition 1.1.1 : Soit H un espace vectoriel réel ou complexe. Un produit scalaire est
une application : (H x Hy — C si H un espace vectoriel complexe et (H x H) — R si H
un espace vectoriel réel, vérifiant

1. Yy € H:z — (x,y) est linéaire (en x)

2.y, x) = (z,y)
3. (x,z) >0 et si (x,x) =0 alors x = 0.

Par conséquent y — (y,x) est anti-linéaire (en y) si H un espace vectoriel réel ou

complexe.
On pose
]l = v/ {z, z)
Nous montrons plus tard que ||.|| est bien une norme.

Exemple 1.1.2 : Soit H = L*(Q) ot Q C R™ borélienne, muni de la mesure de Lebesgue
ou la mesure discréte. Si f,g € L*(2) alors fg € L'(Q) et

(f,g) = /Qfﬁ

est bien défini, et ||f]| =/ [ |f|2 =[fll,-

Lemme 1.1.3 : Soit H un espace vectoriel réel ou complere muni du produit scalaire

().



Alors, pour tous x,y € H
=+ ylI* = ll||* + 2Re (z,9) + [ly]*-

Preuve. :

_|_

Y, y) (1.1)
Y, y)

(z+y,z+y) = (z,2)+(z,y) + (v, 2)
= (z,2) + (z,9) +(2,9)
= |lz+yl
= [lz|I* + 2Re (z,y) + [lyll”

+

Nous vérifions aisément certaine propriétés de la norme pour ||.|| :
1. ||z|]| > 0 par définition et si ||z|| = 0 c’est que (x,z) = 0 et donc = = 0.

2. pour A € C nous avons

IAz]| = {(Ax, \x)

= [A[ll=]l-

Proposition 1.1.4 : (Inégalité Cauchy-Schwarz)
Soit H un espace vectoriel (réel ou complexe) muni du produit scalaire (.,.). Alors

pour tout x,y € H
[z, )| < [l Iyl

Corollaire 1.1.5 : Soit H un espace vectoriel (réel au complexe) muni du produit scalaire

(.,.). Alors ||z|| = \/(x,z) définit une norme.

Preuve. : Il ne nous reste plus qu’a vérifier I'inégalité triangulaire. On a d’aprés

I'inégalité de Cauchy Schwarz :

lz]1* +2Re (z,y) + Iyl (1.2)
l]1* +2 |, )1 + lly]I”

<l + 2l vl + Nyl

([l + Tyl

Il + ylI*

IA

IN
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Definition 1.1.6 : On dit que deux vecteurs x,y d’une espace vectoriel complere sont

orthogonaux pour le produit scalaire (.,.) si (x,y) = 0.

Definition 1.1.7 : Un espace de Hilbert est un espace vectoriel réel ou complexe muni

d’un produit scalaire et qui est complet pour la norme associée.

Definition 1.1.8 : Soit H un espace de Hilbert et Hy et Hy deux sous-espaces vectoriels.

On dit que H est la somme direct orthogonale de Hy et Hy, notée H = Hy ®* H,, si
H = H, + Hy, HH N Hy = {0} et Vo1 € Hy,Voy € Hy : (x1,29) = 0. Le complémentaire
orthogonale d'une sous-espace F' C H est défini par F+ :={x € H/VNy € F : (z,y) = 0}.

Théoréme 1.1.9 : Soit H un espace de Hilbert et F C H un sous espace fermé. Soit
x € H. Alors

i) Il existe un unique y € F' qui satisfait
|z —yll = d(z, F) := inf{||z — z[| ;2 € F}.
On note y = Pr(y). Ceci définit alors une application
Pr:H — H.

ii) Pp(z) est l'unique vecteur dans F' qui satisfait x — Pp(y)LF.

2 2 2

iii) Ve € H : ||z]|” = HPF(x)” + [ Ppo(2)[|”

iv) Uapplication Pp : H — H est linéaire et continue. C’est la projection sur F le
long F'+.

v) Le complémentaire orthogonal F'+ est un sous espace fermé de H et H = F&® F*.

Preuve. : Pour € < 0, prenons y, z € F' et supposons que

d(x,y)* <d(x,F)* +¢cetd(z,2)* <d(z,F) +e.

z -z
Posons:w:y+ ,u:y—, de telle facon que w € F'; y =w 4+ u, z = w — u.

D’apres l'identité du parallélogramme :

Iz = w) +ul? + |z — w) —ul® = 2(||z —w|?+ |ul?)
2 2

B o 1
le =2+ lz = 9l" s w2 + Lagy, )2

5 4

1
d(l’,F)2+5 > d(l’,F)2+Zd(y7Z>2

d(y,z) < 2ve.
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Soit maintenant (y,) C F une suit telle que d(z,y,) — d(z, F'). Alors d’apres notre
calcul c’est une suite de Cauchy qui doit donc converger vers un y € F' (puisque H est

complet et F' est fermé). Nous obtenons
d(z,y) = limd(z,y,) = d(z, F).

Pour l'unicité supposons que z € F vérifier lui aussi d(z, z) = d(z, F).

Alors encore d’apres le calcule précédent d(y, z) < 24/e pour tout £ < 0, ce qui donne
d(y,z) =0 alors y = 2.

Ceci montre le premiére point et donc I'existence de ’application Pr.

Pour le deuxiéme point, supposons que x — Pp_LF.

Il existe donc z € F' tel que (x — Py(x),2) = s # 0, et quitte & diviser z par 5 nous
pouvons supposer que

(x — Pf(x),2z) = 1.

Soit encore ¢ une variable réelle. Alors Pr(z) +tz € F

d(z, Pp(z) +t2)* = ||z — Pp(z) — tz|
= *x || -2t + = - Pe(z)|”.

Ce polynome en ¢ atteint son minimum ailleurs qu’a ¢ = 0, donc d(z, F) < d(z, Pr(z)),

une contraduction au choix de Pr(x). Nous avons donc bien

Pour 'unicité, supposons que z — yLF et z — 2L F, ou y,z € F (par exemple, on
pourrait avoir y = Pg(x)).
Alors
y—z ek,

d’ou
(z—yy—2)=(x—2y—2)=0.

Une soustraction donne (y — z,y —2) =0, douy —z=0et y = 2.
Le troisiéme point découle du deuxiéme, vu que © — Pr(x) L Pp(z).

Pour (iv), on vérifier aisément que

(z 4+ Ay) + (Pr(z) — APp(y)) = (x — Pp(z)) + A (y — Pr(y)) € F,



d’ou
Pr(x) — APr(y) = Pr(x + \y)

d’apres (ii), et Pp est linéaire.
D’apres (iii) nous avons || Pr(z)| < ||z|, donc Pr est continu (de norme < 1).
Finalement, pour tout € H nous avons x = (z — Pp(x))+ Pp(x), ou z— Pp(x) € F*
et P}, (r) € F, ce qui donne bien F ¢ FX = H. m

Corollaire 1.1.10 : Pour tout sous-espace vectoriel fermé F C H on a (FL)L =F.
En particulier orthogonal d’un sous-espace vectoriel non fermé est fermé. En autre

F est dense dans H si et seulement si F+ = 0.

Corollaire 1.1.11 : (Théoréme de représentation de Riezs).
Soit ¢ : H — C une forme linéaire continue. Alors il existe un unique y € H tel que

pour tout x :
p(z) = (z,y).

En autre, nous avons ||| = ||y|| ou

lell = sup {[e (2)]; x| < 1}

Definition 1.1.12 : Un espace de Hilbert H est séparable s’il posséde une suite de points

qut est dense dans H.

Definition 1.1.13 : Soit H un espace de Hilbert séparable. On appelle base orthonormale
de H tout sous-ensemble fini ou dénombrable {e,}, qui vérifie :

i) |len|l = 1 et (en,em) =0 sin # m.

ii) Le sous-espace vectoriel engendré par {e,}, (par combinaisons linéaires finies) est

dense dans H.

Lemme 1.1.14 : Soit (¢;),_,

(donc (e, e;) = d;;, mais on ne demande pas que F' soit dense). Pour tout = :

Pf(x) = Z <.%', €i> €;.

<n

une famille orthonormée et soit F' le sous-espaces engendré

Preuve. : IL suffit de prouver que = — Z (x,e;) e;LF ce qui immédiat. m

<n

Théoréme 1.1.15 : (Existence des bases orthonormales)

Tout espace de Hilbert séparable posséde une base orthonormale.



Théoréme 1.1.16 : Soient H un espace de Hilbert et {e,},  une base orthonormale :

i) pour toute (\,), € 1*(N) la série Z)\nen converge dans H et sa somme
n>0

T = g An€n VETifie

n>0

(@ e) = Any 2l =D N

n>0

ii) pour tout x € H la série Z [z, en)|? converge et
n>0

x:Z(x en) en, |27 Z|xen

n>0 n>0

Definition 1.1.17 : Soient H, et Hy deux espaces de Hilbert. Une isométrie entre Hy et
Hj est une application linéaire U : Hy — Hy qui satisfait Vo € Hy : ||U (z)|| = ||=]|.
H, et Hy est une isomorphes s’il existe une isométrie bijective entre eux.

Proposition 1.1.18 : Soient X; et X5 deux espaces de Banach. Soit E C X un sous
espace vectoriel dense (donc, non nécessairement complet).

Soitu : E — X5 une application linéaire, et supposons en autre qu’elle est continue (ce
qui revient a lezistence d’une constante C' telle que pour tout x € E : ||u(z)|| < C'||z]|| ).

Alors u admet un unique prolongement en une application linéaire continue

ﬂ: )(1—% )(}

1.1.2 Espaces de Lebesgue 7,1 < p < .

On considére 2 un ouvert de R". Les fonction f seront considérées de ) dans R ou

C.

Definition 1.1.19 : Pour 1 <p < oo, on appelle norme L et on note ||, Uapplication

définie par ||f], = (Jy 1£17)

Definition 1.1.20 : On appelle espace supessentiel et on note
| F|| ;o =1Inf{C >0 tel que |f (x)] < C pp sur Q}.

Definition 1.1.21 : On dit que p et p’ sont deux exposant conjugués pour tout p,p’ € [1; 0]

1 1
sst — + — = 1. On notera dans toute la suite p’ le conjugué de p.



Corollaire 1.1.22 : (Inégalité de Minkowsti)

I1f+gll, < A1, + gl -
Théoréme 1.1.23 : L? est un espace vectoriel et Vp € [1;00], [|.[|, est une norme.

Théoréme 1.1.24 : (de convergence dominée de Lebesgue pour les espaces LP).

On suppose p # oo. Soit (f,) une suite de fonctions mesurables telle que f, (x) —
f(x) p.p.sidge LP /¥ (x,n)|fn(x)] <g(x). Alors f € LP et f, — f en norme LP.

Ezemple 1.1.25 : Pour p = oo, la suite de fonctions f, = X, o[, montre que le théoréme

précédent ne fonctionne pas pour LP.

Théoréme 1.1.26 : (Fischer-Riesz)
Vp € [1;00], LPest un espace de Banach.

Théoréme 1.1.27 : Les fonctions en escaliers forment un sous-espace vectoriel dense de

LP pour p € [1,00].

Théoréme 1.1.28 : (de densité).
L’espace C. () des fonctions continues a support compact est dence dans LP () pour

1<p<oo.

Théoréme 1.1.29 : L’espace C° (R2) des fonctions infiniment dérivables & support com-

pact est dence dans LP (Q) pour 1 < p < 0.

Proposition 1.1.30 : L’espace C2° (2) est dence dans le sous espace de L des fonctions

bornées qui tendent vers 0 a l’infini.
Definition 1.1.31 : Un espace est séparable s’il contient une partie dénombrable dense.

Théoréme 1.1.32 : (Espaces séparables).
LP () est séparable pour 1 < p < 0.

Proposition 1.1.33 : L™ (Q) n'est pas séparable.

Théoréme 1.1.34 : (Représentation de Riesz).
Soit 1 < p < oo et soit ¢ € (LP). Alors u € LP tel que < ¢, f >= [uf,Vf € LP.

De plus on a ||ul| = [|§]| oy Ce théoréme permet d’identifier le dual de L a LP.
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Théoréme 1.1.35 : Le dual de L™ contient strictement L' et s’identifier a l’espace des

mesures de Radon.

Exemple 1.1.36 : (d’élément de L™ qui n’est pas dans L')
Supposons que 0 € Q. Soit ¢y : C. () — R définie par ¢, (f) = f(0). Soit ¢ la
fonction qui prolonge cette fonction en une forme linéaire et continue sur L*. Alors, il

n’eziste pas de fonction u € L'telle que

<o, f >= /uf,Vf e L™.

Definition 1.1.37 : Soit J : E — E" tel que J (z) = f —< f,z > un espace E est dit
réflexif si J est bijective de E dans E* .

Théoréme 1.1.38 : L est réfléxif pour 1 < p < oo.
Proposition 1.1.39 : L' et L* ne sont pas réflexifs.

Exemple 1.1.40 : (de la non réflerivité de L').

Considérons 0 € Q) et la suite

Jn=an <1>B(0

3=

) )

avec n assez grand pour que B (0,n) C Q et o, tel que |||« = 1. Si L' etait réflexif,

)

on pourrait avoir o la fois f
(limite faible d’une sous suite de f,) égale a 0 presque partout et [ f =1, ce qui serait

absurde.

Théoréme 1.1.41 : (Réciproque du théoréme de Lebesgue)
Soit (fn) une suite de L” et f € L" telle que || f, — f|, — 0. Alors il existe une sous

suite extraite (fy,) telle que :

1- fnk (‘T) - f (:E) p.p sur Q.
2-Vk € N, | f,, (x)| < h(x) p.p. surQ, avec h € LT,

Remarque 1.1.42 : On peut souvent utiliser une convergence faible pour démontrer une

convergence forte.

Exemple 1.1.43 : Soit p > 1 et (f,),cy une suite dans LP qui converge faiblement vers

f e LP et telle que || foll, — Ifl, . Alors f. converge fortement vers f pour la norme LP.
Proposition 1.1.44 : Le produit de deux fonctions de L? est intégrable.

11



Definition 1.1.45 : On peut définir un produit scalaire euclidien sur L* par

(Fr9) — (f | g) = / fode.

On peut définir un produit scalaire hermitien sur L? (C) par

(f.9) = (f | g) = /m;_

Théoréme 1.1.46 : Muni de son produit scalaire, L? est un espace de Hilbert.

Remarque 1.1.47 : Les propriétés de cet espace ont énormément d’application auz séries
de Fourier.

Exemple 1.1.48 : (Théoréme de Plancherel).

A chaque fonction f de L?, on peut associer une fonction ]/‘\ de L? de sorte que les
propriétés suivantes soient satisfaites :

1. Lorsque f € L' N L2, ]? est la transformiez de Fourier de f.

2.VfeL? ona HﬂL = 1£ll,.

o~

3. L’application f — f est un isomorphisme d’espace de Hilbert de L? sur L2.

4. Entre f et f existent les relations symétriques suivantes : en posant

os)= [ st

et A
vate)= [ Flayeas,
on a
ji_{%o H¢A - sz =0,
et

f}LH;o ”770’4 a f”z =0

1.1.3 Espaces de sobolev :(WW™? (Q),m € N,p € [1,+0])

Definition 1.1.49 : (W™? (Q))).
Soient (m,p) € N x [1,+00]. On définit W™P (QQ) par :
ferr(Q) tgVa € N” avec |of <m,3£, € LP (Q) vérifait :

/ f (#) D () = (~1)° / £4(2) ¢ (x) dz, Yy € D ()

Q

Wmp (Q) —

12



On pose : D*f = L,.
On définit sur W™P (Q) la norme

||fHWm7P(Q) = Z ”[’aHLP(Q)'

la|<m

Cas particuliare :
1- WO (Q) = L7 (Q).
2-p=2:Wm2(Q)=H™(Q).

Proposition 1.1.50 : H™ (§2) est un espace de Hilbert la produit scalaire est donnée par :

Vige H"(Q): (fg)= Y / D f () Dg () da = 3 (Df, D°g) 1oy -

la[<m g laj<m

Remarque 1.1.51 : C™(Q2) C H™ () mais l'inverse n'est pas vrai.
Proposition 1.1.52 : D(R") est dense dans H*(R™).
Remarque 1.1.53 : En générale D(Y) n'est pas dense dans H'(Q).

Definition 1.1.54 : (HJ*(Q2)).
On définit HY"(2) = D(Y) (par rapport a la norme de H™ (Q2)).

C’est-a-dire :

H'(Q) = {f € H™ (2)\ 3(¢y) € D(Q) vérifiant : ||y — fll gy — 0 tend k — +oo} .

Le méme WP (Q) = D(Q) par rapport a la norme de W™P ().

Definition 1.1.55 : (Dérivée normal).

—~ 0f (x)

0
On définit la dérivée normale d’une fonction f, notée par 8_f comme étant E
v T
i=1

v;i(z).

On pose
v D@ - IA(T)

(o) =22,
2 '790—81)

Wi D@ — )
e = yle)=e/r
se prolonge par continuité o H'(Q)
Wi H'(Q) — 1)

[ = (f) =limg,/r

13



(dit 7y, est Uapplication de trace).
Théoréme 1.1.56 : Si T est de classe C? alors v se prolonge sur H*(Q)) :

Yo: HY(Q) — L)
_9f
= )= 35"
Definition 1.1.57 : (H}(9)).
H3(Q) = D(Q) (par rapport la norme de H*(Q)).

Proposition 1.1.58 : Si T est de classe C?, alors H3()) = kery,Nker~ (ie : f € H*()

0
tq f =0 pp surT etﬁ—f:OppsurF).
v

1.1.4 Inégalité d’interpolation :
1 1 1
Soit m € N/{0,1} et p1,ps,...,pm € [1,40] tq —+ — + -+ — > 1 on pose :
D1 D2 Pm
1 1 1

1
—=—+4—+4---+—onaVf, € LPi(Q),i=1---malors f = fi.fo....... fm € LP(Q)
P P P2 Pm
et on a :

1oy < TT1illos o
=1
1.1.5 Inégalité de Holder :

1 1
Soit p,q € [1,+00] tq 1 ==+ = alors : Vf € LP(Q), Vg € LY(Q) : f,g€ L' () on a:
p g

”f’gHLl(Q) < HfHLp(Q) : “g”Lq(Q)

[r@gtlas < ([ 1 dxf, (f |g<x)|qu>3)

1.1.6 Inégalité de Green :

Soit f,g € H'(R2) (ot © € R™ un ouvert) de frontiére I bornée et de classe C! alors :

[, P st = [ e [ s
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1.1.7 Inégalité de Poincaré

Soit €2 C R™ un ouvert borné, il existe une constant ¢ > 0 vérifiant :

1 @) < ¢V llzz@)

N _ 8f af ) AN 3 .
ou fo(aml, ’amn) c’est-a-dire :
" of P " |af |
2
< .
/Q[f (x)+; . ]dx_c/ﬂiz_; o dx

1.2 Opérateur maximal monotone

Soit H un espace de Hilbert et A : D(A) — H un opérateur donnée ot D(A) est son
domaine (D(A) C H).

Definition 1.2.1 : On dit que A est monotone si :
(Au— Av,u —v),; > 0,YVu,v € D(A).
Remarque 1.2.2 : Si A linéaire on a : (Au,u),; >0, Yu € D(A).

Definition 1.2.3 : On dit que A est mazimal si seulement si I;+ A : D(A) — H est un
surjectif c’est-a-dire

Vfe H,Jue D(A) tq : u+ Au = f.

Proposition 1.2.4 : Soit H un espace de Hilbert (réel). Sont équivalents :
1- A est maximal monotone dans H.
2- (I + XNA)™! est une contraction par tout définie de H pour tout A > 0.
3- A est monotone et il existe A positif tel que (I + \A) est Surjectif.

Théoréme 1.2.5 : Supposons que A est maximal monotone alors :

1. pour tout ug € D (A) on a le systéme

{ W(t) + Au(t) =0, Vt > 0
u (0) = ug

admet un solution unique uw € C (Ry, H) (C’est-a-dire Vtg € Ry : ||u (t) — u(to)||; — 0 tend t — to

La solution u est dit faible.
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2. Siug € D(A) alorsu € WH°(R, H)NW**(R,, D(A)) ot sur D(A) on considére

la norme du graphe

[l pay = \/HUH?—{ + | Aull, Yu € D(A).
La solution u dite forte (la régularité de u signifie
sup [|u(t)|; < oo, sup [[u(t)]| 54y < o0
>0 >0
et u est dérivable au sens des distributions).

3. Si A est linéaire et ug € D(A) alors u € C(Ry, D(A)) NCYR,, H). La solution u

est dite classique.
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Chapitre 2

Semi groupes

2.1 Semi-groupes

2.1.1 Définition

Definition 2.1.1 : Soit X un espace de Banach, on dit que la famille d’opérateur linéaire
(S(t))i>0 est un semi-groupe (fortement continu) si :

i)Vt >0, S(t) € L(X).

ii) S(0) = Idyx).

iii) V(s,t) >0, S(s+t) = S(s)S(1).

) Vr € X; tE%S(t)x =z.

La condition (i) est équivalente a ce que Vz € X, t — S(t)z € C°(RT, X).

Si on remplace (i) par (iv)* : 15% 15(t) = Id|p(x) =0 on dit (S(t))e=0 est uniformé-
ment continu.

On trouve le générateur infinitésimal (A, D(A)) d’un semi groupe fortement continu

(S(t))i>0 comme lopérateur non bornée A : D(A) — X ou

D(A) = {x € X, }eh%w emste}

S(t)r —
Vz € D(A), Ag;:yn%M.

Dans le cas ot D(A) = X et A € L(X) la famille d’opérateurs (etA)t>0 (définie clas-
siquement par ca série) est un semi-groupe fortement continu de générateur infinitésimal
A.

On dit que le semi-groupe (S(t))i>o est de contraction si vt > 0, ||S(t)]| ) < 1.

17



2.1.2 Propriété des semi-groupes de contraction

Théoréme 2.1.2 : Soit X un espace de Banach, (S(t))i>o un semi-groupe de contraction
sur X et (A, D(A)) son générateur infinitésimal Alors :

i) Vo € X le flot t — S(t)x € C°'(RT, X).

i) Vo € AVt > 0 on a S(t)r € D(A), le flot t — S(t)r € CY(RT, X) est vérifié
x'(t) = Ax(t).

iii) (A, D(A)) est fermée de domaine dense.

2.2 Opérateur dissipatifs

2.2.1 Définition

Definition 2.2.1 : Un opérateur (A, D(A)) est dissipatif si
Ve € D(A) et YA >0, ||z — Mz|| > ||z .
Dans le cas ou X = H est Hilbertien on montre que A est dissipatif si et seulement si

Vo € D(A)Re((Azx,z),) <0

Si (A, D(A)) est un opérateur dissipatif alors VA > 0 Uopérateur (Id— \A) est injectif
car
(Id—XA) > 0= 0< ||z|| < ||({d — NA)z|| =0 = = = 0.

Si de plus VA > 0, (Id — NA) est surjectif on dit que (A, D(A)) est mazimal-dissipatif
(ou m-dissipatif). On peut montrer que YA > 0, Id — AA est surjectif = N9 > 0 tq
Id — M\gA est surjectif.

En pratique pour montrer qu’un opérateur est m-dissipatif on montre d’abord a la
main qu’il est dissipatif et on résout ensuite un probléme variationnel pour une valeur \g
bien choisie.

Dans ce cas Uopérateur (Id — NA) est un isomorphisme (a priori non continu) de
(A, X) et on note J, = (Id — NA)™L.

De plus, comme | Iyl < [1(1d = AA) [Tyl < Iyl Ja € (X, L) (DCA) L))

Nous allons voir que cette propriété de continuité peut étre améliorée (on va rendre

moins fine la topologie sur (D(A), ||.|[x) en munissant D(A) d’une norme ||.|| p(4))-

2.2.2 Propriété des opérateur m-dissipatif

Proposition 2.2.2 : Si (A, D(A)) est m-dissipatif alors c’est un opérateur fermé.
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Corollaire 2.2.3 : Pour x € D(A) on pose ||z||p 4y = [zl x + [[Az| x . Alors ||.[| 4, est
une norme pour laquelle D(A) est un espace de Banach et A € (D(A), ||]l4), (X, |l-llx))-

Proposition 2.2.4 : Si H est un espace Hilbertien et A € D(A) C H — H est m-

dissipatif alors il est a domaine dense.

Proposition 2.2.5 : Réciproquement si A € D(A) C H — H est de domaine dense,
dissipatif, fermé et tel que son adjoint (A*, D*(A)) est dissipatif alors (A, D(A)) est m-
dissipatif.

Corollaire 2.2.6 : Toujours dans le cadre Hilbertien :
i) Si (A, D(A)) est dissipatif auto-adjoint & domaine dense alors il est m-dissipatif.
ii) Si (A, D(A)) est anti-adjoint & domaine dense alors il est m-dissipatif.

Remarque 2.2.7 : Dans (ii) la condition de dissipativité n’est pas nécessaire car (A, D(A))

anti-adjoint entraine que < Ax,x >p= 0 donc la dissipativité.

2.3 Théoréme de Hille-Yosida

2.4 Enoncé

Théoréme 2.4.1 : (Hille-Yosida)

Soit X un espace de Banach et A € D(A) C X — X un opérateur non borné. On a
I’équivalence :

i) (A, D(A)) est m-dissipatif & domaines dense.

i1) (A, D(A)) est le générateur infinitésimal d’un semi-groupe de contraction.

Le point (i) du théoréme précédent peut étre récrit en termes de résolvante : (z)
(A, D(A)), Uopérateur fermé a domaine dense, vérifié (0,+o00) C p(A) et

Al L x) <

> =

pour tout A > 0.
Ainsi sous ces hypothéses et d’aprés le théoréeme 2.1.8 pour toute condition initiale

xo € D il existe une unique solution forte t — x(t) dans
C° (R, (D(A), IlIpea) ) N C* (RY, (X, 1)) -
Lorsque la condition initiale est prise quelconque dans X on a une solution faible
t— x(t) =S(t)x
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de classe C* (RT, (X, |.|lx)) (et on montre que toute solution faible est limite dans X de

solutions fortes).

2.4.1 Reégularité des solutions

On constate que la régularité de la solution est étroitement liée au choix de la condition
initiale en fonction du domaine de A : il est donc naturel de penser qu’en imposant plus
de "régularité" a xy on obtienne plus de régularité sur les solutions. Plus précisément on
pose pou k > 2, D(A*) = {x € D(A*'), Az € D(A*1)} . Alors on a le

k ,
Théoréme 2.4.2 : On peut munir les D(A¥) des normes 2l peary = Z'—o |A'x|| pour
lesquels ce sont des espaces de Banach.

De plus si la condition initiale zg € D(AF) alors la solution est de classe C* (RT, X)

et CF~1(R*, D(AY)) pouri=1...k et au sens des topologies précédentes.

2.5 Problémes d’évolution non homogénes

Soit (A, D (A)) le générateur infinitésimal d’'un Cjy semi-groupe (S (t)),., sur un es-

pace de Hilbert H. On veut résoudre

y (6)=Ay(0)+ £ (1) £ € (0,7) o)
y(0) =z
ou f:[0,7] — H.
Definition 2.5.1 : Soit f € L' (0,T,U) et x € H.
On appalle solution faible de 2.1 la fonction y € C ([0,T], H) donnée par
t
y(t):S(t)I+/S(t—s)f(s)ds,tE[O,T]. (2.2)
0

On appelle solution classique de 2.1 toute fonctiony € C ([0,T], H)NC* ((0,T) , H)
telle que y (t) € D (A) pour tout t € (0,T') et vérifiant 2.1 dans [0,T].

Remarque 2.5.2 : Par définition, le probléeme 2.1 admet toujours une unique solution

faible.

Remarque 2.5.3 :
La différence entre ces deux notions de solution est que la premiére ne vérifie pas

(forcément) l’équation 2.1 ponctuellement alors que la régularité en temps imposée a la
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solution classique est précisément celle qu’il faut pour pouvoir écrire l’équation 2.1 au sens
classique.

On peut cependant dire que toute solution classique (s’il en existe) est une solution
faible et qu’il ne peut pas exister plus d’une solution classique si x et f sont donnée

respectivement dans H et L' (0, T,U). C’est l’objet du prochain résultat.

Théoréme 2.5.4 : Soit f € L' ([0,T],H) et x € H. Le probléeme 2.1 admet au plus une

solution classique et s’il en existe une alors elle est donnée par la formule 2.2.

Théoréme 2.5.5 : Si f € C1((0,T),H) alors pour tout x € D (A), le probléme 2.1

admet une solution classique.

Definition 2.5.6 : Une fonction y € WY ([0,T], H) est solution forte de 2.1 si elle
vérifie y (0) = x et léquation presque par tout dans (0,T) .

2.6 Exemples

2.6.1 L’équation de la Chaleur

On se donne  un ouvert de classe C? de R" et on cherche a résoudre I’équation de

la chaleur
Owu(z,t) — Au(x,t) =0
U(.’ﬂ, O) = u0($>

sur (z,t) € Q x [0,4o00[ pour une condition initial donnée.
On peut récrire cette EDP sous la fourme d’une EDO y'(t) = Ay(t) posant

X=H=L*Q)yt)=u(.,t)e H
et en définissant (A, D(A)) par
D(A) = H*(Q)N Hy(Q) C L*(Q)

et
Az = Az

pour tout z € D(A). Nous sommes dans le bon cadre pour utiliser la théorie des semi-
groupes et le théoréme de Hille-Yosida, reste & montrer que 'opérateur A est m-dissipatif.

Il est bien connu que le Laplacien est un opérateur auto-adjoint (on a

(Au, v, = /Q (Auy = — /Q Vu.Vo = /Q u(Aw) = (u, Av)

21



par double intégration par parties) et que D(A) est dense dans L?(2), il suffit donc de
montrer qu'il est dissipatif ou de facon équivalente que Re({Ax,x),) < 0.

Or tout = € D(A) = H*(Q) N H} () est de trace nulle, donc en intégrant par parties
Re((Az, ) ;) = = Jo [Vl <O0.

Le corollaire et le théoreme de Hille-Yosida permettent enfin de conclure quant a

I’existence-unicité et la régularité des solutions.

Remarquer que

’

C I =25/ 0).0(0)) =2 (Ay(0).5(1) 5 <0

on retrouve bien sur le coté dissipatif et irréversible de 1’équation de la chaleur.

2.6.2 L’équation des ondes

L’équation des ondes homogene se formule dans un domaine €2 suffisamment régulier

(c’est-a-dire C? en pratique) et sur un intervalle en temps [0,7) (avec T' > 0) selon

u(t, x) — Au(t,x) =0, sur (0,7) x Q
u(0,x) = f(z), sur Q
u (0, 2) = g(z), sur Q

On se place dans la théorie des semi-groupes en mettant ’équation précédente au

premier ordre en temps. On pose alors

0 I U
=(a4) ()
(v:u’)etny():(f),

g

avec

et I’équation devient alors

Le domaine du Laplacien étant
D(A) = H*(Q) N Hy(9),
celui de A est

D(A) = H*(Q) N HY(Q) N H(Q)
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sur

H = H}(Q) N L Q).

Les conditions initiales seront alors prises dans H. Le produit scalaire dans H est défini

pour tout couple (u,v) dans
H(u = (u1,u2),v = (v1,02))

par

(u,v)g = (Vur, Voi)r2(q) + (u2, v2) 2(0)-

Reste a vérifier que nous sommes bien dans les conditions d’application du théoréme
de Hille-Yosida :

1- D(A) est dense dans H.

2- A est fermé.

3- A est dissipatif. Ce point mérite une preuve.
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Chapitre 3

Controélabilité d’un systéme

évolution

3.1 Controlabilité en dimension finie

3.1.1 Définitions

Soit T' > 0 considérons un systéme différeniel linéaire défini sur [0,7] :

{ Yy =A(t)y+B(t)u(t) (31)

y(0) =wo

ou l'état y (t) et la condition initiale yo sont dans H = R, A € C° ([0,T], L (R™))
et B € C° ([0,7],L(R™ R")), la fonction v € L?(0,T,U) avec U := R™ est appelée
controle, stratégie ou entrée du systéme 3.1. La solution du systéme différentiel dépend

de la donnée initiale et du second membre et peut s’exprimer par la formule :

t
vt = SE0w+ [ S5 B)us)dste 0.7,
0
ou S est la materice résolevante du systéme

ds
= (t,s) = A(t)S(t,s)

S (s,s) = I = materice unité

Definition 3.1.1 : On dira que le controle u transfére un état a o un état b au temps
T >0 st
y(T,a,u) =b.

On dit aussi que l’état b est atteignable a partir de a au temps T
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Definition 3.1.2 : On dira que le systéme 3.1 est contrélable au temps T' > 0 si pour
tout a € H et tout b € H, il existe une fonction de controle u € L* ([0,T],U) telle que :

y(T,a,u) =b.

On dit aussi que la paire (A, B) est controlable au temps T > 0.

Considérons sur (0,T) le systéme différentiel suivant

y = A(t)y+ Bu(t)
(¥aome o

La solution peut s’écrire pour tout t € [0,T7] :
Yy (ta 'LL) = Ltu7
ou L; est 'opérateur linéaire borné défini par :

‘ L2([0,7],U) — H
Les { u —  [7S(t,s)B(s)u(s)ds (3:3)

Proposition 3.1.3 : Le systéme 3.1 est controlable au temps T > 0 si et seulement si

lopérateur Lt est surjectif.
Preuve. : Soit a,b € H deux états quelconques. L’equation en u :
y(T,a,u) =b, (3.4)
a une solution dans L? ([0, 7], U) si est seulement si I’equation
Lru=b—-S(T,0)a, (3.5)

a une solution dans L? ([0,7],U).

L’équivalence des équations 3.4 et 3.5 entraine la proposition. m

3.1.2 Le Gramien de controlabilité
1- L’opérateur adjoint de L

L’opérateur Ly est défini de espace de Hilbert L? ([0,7],U) dans 'espace de Hilbert

H. C’est un opérateur borné. On a
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L { H — L*([0,T],U)

r— Ly=v

ol v est définie par :

(Lix,u) = (x, Lyu) ,Yu € L*([0,T),U) ,Vz € H,

ou {.) désigne le produit scalaire dans L? ([0,T],U) et (.) désigne le produit scalaire
dans H.
Or

i) = ([ ST B u() )

(x,S(T,s)B(s)u(s))ds

|
S~ >

= [ (B ()5 (T, s)wu(s)) ds

= (B*()S"(T, )z, u),

Udo

ot B*(t) (resp S* (t,s)) est la materice adjoint de B (t) (resp S (t,5)).
Donc

L: =B ()S*(T,.).

Précisons le mode de calcul de Lix,z € H, que cette formule induit. D’abord on

calcule S* (T, s) x = w (s) qui est par définition de S*. La solution du systéme différentiel

{ w =—A*(s)w, s€(0,7)

w(T) ==z
Ainsi :
v=DB"()w
v=Lia & { W = —A*(s)w, s€(0,T) (3.6)
w(l)==z

2- CNS de controélabilité

L’opérateur Ly sera surjectif si est seulement si son adjoint est injectif (puisque :
dim H < +00 = ker L3 = R (Ly)" ). Donc
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Proposition 3.1.4 : La paire (A, B) est controlable au temps T > 0 si et seulement si

= w =0 dans (0,7).

w =—A*(t)w, t € (0,T)
B*(t)w (t) =0, Vt € [0,T]

Preuve. : Il suffit de remarquer que L7 est surjectif si est seulement si

B*w =0, dans (0,7)
w = —A*w, dans (0,T) =y =0.
w(T) =y

3- Matrice de controlabilité-Gramien de controlabilité

Posons

Qr = LyL} = /T S(T,s)B(s)B*(s)S*(T,s)ds, T >0. (3.7)

L’opérateur Q7 est dans £ (R") et

T
(Qrz,z) = / |B* (5) S* (T, s) x|* ds = | Lx|® > 0. Yo € R™.
0

Definition 3.1.5 : Qr := Ly L% s’appelle matrice de contrélabilité ou Gramien de
controlabilité.
L’application fr qui a (x, :v/) associé (QTZE, x') définit une forme bilinéaire symétrique

positive et on a le résultat :

Théoréme 3.1.6 Les propriétés suivantes sont équivalentes :
La paire (A, B) est controlable au temps T > 0.

L opérateur Lt est surjectif.

L’opérateur L. est injectif.

L’opérateur Qr est invisible.

SN e

La forme bilinéaire fr est un produit scalaire sur H = R™.

3- Caractérisation d’un contréle optimal

Dans le cas ou la paire (A, B) est controlable, il existe une infinité de controles. Il est

intéressant de pouvoir en construire un qui "consome le moins d’énergie".
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La fonctionnelle d’énergie que ’on choisit ici est

7 () _/0 lu ()| ds, u € U. (3.8)

On notera

Udda (a,0) ={u e U,y (T,a,u) =b}.

Le théoreme suivant établit I'existence d'un v € U,q (@, b) qui minimise la fonctionnelle
J sur Uyg (a,b).

Théoréme 3.1.7 : Si la paire (A, B) est controlable, l'application Pr qui a (a,b) € H?

associe
Pr(a,b) = =L3Q7" (S(T,0)a—1b).
vérifie
y(T,a, Pr(a,b)) =0.
De plus,
T
[P el = min I
= ezt s@ e

Preuve. :

i) Montrons que Pr (a,b) € Uyq(a,b) .
Calculons y (7', a, Pr (a,b)) .

y(T,a, Pr(a,b)) = S(T,0)a— LrL} (Q}l (S(T,0)a — b))
= S(T,0)a— QrQ7" (S(T,0)a —b)
= b

ii) Par ailleurs

/OT (L7yQ7' (S(T,0)a —b), L5Q7" (S (T,0)a — b)>U ds
= (Qr (5(T.000~),QrQ7" (S(T,0)a b))
= HQ;% (S(T,0)a—b)

[ 1P )1 as

iii) Montrons maintenant I'optimalité. Soit u un autre controle.
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Alors b= S (T,0)a+ Lru

| Pren e utenuds = —(L5Q7 (S (T.0)a=b) (). u(s), ds

= — (@' (S(T.0)a~1), Lyu)
— (Q7 (S(T,0)a—1b),S(T,0)a —b)

= |t s oy

= [ en©las
Donc
[ wizas = [ irr@n o [ - o e i
> [P o as

L’inégalité étant stricte si u # Pr (a,b). Ceci achéve la démonstration du théoréme.

3.1.3 Systémes linéaires a coefficients constants
1- Le critére de Kalman

le théoréme 3.1.6 n’est pas toujours commode a appliquer. Dans ce paraghraphe, on
démontre un critére de controélabilité complétement algébrique, et en générale, facilement
applicable. On suppose que A(t) = A et B(t) = B sont des materices constantes sur
(0,T) et on note [A | B] := [B, AB, ..., A" 'B] € M,, , (R) la matrice dont les colonnes

sont constituées par celles de B, ..., A" 'B.

Théoréme 3.1.8 : (Critére de Kalman)

Le paire (A, B) est controlable si et seulement si
rg[A | B] = n. (3.9)

Théoréme 3.1.9 : SirgB = j alors 3.9 peut étre remplacée, dans l’énoncé du théoréme

par
rg [B, AB, ... ,A”*IB] =n.
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Preuve. : Une remarque préliminaire : p(A) = det (Al — A) = \" — Z'—_o i\,
d’apres le théoreme de Cayley- Hamilton, on a p (4) = 0. D’ou

n—1
A" = E O[Z')\Z,
=0

On en déduit que pour tout k¥ € N, A"** est une combinaison linéaire des matrices
(A)ict0.. .m1y - Donc pour tout vecteur v € H, A'v appartient a 'espace engendré par
{A',i <n}.Dou

Vect {Aiv,i € N} = Vect {Aiv,i < n} :

Appliquant cette propriété aux vecteurs colonnes de la materice B, on en déduit que
la condition rg [A | B] = n tombe en défaut si et seulement s’il existe un vecteur ligne
p# 0 € R tel que pA’B = 0,Vi > 0. Rappelons que dans ce cas S (¢,5) = e**)4, On a
alors :

La condition est suffisante : Soit « € ker (L}) . Alors on a

w(T) ==z (3.10)
B*w =0, sur [0,7]

{ w = —A*w, sur [0,7]

En posant v (t) = w (T — t) pour tout ¢t € [0,7], on a donc

B*v =0, sur [0,7]
v = A*v, sur [0,7)]
v(0) =2

En Faisant tendre t = 0, on obtient B*x = 0. En dérivant n — 1 fois en ¢ et en faisant

tendre a chaque étape t vers 0, on obtient
B (A'2=0,i=0,1,...,n—1.

Compte tenu de la remarque préliminaire de cette démonstration, on en déduit que
x =0 et ker L} = {0} .

La condition est nécessaire : Si rg[A | B] < n, d’aprés la remarque préliminaire,
il existe x* € (R™)\ {0} tel que

2* A'B = 0,Vi € N,
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Soit
d’ou

!

_ *
BY etz = 0.

Donc le systéme 3.10 admet une solution non triviale avec la donnée finale x. m

Exemple 3.1.10 : Commandabilité "du four électrique’.

Le critére de Kalman donne

CII _aim -‘gag?"z
rg 1 =2 rja; #0.

0 T1 &
cact

Donc le systéme est controlable si et seulement si riaq # 0.

3.2 Controlabilité en dimension infinie

3.2.1 Quelques définition et résultats utiles
1- Racine carrée d’un opérateur borné

Proposition 3.2.1 : Soit A € L (H) un opérateur positif auto-adjoint. Il existe un unique
opérateur positif B € L (H) tel que B> = A. On note B = VA.

Lemme 3.2.2 On a :
1. une formule explicite pour v/ A

1 AN\
\/Z=||A\|2Zak<ld—7) |
4]

ot la suite (ou,),oy €t définie par /1 — z = Zakzk, zeC)z| <1
keN
2. \/Z commute avec tout opérateur borné qui commute avec A.

Preuve. :

Existences de B : Soit z € C. Désignons par ¢ (2) = /1 — z la démonstration de
(1-— z)% analytique dans 'ouvert |z| < 1 et définie en z = 0 par /T = I.

Cette fonction est développable en série entiere dans le disque ouvert D (0, R) de

centre o et de rayon de convergence R = 1.
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Cette série est absolument convergente pour |z| = 1, d’ou :

\/1—z:Zakzk,|z| < L

keN

On a ¢ (0) = ag = 1 et puisque ¢* (0) < 0 pour tout & > 1. La convergence de la

> ap=-1. (3.11)

série en z = 1 donne

keN
Soit A > 0 posons
A
C = I;— —,
A
$(C) = Y alh

keN

Montrons que l'opérateur ¢ (C') est bien défini.
On a d’abord (Az,z) > 0,Vz € H. Donc 0 < (x, Az) < ||Al| pour tout ||z|| < 1 et

s’ensuit que :
x,Cx) = (x| I;—
w0 = (1= gp)e) 20

[(z, (A= [[Al[ l)) z)| < [lAll = (= — Az) < [|A].
Par conséconquent :
A=Al Za]| < [[All-

On en déduit que
IC] < 1.

et la série de temps général a;,Cy converge en norme dans H. Si S = ¢ (C), la série

produit S? converge absolument et on voit aisément que

A

S2=1,—C =
T Al

Posons

B=|Al>S

alors B2 = A.
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On vait que B est positif on a :

(z,Sz) = ||z|* + Zak (z,C"x).

k>1

Comme C' est positif, toutes ses puissances le sont. De plus ‘<x, (]kx>’ < ||x||2 .
On déduit de la propriété 3.2.1 que (x, Sz) > 0. Donc B > 0. VA commute avec les
opérateurs qui commutent avec A car la série S converge en norme.

Unicité : Soit D un opérateur positif dont le carré est égal a A.
D*=A=B>= D*=DA=AD.
Il s’ensuit que D commute avec A et que B et D commutent. On peut donc écrire
(B—D)(B+D)=B>-D*=0=— (B-D)*(B+D)=0.

(B — D)’ B et (B — D)? D sont positifs et leur somme est nulle. Donc leur différence
'est également : (B — D)3 = 0. Mais si L est un opérateur auto-adjoint qui vérifie L™ = 0,
alors L =0.Donc B=D. m

Remarque 3.2.3 : Pour ce cours, on utilise le résultat suivant : si 'opérateur A, auto-
adjoint positif, s’écrit :

Az =" a, (2, 8;) &y,

keN

ot (¢;,) est une base orthonormée de H, alors

VAz = Z Vg (z, 1) O

keN

2- Opérateurs surjectifs

Voici a présent un résultat qui est la base de la notion de contrélabilité en dimension

infinie.

Théoréme 3.2.4 : Soient X,Y, Z trois espaces de Hilbert.
Soient FF € L(X,Z) etGe L(X,Z). On a

R(F)C R(G) < dc>0,[|F 2| <c||G*2|,Vz € Z,

ot R(F) et R(G) désignent les images de F et G.
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Preuve. :

Premiére étape :

Sopposons que R (F) C R(G). Soit N (G) le noyau de G. On pose Yy = N (G)" et
G = Gy, : c’est une application bijective de Y, dans R (G) et G est un opérateur non
borné de R (G) := Z; dans Yj, de domaine D (é’l) = R(G).

Noter que, comme Y et Z; sont fermés, ce sont tous les deux des espaces de Hilbert

pour les produits scalaires induits.
Par le théoréme du graphe fermeé, GloFecL (X,Yo).
En effet, G'o F est une application fermée car si (z,) C X est une suite telle z,, — =
et GloF (xn) — y € Yy, alors puisque GecL (Yo, Z) on en déduit que F'(z,) — G (y) .
Comme, par ailleurs, F' € L(X,Y), on a F (z,) — F (x).
Donc F (z) = G (y) et il s’ensuit que G~ o F (z) = y.
On peut donc dire qu’il existe ¢ > 0 tel que :

Hé—l o F(m)“ <e, Vre By (0,1)={zeX;|z] <1}.
De cette inégalité, on déduit immédiatement que :
F (Bx (0,1)) C G (By (0,¢)) = G (By (0,¢)).
Réciproquement, si il existe ¢ > 0 tel que F (Bx (0,1)) C G (By (0,c¢)) alors
R(F)C R(G).
En effet, pour tout x # 0, F' T
que F'(z) = ||z[| G (y) € R(G).

On vient donc d’établir que

) € G (By (0,¢)). 1l existe donc y € By (0,c¢) tel

]

R(F) C R(G) < Jc >0, F(Bx (0,1)) € G (By (0,¢)). (3.12)

Deuxiéme étape :

G (By (0,¢)) est fermé. En effet, soit (z,) € G (By (0, ¢)) telle que z, — z.

Il existe (y,) € By (0,c¢) tel que z, = G (y,) .

Comme By (0,c¢) est faiblement compacte, il existe y € By (0,¢) et ¢ : N — N

strictement croissante telle que y,(,) converge faiblement vers 3.
Comme G est linéaire, elle est faiblement continue et donc G (y¢(n)) converge faible-
ment vers G (y).

Par suite, z4(,) converge faibelement vers z = G (y) € G (By (0,¢)) .
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Troisiéme étape :
Supposons que 3¢ > 0, F' (Bx (0,¢)) C G (By (0,c¢)), alors pour tout z € Z, on a

[E* () = sup [(F7(2),2)x]

=<1

= sup [(z, F(2))]

=<1

= csup [(z,G (7))
lyll<1

= cllG*(2)]-

Réciproquement, supposons qu’il existe ¢ > 0 tel que ||F* (2)]| < ¢||G* (2)]|,Vz € Z.
S’il existe xy € Bx (0,¢) tel que F (zg) ¢ G (By (0,c)), alors puisque {F (z¢)} est
compact et G (By (0,¢)) est un convexe fermé, d’apres le théoreme de Hanh-Banach il

existe zg € Z tel que
(20, G (y)); < 1 < (20, F (20)),, Yy € By (0,¢).

Donc

(ZO,F(JI())) = (F*Zo,xg) >1 = ||F*Zo|| >1

1 - "
sup (20, G (0)) < 1= ||G*2|| < p = [[F" 20| > ¢||G* 2| -

lyll<e

Ce qui est absurde. Ainsi, on a démontré :
de > 0,||F*z2|| < c||G*2||,Vz € Z < Fe > 0,F (Bx (0,¢)) C G (By (0,¢)). (3.13)

De 3.12 et 3.13 découle la conclusion du théoréme. m

Remarque 3.2.5 : Ce résultat reste vrai si on suppose que X,Y,Z sont trois espaces de
Banach, Y étant de plus réflexif.

3- L’opérateur de controélabilité L

Soit H un espace de Hilbert et (A, D (A)) le générateur infinitésimal d'un semi-
groupe (S (t)),5o dans H. Soit U un espace de Hilbert et B € L (U, H). Pour chaque
ue L2([0,T],U), le probléme d’évolution :

{ Yo = Ay + Bu (3.14)

y(0) ==

admet pour tout z € H une unique solution y € L?([0,T], H).
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De plus y € C'([0,T], H) est donnée par :

y(t)—S(t)x+/0t5(t—s)Bu(s)ds.

On peut donc, comme en dimension finie, introduire ’opérateur

L*([0,7],U) » H
Lti t
{ u— [, S(t—s)Bu(s)ds.

On remarquera que L, peut aussi étre défini comme Lyu = y(¢,0,u), c’est-a-dire
comme la solution, a 'instant £, du probléme correspondant & la donnée initiale 0 et au

second membre (controle) Bu.
Proposition 3.2.6 : Ly € L(L?([0,T),U), H) et
HLTH < \/T “SHC([O,T],H) HBHL(U,H)'

Definition 3.2.7 : On définit comme en dimension finie Ry (a), l'ensemble des états

attergnables au temps T a partir de a :
Rr(a)=S(T)a+ R(Lr).

L’étude de la controlabilité au temps T revient a 'étude de UHRT (a) = Rr(H). Du
ac

fait de la dimension infinie, on peut avoir

Rr(H)# Rr(H) et S(T)H # H.
On introduit lopérateur de controlabilité :
T
Qrz = / S(r)BB*S* (r)dr,x € E,T > 0.
0
C’est un opérateur borné, donc il existe ¢ > 0 tel que
’QT‘Tl < C|‘T’ RS E.

Q7 est aussi auto-adjoint et positif.

Proposition 3.2.8 :
R (L) = R (Q}).
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Preuve. : Soit € E et u € U. Alors
T
((u, Lyz)) = (Lru,z) = / (S(T'—7r)Bu(r),x)dr
0
T
= / (u(r),B*S* (T —r)x)dr
0
et donc, par la définition du produit scalaire dans U
Lyx=B*S*(T —r)x,pp.r € (0,T).
Donc
T
ILsal? = / B*S* (T — 1) al dr
0

1 2
= (Qrzx,z) = ’Q%w ,x€F.

1
Du théoréme 3.2.4, on déduit que R (L) = R (Q%) .

3.2.2 Controlabilités

1- Controlabilité Exacte

1.1- Définition et caractérisation

Definition 3.2.9 : On dira que le systéme 3.1/ est exactement controlable au temps
T > 0 si pour tout a,b € H il existe u € L*([0,T],U) tel que

y (T7 a’? u) = b?

ou, de maniére équivalente, si un état arbitraire b € H peut étre attient au temps T,
a partir de n’importe quel état a € H.
De facon équivalente, le systéme 3.1/ est exactement controlable au temps T > 0 si
pour tout a € H
RT (a) = H.
Théoréme 3.2.10 : Les conditions sutvantes sont équivalentes
1. Le systéme 3.14 est exactement contrélable au temps T > 0.

2. 1l existe ¢ > 0 tel que pour tout x € H
T
/ |B*S* (t) z|dt > c|z|*.
0
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3. R (QT;C> _H

4. x — | QTx} définit sur H une norme équivalente a la norme de H.

Preuve. : 1<2 : Si le systéme est controlable & partir de n’importe quel a € H, il

est controlable & partir de a = 0. Mais la controlabilité a partir de a = 0 revient a
Vb€ H,Ju e L?([0,T),U) :b= Lru < R(Ly) = H.

On démontre cette équivalence en appliquant le théoréme 3.2.4 aux opérateurs
G=Lre L(L*((0,T),U),H)et F=1,€ L(H).

1
13 : Résulte de R (Q%m) = R(Lr).
2<4 . Comme ()7 est un opérateur borné sur H, sa racine est aussi un opérateur
borné sur H et donc }\/Qﬂ définit sur H une norme équivalente & la norme de H si est

seulement si il existe ¢ > 0, tel que
) 2
clz|” < ‘ QTx‘ Vo € H. (3.15)

Or on a vu que | QTJJ|2 = ||Ltx|? . Do I'équivalence. m

Exemple 3.2.11 : Un systéme non exactement controlable

On considere sur H = L* (Q) L’équation de la chaleur

yr — Ny =u(&,t) ; sur Q x (0,T)
y(&t)=0;surT x (0,7) (3.16)
y(£,0) =0; sur

u€ L? (2 x (0,T)). Pour se remener au cadre abstrait, il suffit de poser
D(A)=H*(Q)NH; (Q),A=AU=L*9),
et B = I; (identité de L* (9)).
Théoréme 3.2.12 : Pour tout T' > 0, le systéme 3.16 n’est pas exactement controlable.
Preuve. : Ce sera une conséquence du résultat suivant :
Lemme 3.2.13 : Pour tout t,T >0, R(L;) = R(Ly) = H} (Q) C L*(Q).

Preuve. : Du lemme

Comme R (L) = R (v/Qr), calculons R (vQr).
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Q= /Ot S (s) BB*S™ (s)ds.

Mais B = B* = I; et comme A = A* S (t) = S*(t).

Donc
= tSQd:t 2t (g, d
@ = [ seod A%e (v, 64 Gyds
- Z(/ e_gAktds) (, O1) Ok
keN 70
—2>\kt_1
= 26_2—/\]{:@,%)%-
kEN
Donc

672)\kt -1 %
Qrr = Z (T)\k) (. Or) &1

keN

Il s’ensuit que b € R (1/Q;) si et seulement si il existe z € L? (Q) tel que

mem:ZCﬁ%;me%

keN keN

Ce qui est équivalent a pour tout k£ € N

—2X\pt 1

&W=G3V0%m>

ou bien
—2Xpt 1

(2, dy) = (6_2—)%) (0, o) -
Comme x € L2 (), 3" |(z,¢;,)> < +o0, et b € R (v/Q;) si et seulement si :

neN

—2A
2 (—_1) (6,03)” < +ox.

keN
Mais

li —1 = -1

k—l>I—|{100 e~2Mt — 1 oo
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Donc, b € R (\/ Qt) si et seulement si

> A (b, 6p)P| < +o0.

keN

Et ceci est équivalent a b€ Hj (). m =
1.2- Controélabilité exacte de I’équation des ondes

a- Controle interne : Soit €2 un ouvert borné et régulier (de frontiére OS2 lipchit-

zienne) de R™ et w C Q un deuxiéme ouvert. On consideére le probléme de controle

yu = Ay + 1,u, sur (0,7) x Q=T
y =20, sur (0,7) x 00 = Xp (3.17)
y(0,.) = 90,4 (0,.) = wn
On étudie la controlabilité exacte du systéme 3.17. Soit T' > 0, on cherche u € L? (¥)
tel que pour toute donnée initiale (yo,y1) € H = Hy x L? (Q) il existe une unique solution
y de 3.17 vérifiant y (T,.) = 0 dans Q.
Dans toute cette section on fait I'identification H = H.

Pour se ramener au cadre abstrait, on définit sur H 'opérateur (A, D (A)) et

B : U=IL*Q) — H
u — Bu= (1&)“
Le systéme 3.17 s’écrit alors dans H :
Y, =AY + Bu
Y(0)=Y"e H

On sait que A est générateur d'un semi-groupe de contractions (S (t)),-, sur H et il
est clair que B € L(U,H).
D’apreés le théoréme 3.2.10 il faut trouver des conditions sur 1" et w pour qu’il existe

¢ > 0 tel que pour tout Z° € H

T
/ |B*S* (t) 2°|*dt > ¢|2°|”. (3.18)
0
Mais Z (t) = S* (t) z est la solution du probléme

Z, = A*Z
Z(0)=2"cH

40



Or, un calcul simple montre que A est anti-adjoint : A* = —A.

Il est alors clair que si Z = (21, 23) et Z° = (29, 29), I'inégalité 3.18 s’écrit

T
0 w Q

On peut par ailleurs vérifier directement que puisque zo = —z1; et 290 = — A 21, il

s’ensuit que zy; = Az; et que, en posant z = 21, il s’ait que

T
0 w Q

pour z solution de ’équation des ondes

2z = Az, sur (0,7T) x Q=T
z=0, sur (0,7) x 0Q = Xr (3.20)
2(0,.) = 29,2 (0,.) = 29.

1. Le cas w = ().

Théoréme 3.2.14 : Soit Q un domaine borné de R™ de frontiére 0S) lipchitzienne.

Pour tout T > 0 et pour toute donnée initiale (2Y,29) € H, on a

T
/ /|zt|2da:dt20/ <|VZ?|2+’,28‘2> dx
0 w Q

pour toute solution z de 3.20.

Remarque 3.2.15 : Ce théoréme implique bien entendu, d’aprés les développe-

ments précédents, la controlabilité exacte 3.17 pour tout T > 0.

2. Le cas w C Q.

L’inégalité d’observabilité 3.19 n’est en général pas vraie pour un ouvert w quel-
conque comme nous le verrons sur un exemple, & cause du caractére hyperbolique
de I’équation des ondes, il faudera d’une part un temps minimal de controle et,

d’autre part des conditions géométriques sur w.

Soit g € R" et g (z) = x — xo pour tout x € R™. On note v la normale unitaire

extérieure a 0N que I'on suppose de classe C2.
On définit :

o = {z€dQq(z)v(x)>0};T=T\T)
Ei = FZX(O,T),ZZO,l
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Pour € > 0 arbitrairement fixé, on considére O., voisinage ouvert d’ordre € dans R"
de I'y et on prend w = QN O..

Le résultat qui sera démontré dans ce paragraphe est le suivant :

Théoréme 3.2.16 : Soit Q un ouvert borné de R" de fronticre 0 de classe C? et

w C Q Douvert défini dans les lignes précédentes.

1l existe Ty > 0 tel que VT > Ty, dc = cp > 0 vérifiant :

T
/ (‘Vz?f + ‘z3}2> dx < c/ /|zt\2d:cdt (3.21)
Q 0 w

pour toute solution z de 3.20 correspondant & des données initiales (23, 29) € H.

Lemme 3.2.17 : Soit h € (C* (@))n Pour toute solution (faible) z de 3.20, on a

lidentité :

1
—/ h.v
2 S

0z

2 T
1

dY¥;y = {/ zt.h.Vz} —l—/ —(V.h) (zt2 + |Vz|2) dxdt(3.22)
ov Q 0 v 2

‘1“/ {— (M.V2) 2y + (D,hVz) Nz} dudt

ot Dyh désigne la diffférentielle de h.

Preuve. : On multiplie ’équation 3.20 par h.Vz et on intégre sur ¥. On a d’abord,

en intégrant par parties et en tenant compte de le condition au bord sur z :

- 1T
/ztth.Vzdxdt = /zt.h.Vz —/zt (h.Vzy + hy.Vz)dzdt
v LJa 0 v

- 4T
1
= / z:.h.Vz —/ (—h.V (zf) + ztht.Vz) dxdt
L/ Q do 3 2

- 1T
1
= / 2.h.Vz +/ {— (V.h) 2} — ztht.Vz} dxdt.
L/ Q do v 2
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En suite, en désignant par D?z la différentielle seconde par rapport & = de z :

/Azh.Vz = / h.Vz%dET—/VZ.V(h.Vz) dxdt
] Sr on v
= / h.Vz%dET—/Vz. (Dh.Vz + h.D2z) dzdt
S on T
62’ 1 2
= hNz—dSr — | (T.h.Vz) . Vz+ =hV (|Vz]") dadt
Sr 871 ] 2

0z 1 9
— /ET (h.Vz% - §h.n |V 2| ) dXr

_A {(th.w) Vz— % (V.h) |Vz|2} dadt.

On en déduit que

0 = [/ﬂzt.h.VzLT%—%[Ij{(V.h) (22 = |Vz|?) — (hu.V2) 2} dwdt

+/ (th.Vz).Vzdxdt—/ <h.v2% — lh.v\VzF) d%r.
v S on 2

Comme z = 0 sur X, on en déduit que Vz = (Vz.n)n. m

Lemme 3.2.18 : Soit Ty = 2max |z — zo|. Pour tout T > Ty et toute solution (faible) z
e

de 3.20, on a :
/ (|Vz?}2 + pgf) dr < QL/ 0z 2dZT. (3.23)
9 (T'=To) Js, |Ov
Proposition 3.2.19 : Il existe m € (C’1 (ﬁ))n tel que
mo =1 surly, muv >0 surdQ; sup(m) C w. (3.24)

T
Lemme 3.2.20 : Pour tout T' > 0, pour tout o € (0, 5) et toute solution (faible ) z de

3.20, on a :
T—o
Lo

Lemme 3.2.21 : Soit T > Ty. L'application L : H — L* (V) définie par LZ° = 1,2 (2

étant la solution de 3.20 associée a la donnée initiale Z° = (29, 29)) est une application

0z|? T
5o A < C / / {2 + 2°} dadt. (3.25)
0 w

linéaire continue injective.
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Lemme 3.2.22 : Soit X,Y,Z trois espaces de Banach, L € L (X,Y) une application
mjective et K : X — Z une application linéaire compacte. On suppose qu’il existe C' > 0

telle que
lzllx < C([Lally +[[Kz]l5), Ve € X.

Alors il existe une constante encore notée C > 0 telle que
lally < Ol Lally Ve € X. (3.26)

Preuve. : Si 3.26 est fausse, alors il existe une suite (x,) C X telle que ||z, |, =1
pour tout n et lim Lz, = 0.

Comme K Zz;xéompacte et (z,,) bornée, il existe une sous-suite encore notée (z,,) telle
que (Kz,) soit convergente dans Z.

On en déduit que la suite (x,) de Cauchy dans X.

En effet par hypothése :

[z = &mllx < CAIL (@0 = zm)lly + 1K (20 = 2m)] ;)

7,Mm—00

Soit x = lim x,,. Alors ||z, = 1 et Lz = 0. Ce qui est impossible. Ceci achéve la
démonstration du lemme. m
Preuve. : Du théoréeme 3.2.14. Si T' > Ty, on se donne o > 0 tel que T'— 20 > Ty.

D’apres le lemme 3.2.18, on a :

" 2 To T—o 822
/Q(\VZJ +}Z2|>dl"§z(T—2cr—To)/o /ro v

et, grace au lemme 3.2.20, on arrive & ’estimation :

[ (vt 2P) i < ¢ [ [ g+ taa
( / / 2dedt + / 2dxdt>,

Par le lemme 3.2.22 appliqué & L défini dans le lemme 3.2.21 avec

d¥r

IN

X=HY=27=1L*(9),

et K définie par KZ° = 2, on obtient 3.21 et ceci achéve la démonstration du théoréme.
]

Pour achever cette section, voici un résultat de la démonstration du quel on peut
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facilement déduire celle de la proposition 3.2.19 :

Lemme 3.2.23 : Soit Q un ouvert borné de R"™ de frontiére de classe C?. Alors il existe
un champ de vecteurs h = (hy) € C* (ﬁ)n qui vérifie h (x) = v (x) pour tout x € ON.

Preuve. : Comme 052 est de classe C?, pour tout x € 99 il existe un voisinage V, et
une fonction o, € C? (V,, R) tel que

Vo, (z) #0,Vz € V,,
o, =0& x €V, N,

_ Vou(2)
n(z) = oo V2 € Va N oS

Comme 0f2 est compact, il existe un recouvrement de 92 par un nomber fini de V, :

1=po 1=po

082 C U Vi, 1= U Vi.
i=1

1=1

Posons alors Vy C Q tel que Vo C Qet Q C UZ:T V;. On considére alors une partition
1=

de I'unité (¢;),_, , subordonnée au recouvrement (V;)

i=0,...,n °
e, €D(V;),0<e; <1let Zei: 1 dans Q.
i=0
On a en particulier
Zei = 1 dans 0.
i=0

On définit alors le champ de vecteur h par
hiz) = ei(x)|[Voi (@) " Vo (z), Vo € Q.
i=0

h est le champ de vecteurs cherché. m

b- Contrdle par le bord Soit  un ouvert borné de R”, de classe C2.
Soit 02 = I'1Ul'g avec I'1 NIy = @, et soit T > 0. On veut déterminer, quand cela est
possible, u € L?((0,T) x Ty) = L? (%) tel que pour toute donnée initiale (yo,y;) dans

un espace H & déterminer, il existe une unique "solution" y de
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y = Ay, sur (0,7) x Q=W
y=0, sur (0,7) xTI'y (3.27)
y(0,.) = 40,%: (0,.) = m

telle que y (7,.) = v (T,.) = 0.

Il s’agit bien d’un probléme de controlabilité exacte mais qui ne s’insére pas directe-
ment dans le cadre abstrait car les donnée au bord ne sont pas homogenes.

L’opérateur de "controle" est 'opérateur "trace sur [y" et il est non borné de L? (Q)
dans L? (99) . La théorie précédente a donc besoin d’étre généralisée.

Dans un premier temps, on va définir 'espace H et 'opérateur de controle L.

Il s’agit de pouvoir assurer I’existence d’une notion de solution du systéme 3.27.

Definition 3.2.24 : y est solution au sens de la transposition du systéme 3.27 si y vérifie
sur W :

/ y fdudt = — / o0 (0) dz + 41,0 (0)) -+ iy — | oudSr, (3.28)
g Q

Pour tout f € D(V), ot 0(f) := 0 est solution de

O — A0 = f,sur (0,T) x Q=T
0=0, sur (0,7) x 02 =X (3.29)
0(T,.)=20,(T,.)=0.

Théoréme 3.2.25 : Soit T > 0. Pour toutes données initiales (yo,y1) € H = L*(Q) x
H™1(Q) et tout u € L* (%), il existe une solution unique y (au sens de la tansposition)
du systeme 3.27 telle que

y € C((0,T],L* () nC (0,71, H ().
De plus, il existe cr > 0 tel que y vérifie pour tout t € [0,T]

1y @ M p2) + e @ ) g1 < or <HyOHL2(Q) + vl -1y + Hu”L2(Eo)> :

Remarque 3.2.26 : Pour u = 0, on définit une application Sy de R dans L (H) pour
tout (y07 3/1) €H

S1() (o, y1) = ((y (1), 4 (1)) -
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Cette application définit un groupe fortement continu de R dans L (H)

Si(t+s)x = Si(t)S1(s)x,Vt,s e R, Ve € H
limS; (t)x = z,Vxe H.

t—0

Et donc pour toutt € R, Sy (t) H = H.

Preuve. : Du théoréme :

Montrons qu'il existe y € L ((0,T'), L* (Q2)) solution de 3.28. Pour cela, onva montrer
que pour tout f € D (¥), pour tout (yo,v1) € H = L*(Q) x H 1 (Q),u € L*(%),
I’application L

feDw) L —/Qy(ﬂt (0) dz + (41,6 (0)) [ Vs

H=1(9),H§(2) 5, OV

définit une forme linéaire continue sur L' ((0, 7)), L? (Q2)) . Le théoréme de Riesz per-
mettra de déduire lexistence de y € (L' ((0,T),L2(Q))) = L= ((0,T),L*(R)) tel que
pour tout f € L' ((0,7), L*(Q)) on ait

ol
/ y(t2) f (t @) dadt — — / o0 (0) dr + (91,0 () 10y — / % o
v Q o v

On a
< [yol |6 (0)] (3.30)

/Qyoﬁt (0) dx

90,0 ) i smgien| < 1100 10 O, (3.31)

0
Il reste a estimer le terme on a—uda. Pour cela, nous allons démontrer un "résultat
v
de régularité cachée" : La solution 6 qui n’appartient qu’a C ((0,7), H} (Q)) admet
une trace normale dans L? (X)) et que I’application qui a f associe cette dérivée

normale est continue. m

Lemme 3.2.27 : (Inégalité directe)
Pour tout T > 0, il existe C > 0, tel que pour tout (¢, ) € Hy (Q) x L?(Q) et tout
fe L ((0,T),L*(Q)) la solution ¢ de

by — D= f, sur (0,T)xQ =W
¢ =0, sur (0.7) x 02 = Xp (3.32)
(b(Ov ) = ¢07¢t (07 ) = ¢1
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vérifie

2

06
do < C (T +1) |60y + 1811 + 17132 0170200y | -

v

J

On peut donc définir un opérateur Ly de L? (Xr) dans H, par

Lru=(y(T),y: (1)),

ou y est solution au sens de transposition de 3.27 avec (yo,y1) = (0,0) . Du théoréeme

précédent, on peut déduire que :

[ Lrully < eflull 2y, -
D’ou le :
Théoréme 3.2.28 : Ly € L(L* (%), H).
Il reste a calculer son adjoint. Comme H = L? () x H~1(Q), le dual de H sera
H = L*(Q) x H} () (en identifiant L? () a son dual). Le calcul de l’adjoint de Ly se

fait de la maniére suivante.

On a d’abord :

Y (T) Zodx + <yt (T) 7Z1>H—1,H(}(Q) )

(Lru, (20,21)) g g = /

Q

Soit ¢ une solution quelconque de

{ Yy — A =0, sur (0,7)x Q=T (3.33)

Y =0, sur (0,T) x 0Q = Xr.
Comme précédemment, du fait que y (0,.) =4, (0,.) =0, on a :

0 = [P y (1 — O) dadt

o
= [y DT (T oy~ [ G

En choisissant l'unique solution v de 3.33 qui vérifie

U (T) = —21,¢, (T) = 2,
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on obtient :

0
<LTU7 (ZOa Zl)>H H = a—wUdET
) EO v

= / L;« (Zo, 21) UdZT
o

Et donc, en résumé Lk : L* (Q) x Hy (Q) — L? (X)) est défini par

W,
oy 120

L7 (20,21) =
ou v est l'unique solution du probléme :

Yy — DY =0, sur (0,7)x Q=T
Y =0, sur (0,T) x 00 = Lp
Y (T) = —21,¢, (T) = 2.

Remarque 3.2.29 : On a donc, en faisant le changement de variable z (t,x) = ¢ (T — t, x)

0

L;w (Zo, 21) = —%S () (Z(), 21) s

ou S (t) est le semi-groupe des ondes dans H} (Q) x L? ().

Nous avions déja calculé L. dans le cadre général de systémes de la forme y, =
Ay + Bu et nous avons trouwvé L}, = B*S* (T, .).

On pourrait (en travaillant un peu) montrer qu’on peut écrire notre probléme de

contréle sous la forme y; = Ay + Bu ot A est un opérateur non borné dans L? () x
H7(Q).

Le calcul de A* dans cette dualité conduit &

A" (f,9) = (Dg, f).

U B
I, 0

On " retrouve” que S* (t) (29, 21) = =S (t) (20, 21), et on peut (au moins formellement)

Donc

montrer que B est l'opérateur trace sur Iy, son adjoint est l'opérateur "trace normale”

sur I'y.

On reprend les notations du paragheraphe : soit 2o € R" et ¢ (z) = z — x¢ pour tout

2 € R™. On note v la normale unitaire extérieure a 92 que ’on suppose de classe C?. On
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définit :

Iy = {z€dQq(x),v(z)>0},T1 =TT
X, = PZX(O7T),Z:071

Pour £ > 0 arbitrairement fixé, on considére O, voisinage ouvert d’ordre € dans R”
de I'y, et on prend w = QN O,..

Le résultat qui sera démontré dans ce paragraphe est le suivant :

Théoréme 3.2.30 :
Pour tout T > Ty = max |x — x|, pour tout (yo,vy1) € L* (Q) x H1(Q), il existe
Q

TE
we L2((0,T),L2((0,T) x T'(xg))) pour lequel l'unique solution au sens de la trans-
position y de 3.27 vérifie y (T,.) =y, (T,.) = 0.

Preuve. : On peut commencer par vérifier que (y,y;) = Y, solution au sens de la

transposition de 3.27 peut s’écrire

Y (t) = Sl <t> (yO; yl) + Ltu7
ot Sy (t) (yo,y1) = (2 (t), 21 (1)) est 'unique solution, au sens de la transposition de

2z = ANz, sur (0,7T) x Q=T
z=0, sur (0,7) x 0 = Xr
2(0,.) = yo,2: (0,.) = y1.

La condition au temps 1" revient & prouver que pour tout
(Yo, y1) , (bo, b1) € L? (2) x H1(Q) il existe u € L* (Zy) tel que

Y (t) = Sl (T) (yo, yl) + LTU = (bo, bl) .

Cecl revient a

R(Ly) = —S, (T) H + H.

Mais, S; (T)) H = H et donc
R(Lr)=-S(T)H+H<& R(Lr)=H< R(Lr)=5,(T) H.

Ainsi la controlabilité au temps T revient a amener au temps 7' toute donnée initiale

a (0,0) ou de maniére équivalente a amener (0,0) a n’importe quel état (b, b;) € H. On
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a montré que

R(Ly) = H < 3ep >0, ]| 2°] Ly Z° vZ° e H'.

o S CT| ||L2((0,T),U)’

Ainsi, la controlabilité au temps T' de ce systéme sera prouvée des lors qu’on aura
montré Pexistence de cr > 0 tel que, pour tout (zg,21) € L? () x H} (Q) , la solution

Z = (z,2) de 3.20 correspondant a la donnée initiale Z° = (2o, 21) vérifie

2

021" s,

2 2
‘ZO‘ | Zl’ _CT/ N

(wo)

Or, cette inégalité est précisément la formule 3.23 du lemme 3.2.18. =

2- Controlabilité approchée (faible)
2.1- Définition et caractérisation

Definition 3.2.31 : La paire (A, B) est approzimativement controlable au temps T > 0

S1

R(Ly)=H

Théoréme 3.2.32 : Caractérisation
Les propriétés suivantes sont équivalentes :
1) (A, B) est approximativement controlable au temps T > 0.
2) ker (L3) = {0}.
3) B*S*(t)x =0,p.pt € (0,T) = x =0.
4) \/W est une norme sur H.

Preuve. : On sait que (ker L%)" = R (Ly) = H donc (1)<(2).

D’autre part \/(Qrx, ¥) = |Lix|, donc (2)<(4). Enfin (Qrx, x) = fOT | B*S* (t) z||” dt,
donc (3)<(4).

On retiendra que la controlabilité approché revient au résultat d’unicité suivant pour

le probléme adjoint :

= A*
Yt Y oy =0.
By (t) = 0,p.p.t € (0,T)
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Exemple 3.2.33 : Un exemple de temps minimal de controle approché

0

ye=5-Y + 1,u, dans (0,1) x R
y(1,8) =0,t >0

y(ZL’,O) = Yo (I)

ot w = la,1].
L’étude de le controlabilité approchée au temps T > 0 revient a l'étude de ['unicité du
probléme adjoint :
Y = —%y, sur (0,1) * R*
y(0,t) =0
y(z,t) =0,p.p.x €la,1[ x (0,T)

Les solutions de

a *
Y = —£?J, sur (Oa 1) X R+
y(0,t) =0
y(z,t) =yo (v)

et donnée par

—t) sil0<ax—t<1
y<x,t>:{y°($ J 0= et
0 stnon

Donc y (z,t) = 0 pour (z,t) € (a,1) x (0,T) revient a
Yyx—t)=0pour0<z—t<l,x€(al).

Pour en déduire que 1o = 0, il faut que U (a—t,1—1t)=(0,1).
te(0,T)
Donc il faut et il suffit que T > a.

2.2- Controlabilité approchée de la chaleur Soit €2 un ouvert borné de R" de

frontiére de classe C%. On veut étudier la controlabilité approchée de

y — Ay = 1,u, sur Q@ x (0,7) =V
y=0,sur 02 x (0,7) = Xr (3.34)
y(70) = Yo, Q

ol w C 2 est un ouvert.

Théoréme 3.2.34 : Pour tout T > 0, tout yo,y1 € L* () et tout € > 0, il existe u €
L? (w x (0,T)) tel que la solution de 3.34 vérifie ||y (T) — yi1|| < e.
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Preuve. : 1l suffit de prouver que

ye — Ay = 1yu, sur Q x (0,7) =V
y=0,sur 02 x (0,7) = Xr sy=0.
y<'70):y07 Q

Soit (Ak, @y )en+ la suite de valeurs propres et fonction propres de 'opérateur positif,

auto-adjoint, d’invrse compact
A=-A,D(A)=H*(Q)NH; ().

Les (Aj) fortement une suite croissante de R*. qui tend vers +oo avec k et (¢;,), oy~ forme
une base orthonormée de L? (2).

La solution de la chaleur avec conditions de Dirichlet homogenes s’écrit :

k=+oc0
Yy (ZL’, t) = Z G_Akt (y0> ¢k) qbk (33) )
k=1

ou (Yo, ¢x) = Jo vo (%) ¢ () d.
Supposons que

k=-+o0

> e M (g0, ¢) Gy (2) = 0, (w,1) € w x (0,T).

k=1

. . . . k/':+00
Comme, pour tout x € {2, 'application qui 4t € R associe Zkﬂ e (yo, 1) b ()
est analytique, si elle est nulle sur |0, 77, elle est identiquement nulle sur RY .

Donc
k=400

Z e M (yo, b)) By () = 0, (7,1) € wRY.

k=1

En multipliant par e*?, on obtient, puisque la premiére valeur propre du Laplacien

est simple
k=+oc0
(o, &1) &y () + D e MM (g 9,) 6, () = 0, pour (v,) € w* R,
k=1

En faisant tendre ¢ vers +o00, on en déduit

(40, ¢1) &y () = 0,V € w.
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Mais les ¢, sont analytique, donc :

(Yo, 1) = 0.

Par récurrence, on en déduit en procédant de la méme maniére :
(y07¢1) = 07Vk Z 1.
Donc yp =0 et y (z,t) =0,V (z,t) € 2 x (0,7). m

Remarque 3.2.35 :
St w = Q, nous avions déja calculé R (Lr) et obtenu : R(Ly) = H} () qui est bien
dense dans L* () (cf Lemme 3.2.13).

3- Controlabilité aux trajectoires

3.1- Définition et caractérisation

Definition 3.2.36 : (A, B) est dit controlable a zéro au temps T > 0 si tout état a € H

peut étre transféré a 0 au temps T :
VYa € H,3u e L*((0,T);U);S(T)a+ Lru = 0.

Remarque 3.2.37 : La controlabilité exacte revient a pouvoir résoudre en u, S (T)a +
LTU =b.

Si S (.) est un groupe, alors

S(TYa+Lru=b < S(T)a+ Lru=S(T)S(-T)b
< S(T)(a—S(=T)b)+ Lyu = 0.

et donc la controlabilité exacte est dans ce cas équivalente a la controlabilité a 0.

Definition 3.2.38 :
Soit b une "trajectoire" au temps T > 0 : il existe c € H,v € L? ((0,T);U) tel que

y(T,c,v) =b=S(T)c+ Lyv.

Le systéeme est dit controlable au temps T > 0 aux trajectoires si pour tout
a,c € Hyve L*((0,T);U), il existeu € L*((0,T);U) tel que

S(T)a+ Lru=S(T)c+ Lyu.
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Proposition 3.2.39 : La contrélabilité aux trajectoires est équivalent & la controlabilité

a zéro.

Théoréme 3.2.40 : Les propriétés suivantes sont équivalentes :
i) La paire (A, B) est contrélable o zéro au temps T > 0.
i) Il existe e > 0, tel que pour tout x € H

15 (T)2l]? < er / 1BS* (t) |2 dt
iii) R(S(T)) C R(Ly).

3.2- controlabilité a zéro de I’équation de la chaleur Soit {2 un ouvert borné de

R” de frontiére de classe C? et w C € un ouvert. On étudie la controlabilité & 0 de 3.34.

Proposition 3.2.41 : Si w = Q, alors VT > 0,Vyo € L*(Q),Ju € L*(Q x (0,T)) tel
que y (T, yo,u) = 0.

Preuve. : D’aprés le théoréme 3.2.40, il suffit de montrer qu’il existe ¢y > 0 telle que

les solutions du probléme adjoint

Yy = Ay, sur ¥
y =0, sur Xp
y(0,.) =yo € L*(Q)

vérifient
T
Iy @I < er [ @)1 de. (3.35)
0
on a
Td
ITy (D)) = / < / b2 (2, ) dadt
0 Q

=yl +2 / tyyn (2, ) dadt
N4

= yllze) + Q/tyA (x,t) drdt
N\

2 2 2
= Nllecwy =2 [ tIVY] < llyllzzg) -

e
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1
D’ou 3.35 avec cr = T [

3.2.3 Comparaison des différentes notions

Théoréme 3.2.42 :
1. La controlabilité exacte implique la contrélabilité approché mais la réciproque est
fausse.
2. La controlabilité exacte tmplique la contrdlabilité aux trajectoires mazis la réciproque
est fausse.
3. Il n’ya aucune relation entre la contrélabilité approché et la controlabilité aux tra-

jectoires.

Preuve. :

1) L’implication directe est évidente. On a montré que 1’équation de la chaleur avec un
controle interne n’était pas exactement contrélable mais approximativement controlable.
Ceci prouve que la réciproque est fausse.

2) La controlabilité exacte permet d’atteindre n’importe quel I’état, et donc 0. D’ou
I'implication directe. On a montré que ’équation de la chaleur avec un contréle interne
est nulle contrélable mais n’est pas exactement controlable.

3) On reprend le probléme

Yt = Yo + 1(0,93())“7 sur (07 1) X (O7T)
y(1,.)=0,t>0
y(.,0) = yo, sur (0,1).

La controlabilité approchée de ce systéme est équivalente a la propriété d’unicité du

probléme adjoint

2 = —zg, sur (0,1) x (0,7)
2(0,.)=0,t>0 = 2z=0, (0,1) x (0,7).
z =0, sur (0,z9) x (0,7)

Mais on sait que :

z(x,t) =
(%) 0, sinon

{ 2o(x—1t,0),sit<x<1
1. Et donc
z(z,t) =0 sur (0,7¢) X (0,7) < {z(x —1,0) =0sixz € (t,1)N(0,z0)}.
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Ainsi si

(z) 0si0<zxz<uxg
Zo (z) =
0 lsizg <<l

alors

(2,1) lsit<ax<l1
z(x,t) = )
0 sinon

est une solution non nulle du probléme adjoint pour tout 7" > 0 bien qu’elle vérifie
z = 0 dans (0,29) x (0,7). Le systéme de départ n’est approximativement controlable
pour aucun 7" > 0.

Par contre, si T' > 1, le systéme est controlable & 0 et il suffit de choisir v = 0. On a
donc montré que la contrélabilité approchée.

Pour montrer que I'implication inverse est aussi fausse, nous allons montrer que I’équa-
tion des ondes avec un controle interne localisé sur un domaine w C €2 qui ne satisfait pas
I’hypothése de controle géométrique est approximativement contrélable a 0.

Pour montrer qu’elle n’est pas nulle contrélable, nous allons montrer qu’elle n’est pas
exactement controlable puisque dans le cas d’un groupe il y a équivalence entre controla-

bilité exacte et controlable & 0. m
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Résume

Dans ce mémoire nous donnons les principes généraux qui concernent
I’analyse des systemes distribues que nous introduiront par le biais de
quelques especes d’inégalités principaux, de la théorie des semi-
groupes, de la controlabilité d’un systeme évolution, dans son évolution
en dimension finie et infinie.




Abstract

In this work we give the general principles relating to the analysis of
distributed systems we introduce through some major inequalities
species, semi-group theory, the controllability of evolution in its
evolution in finite and infinite dimension.
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