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Introduction Générale

L’optimisation est une branche importante des mathématiques appli-
quées, plusieurs domaine d’activité scientifique peut se réduire a un probléme
de maximisation ou de minimisation. L'importance de 'optimisation dans la
résolution des problémes pratiques en mathématiques appliquées ou dans
d’autre activités de recherche est soulignée par de nombreux auteurs [8].

La théorie du controle (ou commande) analyse les propriétés des systémes
commandés, c’est-a-dire des systémes dynamiques sur les quels on peut agir
au moyen d’un controle. Le but est, alors, d’amener le systéme d’un état
initial donné & un certain état final. Les systémes abordés sont multiples :
systemes différentielles, systémes discrets, systémes avec bruit ect....

Historiquement, la théorie du controle optimal est liée d’une part au cal-
cul des variations et d’autre part & la résolution des équations différentielles
ordinaires. Pour la premiére fois, Johann Bernouilli a soumis le probléme
de brachistochrone correspondant au probléme de la trajectoire la plus ra-
pide entre deux points, en 1696, Leibniz, Newton, de I’'Hopital ainsi que son
frére Jasques Bernouilli trouvent la solution de ce probléme avec la méthode
classique du calcul des variations. Cependant, la méthode utilisé par Jean
Bernouilli est basée sur une analogie de 'optique. Ceci est considéré comme
le résultat pionnier dans le domaine du contrdle optimal. Cette théorie qui
est une extension du calcul des variations, traite la facon de trouver une loi
de commande pour un systéme, modélisé par un ensemble d’équation diffé-
rentielles décrivant les trajectoires d’états, de telle sort qu'un certain critére
d’optimalité soit verifie. La résolution du probléme de controle optimal a
pu démarrer avec le céleébre Principe de Minimum de Pontriaguine (PMP)
formulé par L. S. Pontriaguine en 1958, qui fournit une condition nécessaire
d’optimalité et permet ainsi de calculer les trajectoires optimales, ainsi que la
programmation dynamique de Hamilton Jacobi-Bellman (HJB) qui fournit
une condition suffisante d’optimalité [8] [19].



Ce mémoire a pour objet I’étude d’optimisation d’un systéme dynamique
linéaire, le contenu se décompose principalement en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, nous donnons la solution générale de quelques
systémes d’équations différentielles linéaires, que nous allons utiliser par la
suite, comme la solution du systéme linéaire d’ordre 1 a coefficient constant.

Dans le deuxiéme chapitre, nous donnons des résultats mathématique
nécessaires a la suite de ce travail, dont nous introduisons quelques éléments
et concepts de la théorie du calcul des variations, et nous étudions quelque
problémes fondamentales, comme (Probléme Isopérimétrique).

Dans le troisiéme Chapitre, nous nous intéressons au probléme de
controle optimal que ’on ne peut pas resoudre par 1’'outil classique du cal-
cul des variations, ol nous présentons les notions essentielles de la théorie
du controle. Pour déterminer une trajectoire optimal joignant un ensemble
initial & une cible, il faut d’abord savoir si cette cible est atteignable, c’est
le probléme de controlabilité. La théoriede controle optimal se base essen-
tielement sur le Principe de Minimum de Pontriaguine qui donne les condi-
tions nécessaires d’optimalités aprés la formulation du Principe de Minimum
de Pontriaguine nous étudions dans ce chapitre le probléme de controle en
temps minimum, qui est un probléme trés important en controle optimal, fi-
nalement, ce chapitre s’achéve par la présentation de la méthode de Tire qui
est une méthode numérique de résolution d’un probléme de controle optimal.



Chapitre 1

Résolution des systémes
dynamiques linéaires

Introduction

Un systéme dynamique consiste en un ensemble d’état possible, déter-
miner, de fagon unique, ’état présent du systéme en fonction de ses états
passés. La résolution du systéme linéaire est un probléme connu quand on
le résout dans un corps ou dans un anneau euclidien. Dans, ce chapitre on
s'intéresse a la résolution des systéemes d’ équations linéaires dans R ou C.

1.1 Systéme différentielles linéaires d’ordre 1

Définition 1.1 On appelle systeme différentielle linéaire du premiére ordre
dans K" (désigne R ou C) l’équation % telle que :

W A+ B0) (1.1)
ou ! y1<t>
ya(t)
y(t) = e K"
(1)



est la fonction inconnue; A(t) = (aij (t)) telle que, 1 <i<n,1<j<n;

sont des fonctions continues avec :
A:I1CR— M,(K)
B:ICR—K"

Le systeme (1.1) s’écrit sous la forme :

(
WO — Gy (£)yr () + @raya(t) + v + arnyn(t) + by (2);
dyj—t(t) = a1 (D)y1(t) + agya(t) + .o + agnyn(t) + ba(t);
| 220 = a, (1)ya(t) + anat () + oo + Uty (t) + by (2).

Remarque 1.1 La fonction f(t,y) = A(t)y + B(t) est continue sur I x K".

Théoréme 1.1 Pour tout point (tg,ve) € I xR™ il existe une solution unique
définie sur I avec y(ty) = vy.

Proposition 1.1 Soit le systeme linéaire homogéne :

dy
— = A(t)y. 1.2
= Ay (12)
L’ensemble S des solutions maximales est une espace vectoriel de dimension
n sur K.

Proposition 1.2 Si y; est un solution particulier du systeme (1.1) alors
Uensemble des solutions mazximales de (1.1) est donné par :

S+y1={2+uy,z€S},

ot S est l’ensemble des solutions mazximales du systéme homogéne (1.2) as-
socié a (1.1).



1.1.1 Systéme différentielles linéaire d’ordre 1 a coeffi-
cients constants

Définition 1.2 Lorsque la matrice A est indépendente de t, le systéme (1.1)
est dit systeme différentielles linéaire d’ordre 1 a coefficients constant i.e.

Y~ Ay+ ) (1.3)

Le systéme homogéne

Le systéme homogéne associé a (1.3) est :

dy

Cherchons une solution de (1.4) de la forme :

ou A € K et v € K" sont des constantes, alors :

d(eMv)
dt

= A(eMv) & Mo = AeMu;

& Av = M.

Donc A est une valeur propre et v est un vecteur propre de la matrice A, en
effet le probléme revient & trouver les valeurs et les vecteurs propres de la
matrice A. Selon A on distingue deux cas :
1) A est diagonalisable :

Si A est diagonalisable, K" admet une base des vecteurs propres (v;)1<i<n
pour tout 7, désignons par \; la valeur propre associée a v;, on obtient alors
n solutions linéairement indépendentes :

zi(t) = ity

qui forment une base de S et la solution générale du systéme homogene (1.4)
s’écrit :

2(t) = c1eMtvg + caevg + . +enetu,, ¢ €K,



telle que 1 <7 < n.
Exemple 1.1
Soit le systéme différentiel linéaire :

dx
_ =T+ 2y;
(E) { W — 3.

Alors la matrice associé au systéme (E) est :

a=(50).
le polynoéme caractéristique associé au systéme (E) est :
pa(A) = (A+2)(A—=3),
donc les valeurs propres de A sont :
AL =2, Ay =3,

on a: A; # )Xo, alors, A est diagonalisable.
Les vecteurs propres associé au systéme (E) sont :

() ene(2).

-3
2
Alors la solution génééale de (E) est :

2

Z=cCe tvl + CQ@st’UQ,

plus précisément :
x = cre % + e’
{ y=Fere + e
ou (c1, o) € R2.
2) A n’est pas diagonalisable :
Si A n’est pas diagonalisable on a besoins d’introduire la notion de 'ex-
ponentielle d’'une matrice.

Définition 1.3 Soit A € M, (K) une matrice, on définit [’exponentielle de
la matrice A comme suit :



-Proprieté fondamentale :
Si A, B € M,(K) se commutent, i.e. (AB = BA), alors :

-Méthode générale pour calculer ’exponentielle d’'une matrice :
Soit A € M, (K), si A est diagonale, alors, on aura :

Sinon on peut mettre A sous la forme d'une matrice diagonale par blocs
(les blocs sont triangulaires) correspent au différents sous espace caractéris-
tiques de A, on aura alors :

)\1 X L LLX Tl 0
T, = 0 X ...x% LT = 0 7T ,
0 A 0 T,
et
A=pTp '

Soit p la matrice de passage dont les vecteur colonnes sont constitués par des
vecteurs formant les bases des sous espaces caractéristiques.
On pose :

T=p'Ape A=pTp,

telle que : T' est une matrice diagonales par blocs et Ay, Ao, ...\, sont les
valeurs propres de A.

On a:
el 0
T
T 2
(A _— O 62 ,
0 e

et comme A = pTp~!, alors :

eA = peTp_l.



Et on se rameéne a calculer 'exponentielle des matrices :

Al % L%
T, = 0 X ...x | =NI+N;,
0 0 A,
ou :
0 = *
Ny=10 0 ...x |,
00 0

avec : N/ = 0 telle que «; est la multiplicité de \;, Donc :

T; NI+ N;

e =ec

— eAiIGNi,

telle que :

y(t) = v
Exemple 1.2
Soit le systéme :
dy
A
dt y?
telle que :
4 3 -3
A= -1 1 1
2 3 -1
On a
A=pTp™,
donc :
tA = ptTp*,
alors :
A — petTpt,



avec :

2 00 010 -1 0
T = 01 3 , p= 1 01 ,p_lz 1 0
0 0 1 1 10 1 1
et
2t 0 0
tT = 0 ¢t 3t
0 0 ¢t
Soit :
t 3t
e (L) ey
avec :
0 3t
)
Alors :
oM M N
[ e 3te*
- 0 6t )
donc :
et 0 0
el = 0 et 3te
0 €

Ainsi on aura :

et + 3tet 3tet 3tet
et = et — e?t et et — et

Ste! —e* + et 3tet e* — 3tet
La solution générale est :

€1

tA 3

y(t) =ev avec v=| ¢ | €R’,
C3

alors y(t) s’écrit :

c1(et + 3te') + co(3tel) + c3(3tet)
y(t) = ci(et —e®) + coel) + cz(e — €f)
c1(3te! — e*t + e') + co(3te) + cz(e* — 3tel)

11



Le systéme non homogéne
Soit le systéme linéaire non homogene (1.3) :

dy
—=A B(t).
= y+ B(t)

1. Si y; est une solution particuliere de (1.3) alors la solution générale est
donnés par :

y(t) = e 4 31 (t).

2. Si aucune solution évidente n’apparait, on utilise la méthode de variation
de la constante, alors on cherche une solution particuliére sous la forme :

yi(t) = eo(t),
avec v dérivable, donc :
v (t) = Aeo(t) + e/ (1)

= Ay (t) + "M (2).

En substituant dans (1.3) on trouve :
e/ (t) = B(t),

alors :

alnsi on aura :

Donc on trouve la solution particuliére :

yi(t) = e /t e *AB(s) ds.

to

t
= / e=1PB(s)ds.

to

En effet la solution générale est :

t
y(t) = e + / =91 B(s) ds.

to

12



Exemple 1.3
Soit le systéme :

de __ .
R

at =Yy — 1.

(3 3)m0-(3)

On cherche une solution particuliére sous la forme :

Posons :

avec !

Ainsi :

wo=(5 E) (2) (),

_ ( (c1+(iczfgiz;e—ti)let+t+2 ) |

telle que ¢y, co € R.

1.1.2 Systéme différentielles linéaire d’ordre 1 a coeffi-
cients variables

On distingue deux cas :

Systéme homogéne

Soit I'équation homogene (1.2) avec :

A:ICR = M,(R),

13



est une matrice (n x n) sur K a coefficient continues, désignons par S l'en-
semble des solutions maximales de (1.2).
Soit

¢to . S — K"

y — y(to).
un isomorphisme K-linéaire.
Pour tout (t,ty) € I?, on définit Papplication :

R(t, to) = ¢rod;'.

Alors :
y(t) = R(t, to)v,
telle que :
v =y(to).

Comme ¢y, ¢y, sont des isomorphismes K-linéaire, il sera identifié avec sa
matrice dans la base canonique de M, (K).

Définition 1.4 L’isomorphisme R(t,ty) (matrice) s’appelle la résolvante du
systeme linéaire homogeéne (1.2).

Cette résolvante a les propriété suivante :
1.Vt € I, R(to, to) = I,(la matrice unité).
Q.Vto, tl, t2 € [, R(tg, tl) (0] R(tl, to) = R(tg, to)
3.YR(t,ty) est la solution dans M, (K) du systéme différentielle :
dM

E5 = AmM(@),

avec la condition initial M (ty) = I,,.
Définition 1.5 (Probléeme de Cauchy)
On appelle probleme de Cauchy ou probléme a la valeur initiale le pro-

bléeme qui consiste a trouver une fonction y(t) définie sur Uintervalle [to,ty]
telle que :

{ y'(t) = Ay(t) + B(t); Vt € [to, 5],
y(to) = vo-

Proposition 1.3 Si A(u)A(v) = A(v)A(u) pour tout u,v € I alors :

R(t, tO) — e.ftto A(s) ds.

14



Preuve : Comme la solution du probléme de Cauchy :
b {3 - A0
est unique, et égale R(t,ty) alors il suffit de montre que :

t
Mt t5) = el 4004,

est solution de ce probléeme.
On a : i
M(to to) ftO Als) ds = In

D’autre part on a :
t+h
M(t+ h,ty) = elo A4

— 6‘[;50 81 d81+ft+hA 82)d82

Comme A(sy) et A(s2) sont commutent pour tout sy, sy € 1.
D’apré le théoréme de Fubini, les intégrales :

t t+h
/ A(Sl) dSl,/ A(SQ) d82,
to t

M(t + h, tO) — eftto A(s1) ds1 « eft+ A( sg)dsg)

sont commutent, alors :

Donc :

M(t + hyto) = I, + RA()M(t, to) + 0(h).

Ainsi, on aura :

dt oo h

= A(t)M(t, to) x el
Donc, M (t, to) est solution du probléme de Cauchy, d’ou :

R(t, to) = el A)ds

15



Cas particulier :
Si Ay, Ay sont des matrices constantes qui commutent, telle que A(t) =
f(t)A; + g(t)As, pour des fonctions scalaires f et g, on aura

R(t,to) _ 6‘[:0 A(S)ds

— e(ftto f(Sl)dS1)A1-&-(fttU g(SQ)dSQ)AQ
= e(ftto f(sl)dsl)Al % e(ftto 9(82)d82)A2‘

Exemple 1.4
Calculons la résolvante associée a la matrice A(t) définie comme suit :

En effet,

on pose :

10 0 —1
Al:(o 1)’A2:(1 0 )

On remarque que A; et Ay commutent alors :
R(t, to) = e(ftto (1(81) dSl)Al % e(ftt() b(SQ)dSQ)A2 .

Donc :

() —alto cos (B(t) — B(ty)) —sin (B(t) — B(to)
R(t,t9) = e x ( sin ((B(t) —B(to); cos (1(9@) —B(to))) )

avec a(t) et B(t) sont des primitives de a(t) et b(t).
Définition 1.6 La solution générale de (1.2) est :

y(t) = R(t,to)v.

16



Systéme non homogéne

Dans ce cas on utilise la méthode de variation de la constante, soit le sys-
téme différentielle linéaire a coefficients variable (1.1), et R(t, o) la résolvante
du systéme homogeéne associé & (1.2), cherchons une solution particuliére de
(1.1) sous la forme :

yi(t) = R(t,to)v(t).

Alors :
_ dR(tv tO)

dt
= A(t)R(t,to)v(t) + R(t, to)v'(¢)
= A(t)y(t) + R(t, to)V'(¢).

En identifiant avec (1.1), on trouve :

vi(t) v(t) + R(t, to)v'(¢)

R(t,to)0'(t) = B(t) = v/(t) = R(t,t) B(t).

Donc on aura :

Alors la solution particuliére est :

y(t) = R(t, to)v(?)

D’ou la solution générale de (1.1) est :

y(t) = R(t, ty)v +/ R(t,s)B(s)ds.

to

17



1.2 Equation différentielles linéaires d’ordre n
a coefficients constants

Soit I’équation différentielle d’ordre n suivante :

any™ + a(n_l)y(”_l) Foee + a1y’ + agy = b(t). (1.6)
Ou :
y:R—-K
t—y(t),
est la fonction inconnue et a; € K, ¢ = 0, ....,n sont des constants avec a,, # 0

et b: R — K est une fonction continue.
L’équation (1.6) s’écrit sous la forme :

Y
y/
b(t
Yy :(017627' >CTL) +Q7
Qp,
o)
avec ¢; = — =, i=1,..,n
On pose :
( 1 =Y,
I
_ n—1) _
|z =y =l
avec
0 1 0 0 0 .
0 0 1 0 0 !
00 . 0 2
A=]1 0 0 0 0 |,Bt)=1]" et x =
1 },(_t) x
ci C . . . . Cp an "

18



Alors 'équation (1.6) est équivalente au systéme différentielle linéaire sui-
vant :
( — .
T = T2;
/ .
Ty = T3,

/ — .
Lin-1) = Tn;

\ :U/n = y(n) =cy+cy +... + cny("—l) + @’

qui s’écrit sous la forme matricielle comme suit :
¥’ = Az + B(t). (1.7)

On sait résoudre un tel systéme et on peut calculer x1 = y qui est la solution
recherchée.

Equation différentielle homogéne d’ordre n a coefficients constants
Ici, on s’interésse a I’équation homogene associée :
any™ + ap_nyy" Y+ + a1y +apy =0, (1.8)
qui est équivalente au systéme (1.7) avec B(t) = 0.

Théoréme 1.3 ['ensemble S des solutions mazximales de (1.8) est un K-
espace vectoriel de dimension n.

Théoréme 1.4 Lorsque le polynome caractéristique p(\) a des racines com-
pleze A1, Mg, ..., \s, de multiplicité mq, ma, ...., mg, l'ensemble S des solutions
est le K-espace vectoriel de dimension n ayant pour base des fonctions :

t— tje’\it, telle que, 1 <1< s, 0< 5 <m;_q,

et la solution générale s’écrit :

s Mi—1

y(t) = Z Z ati et

i=1 j=1

19



Exemple 1.5
Soit I'équation différentielle :

y" — 4y = 0.

Le polynoéme caractéristique est :

qui admet deux racines distinctes simples A\; = 2, Ay = —2.
Alors I'espace des solution S admet comme base les fonctions :

t— th, t—e 2,

Donc la solution générale est :

y(t) = are + aze .

Equation différentielle non homogéne d’ordre n a coefficients constants

Soit 1’équation différentielle (1.6), pour résoudre cette équation on com-
mence par résoudre I’équation homogéne associée(1.8).
Soit (vy, v, ....,v,) une base des solutions de (1.8) on cherche, alors, une so-
lution particuliére de (1.6).

Il y a un certain nombre de cas ot on peut trouver une solution particu-
liere simple :
1. Si b est un polynéme de degré m et ay # 0 I'équation (1.6) admet une
solution polynomial de degré m que l'on cherche par identification des coef-
ficients.
Exemple 1.6 :

la solution particuliére de I’équation :

y' =2 +y=—t+1,

est :

2. Si b(t) = ae’t avec p(\) # 0, Péquation (1.6) admet pour solution parti-
culiére : N
Y () = ——e™.
W=

20



Exemple 1.7
Une solution particuliére de 1’équation :

y/// N y// + 33// —y = 5€_t,

est : 5
U1 (t) = 7€_t.
3. Dans le cas générale on applique la méthode de variation de constante au

systéme (1.7) associé a ’équation (1.6). On pose :

/ n—1
T =y, o =1y, ..., 2, =y,
On obtient le systeme :
( ! .
Ty = Ta;
/ .
:L‘2 — {L'3,
/
x(n—l) = Tn;
/I _ —a a an—1 b(t) .
Tn = o T g T2 e = g R
— G0, @1, OGn-l b(t)
( T @ ¥ a, 2 a x"—i_an
Qui s’écrit :
' = Ax + B(t).
Le systéme homogéne associé est :
' = Ar, (1.9)

ce systéme admet comme base de solutions les fonctions :

(%1
vy

‘/:-I.:

Ugnfl)

V2 Un,
/ /
v vl
, Vo = gy Vi =
—1 —1
Uén ) U%n )

21



La solution générale du systéme (1.9) s’écrit :
2(t) = g Vi(t) + aaVa(t) + ... + a, Vi (2),

ol aj, (g, ..., a, € K, on cherche une solution particuliére du systéme (1.7)
sous la forme :

D(B) = L OV(D) + xlt)Va(t) + .+ anBVi 1)
alors : . .
(O = D a(OV/(0)+ 3 allVi(t).
Comme V;(t) est solution dlezl.Q), donc : B
Vi(t) = AVi(h).
En effet : . .
(0 =AY Vi + 3 el

= Ap (D) + Y @OV,

En substituant dans (1.7) on trouve :

>_aimvi(H) =0,

Alors : )

E?:l a;Vi = 0;
Z?:l Vi = 0;

i VT =0
S eyttt =

an

\
Comme les vecteurs V;, 1 = 1, ..., n, sont linéairement indépendants, le déter-
minant de ce systéme est non nul et la résolution de ce systéme nous donne
les o}, i =1, ...,n, en suite on trouve les «; par intégration.

22



Exemple 1.8
Soit le systéme :

y' + 4y = tan(t), t E]_Tﬂ, g[

La base des solutions réelles de ’équation homogéne associé a :
y' +4y =0,
est :
t — cos(2t), t — sin(2t).

On cherche une solution particuliére de I’équation homogéne sous la forme :

y1(t) = ay(t) cos(2t) + aq(t) sin(2t).

o cos(2t) + o sin(2t) = 0;
—20a/ sin(2t) + o}, cos(2t) = tan(t).

Le déterminant est :

B cos(2t)  sin(2t)
o= ‘ —2sin(2t) 2 cos(2t) ‘

= 2(cos®(2t) + sin*(2t))
=240,

Donc, on a :
0 sin(2t)
ttan(t) 2cos(2t)
2

= _71(1 — cos(2t)).

cos(2t) 0
—2sin(2t) ttan(t)
2

1 sin(t)

= cos(t)sin(t) — 5 cos(t)
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Alors : .
aq(t) = /_2 —%(1 — cos(2t))

= —%t + isin(Qt) dt.
an(t) = /_ (cos(t) sin(t) — %(S:;I;((?) ) dt

— % sin®(t) + t% In(cos(t)).

Donc la solution particuliére est :
1 1. 1., 1 :
yi(t) = (_§t +7 sin(2t)) cos 2t + (5 sin“(t) + 5 In(cos(t))) sin(2t).
En effet, la solution générale est :

y(t) = ay cos(2t)+an sin(2t)+(—%t+i sin(2t)) cos(2t)+ (% sin2(t)+% ln(cos(t))) sin(2t).

Conclusion

Dans ce chapitre nous avons abordés la résolution des systémes d’équa-
tions différentielle linéaire, dont nous avons distingué deux cas important le
cas oll A est indépendante de t, et le cas ou A dépend de t, pour résoudre ce
systéme on fait recours a la résolvante.

Pour résoudre une équation différentielle d’ordre n a coefficient constant
on se raménant généralement, a la résolution des systémes d’équations diffé-
rentielle d’ordre 1.
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Chapitre 2

Calcul des variations

Introduction

Le calcul des variations est un axe important de 'optimisation. Il a été
développé dés le 17°™¢ siecle, par plusieurs mathématiciens notamment les
fréres Bernoulli, Euler, Gauss, etc. . ..... Le calcul des variations a été égale-
ment utilisé pour la résolution des problémes d’optimisation dont la solution
posséde une certaine régularité, (par exemple, C'l-continuité). Le calcul des
variations dans le sens large concerne I’étude des problémes d’extremum dont
la fonction objectif est générale (fonctionnelles). Il est analogue a la théorie
des extremas et l'analyse réelle. La difficulté supplémentaire est que les in-
connues ne sont pas des variables mais des fonctions [8].

L’optimisation regroupe les techniques qui permettent de chercher les
minima ou maxima de fonctions ou de fonctionnelles; elle intervient dans
presque tous les processus de modélisation actuels.

Dans ce chapitre, nous donnons, au premier lieu, quelque rappelles et no-
tions qui seront nécessaires pour développement de 1’analyse mathématique
des problémes calcul des variations, puis nous abordons la théorie correspon-
dante.

2.1 Rappel mathématique

Définition 2.1 Un espace vectoriel E est appelé espace normé si a tout y €
E correspond un nombre positif ||y|| appelé norme de y tel que les axiomes
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sutvants sont verifiés :

1. ly| =0 pour tout y € E.
2. |lyll =0 si et seulement si y = 0.
3. Ayl = Ayl pour touth € K =R (ou C).

4o Nz +yll < llzll + llyll pour tout x, y dans E.

Définition 2.2 (Fonction réguliére)

Une fonction réquliére c’est une fonction qui est soit constante, croissante
ou décroissance sur son intervalle de définition, et tout simplement est une
fonction qui est partout dérivable.

Théoréme 2.1 (Théoreme de Taylor a une variable)
Soit f : [a,b] — R une fonction telle que f € C"[a,b], f™ dérivable dans
la,b] et soit xy € [a,b], x # x0, on a :

(x — xo)"

(x — z9)
n!

1!

(1‘ _ xo)nJrI

f0 o)+ S,

ou & est un point strictement compris entre xq et x.

Théoréme 2.2 (Théoréme de Taylor a deux variables)

On suppose que f(x,y) et toutes ses dérivées d’ordre inférieur a n + 1
sont continues dans D = {(xz,y) a < z < b, ¢ <y < d} (c’est-a-dire
flz,y) € C™1), soit (xo,y0) € D, ¥(x,y) € D, il existe & compris entre x et
xo, et m compris entre y, yo avec f(x,y) = Py(x,y) + Ru(z,y) ou,

0 0
Po(x,y) = f(z0,90) + (v — I0)8_£<x0’ Yo) + (y — yo)a—g(xo, Yo) + oovnenn.

1 . , o on
Foeeeeen, + — Z Clpy1(x — o) 1y — yo)]—f(xo, Y0);

n i Ox™ 0y’
1 o , grHf
Ry (z,y) = I > g (= o)™ H(y — yo)]m(& n).

J=0
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Théoréme 2.3 (Théoréeme de la moyenne)

Soient f et g deux applications intégrables de l'intervalle compact |a,b],
a < b dans R, Uapplication g étant positive. On désigne par m (résp. M)
la borne inférieure (résp.supérieure) de f sur [a,b]. Alors, il existe k € R
vérifiant :

b b
m<k<M et /f(a:)g(:v)dx:k/ g(x)dx.

Si f et g sont continues, alors il eziste ¢ € [a,b] vérifiant :

[ rwnterar =5 [ gtoya

Lemme 2.1 [15](Lemme fondamontal)

Si lintégrale f;f(y)n(y) dy ot f(y) est une fonction continue par mor-
ceaux dans Uintervalle [a, b], s’annulant pour toute fonction n € C'([a,b],R)
telle que n(a) = n(b) =0, alors, f(y) est identiquement nul sur [a,b].

2.2 Probleme fondamental du calcul des varia-
tions

Le probléme fondamental du calcul des variations consiste a comparer les
différentes valeurs que peut prendre une intégrale pour plusieurs choix de la
fonction y(t). Plus précisément, on cherche les valeurs maximale et minimale
de la fonctionnelles représentées par intégrale.

2.2.1 Probléme du calcul des variations sans contrainte

Soit [tg,ts] un intervalle de R et soit E l'ensemble des applications de
classe C'! définies sur [to, t¢] a valeurs dans R (y : I — R ot I est un intervalle
de R contenant [ty,]). Le probléme consiste a déterminer I'extremum de la
fonctionnelle, définie sur F, suivante :

ﬂwz/WF@@wﬁxﬂﬁ 2.1)

to
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avec E = CY([to, ts], R).
En outre, si F(y(t),y'(t),t) est de classe C? et y(t) de classe C* avec

y(to) = yo, y(ts) = ys; (2.2)
on aura ainsi, le probléme de calcul des variations suivant :

Minimiser J(y),
tel que y € E et vérifiant les conditions aux limites (2.2).

Définition 2.3 Soient E un espace vectorielle normé et K (R ou C) un
corps. On appelle J une fonctionnelle toute application linéaire d’un espace
vectorielle normé E dans un corps K.

Définition 2.4 (Fonction admissible)
On appelle fonction admissible toute fonction suffisamment réguliere y(t)
vérifiant les contraintes.

Définition 2.5 (Equation d’Euler-Lagrange)

L’équation d’Euler-Lagrange est une équation fonctionnelle qui implique
y, y et egalement y”. C’est donc en général une équation différentielle du
second ordre a coefficients non constants, et s’écrivant sous la forme :

oF d ,0F

oy dt <8_y’)

Définition 2.6 Minimum (mazimum) global
y* réalise un mazximum pour la fonctionnelle J ou que J(y*) est une valeur
maximale de J si :

Vye E:J(y)—J(y") <0.

y* réalise un minimum pour la fonctionnelle J si :
Vye E:J(y)—J(y) = 0.

Définition 2.7 Minimum (Mazimum) local
On dit que y* € E réalise un minimum local de J si on peut trouver une
boule ouverte B(y*,p) de E centrée en y* telle que :

Vy € B(y*,p): J(y*) < J(y).
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On dit que y* réalise un mazimum local de J si on peut trouver une boule
ouverte B(y*, p) de E centrée en y* telle que :

Vy € B(y*,p): J(y*) = J(y).

On rappelle qu’une boule ouverte de E de centre y* et de rayon p > 0 est
[’ensemble :

B(y*,p) ={y € E, tel que : |ly* —y|| < p},

ot ||.|| désigne la norme de E.

Proposition 2.1 Si y* réalise un maximum de J, y* réalise un minimum
de —J. Plus précisément :

max{J(y)} = —min{—J(y)}.

Définition 2.8 (Variation d’une fonctionnelle)

Lorsque J est une fonctionnelle définie sur un ouvert €2 d’un espace vecto-
riel normé E, on appelle variation de la fonctionnelle J eny dans la direction
z € E, la limite, si elle existe, suivante :

dJ(y,z) = lim Jly+ez) = J(y).

e—0 g

Définition 2.9 (Accroissement d’une fonctionnelle)
L’accroissement d’une fonctionnelle, noté NJ, est définie par :

AT = J(y(t) + dy(t)) — T (y(t)),

ot 0y(t) est la variation de la fonction y(t).
Ainsi, Uaccroissement AJ(y(t),0(t)) de la fonctionnelle dépend de la
fonction y(t) et de sa variation dy(t).

Définition 2.10 (la premiére variation et la deuziéme variation d’une fonc-
tionnelle)
Considérons 'accroissement de la fonctionnelle J :

ANJ = J(y(t) + oy(t)) — J(y(t)).

Nous utilisons la série de Taylor autour de y(t)+0y(t), pour J(y(t)+0y(t)),
alors :
aJ 102

A -z
J ayéy(t) +5 ayg(

Sy(t)) 2+ oo
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2
ot 6J = g—;éy(t), et 6% = %g—é(éy(t))g sont respectivement la premiére

variation et la deuxiéme variation de J.

Théoréme 2.4 [9](Théoréme fondamental)
Soit y*(t) un extremum, la premiére variation de J doit étre nulle en

y*(t). 1. e.
8J (y" (1), 6y(t)) =0

pour toute variation admissible oy(t).

Condition nécessaire

Nous donnons, ci-dessous, le développement de I’équation d’Euler-Lagrange.
On suppose, par exemple, que y*(t) est la courbe qui rend l'intégrale (2.1)
minimale et soit y(¢) une autre courbe qui s’écrit sous la forme :

y(t) =y (1) + oy(t),
ol 0y(t) est une variation de y*(t) avec,
dy(to) = dy(ts) =0,

tel que J(y*(t) + dy(t)) est continuement différentiable sur E.
Donc :
DIy (0),5y(0) = (57 () + dy(1) ) = T (4" (1))

Z/tf [F(y*(t)+5y(t),y’*(t)+5y’(t),t) —F(y*(t),y'*(t),t)], (2.3)

to
Pour déterminer la premiére variation de J, on utilise le développement
de Taylor autour de y*(t) et y*(t) pour le premier terme de I'intégrale (2.3)
et en gardant tout simplement les termes linéaires en dy et &3/, pour obtenir,

y[OF (v .7 (0t) 9P (.57 ().)
- | = w 5()

dy(t) + (53/(15)] dt. (2.4)
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Une intégration par parties du deuxiéme terme de (2.4) donne :

v(oF\ OF v d (oF
— | oy'dt = oy dt.
[ (5) - (35 o= [ (5)
Sachant que dy(ty) = dy(ty) = 0, I'équation (2.4) ci-dessus donne :
oy (2
dy dt 8

qui est valable pour tout dy de classe C'!. Ainsi, d’aprés le théoréeme (2.4),
on déduit que la variation de J est nulle en extremum, i.e.

57 (" (1), 6y(1)) = 0,

[y -a(2)

D’aprés le lemme (2.1), on a le résultat :

aFy:  d (OF\
(8_y) - (a_y’) =0, pour tout ¢t € [to, tf]. (2.5)

Cette derniére équation (2.5) (appelée I’équation d’Euler-Lagrange) est une
condition nécessaire d’optimalité du premiére ordre.

5y dt,

50,5000 = | !

c’est-a-dire

oy dt = 0.

Condition suffisante

Pour établir la nature d'une solution qui vérifier (2.5), c’est-a-dire, s’il
s’agit d’'un minimum ou d’un maximum, nous devons prendre en considéra-
tion la deuxiéme variation et examiner son signe. Donc, nous trouvons une
condition suffisante pour 'extremum. Soit :

sy / %(%)"(@(@)12(23;) (oy (”>2+<§;;, ,)*@(t)éy’(t)] dt,
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ou

52 J = / tf[ Sy(t) oy'(t) | ﬁ%?g %1‘%?;’ [5y,(t) }dt
to 3oy sogr | OU()
N , dy(t)
= [Ttae) sy 1n] 550 (26)
avec
1 9’F 9*F
n-3| 2 B
8y8y’ 8y’2

La deuxiéme variation 6%J est positive (négative), si la matrice I dans
(2.6) soit définie positive (négative). Ceci prouve la nature de la solution.

Dans beaucoup de cas dy(t) est arbitraire, le coefficient de (Jy/(t)) g Le.,3 (%)

détermine le signe de 6%.J.

1/0*F\"

3 <W> >0 pour le minimum, (2.7)
Y

1/0*F\"

5 ((9 /2> <0  pour le maximum. (2.8)
Y

Les conditions (2.7) et (2.8) sont appelées conditions de Legendre.

2.2.2 Probléme du calcul des variations avec contrainte

On rencontre dans les problémes d’optimisation (calcul des variations),
un certain nombre de contraintes imposées a la solution admissible y(t),
engendrent des difficultés supplémentaires. Généralement, il y a plusieurs
contraintes :

- Contraintes au bord : on peut imposer & la solution de prendre des
valeurs données aux bornes de l'intervalle I = [t, ;] (conditions initiales).

- Contraintes instantanées :

1. Sous forme d’égalité : g(y(t),t) =0.
2. Sous forme d’inégalité : g(y(t),t) < 0.

- Contraintes différentiables : ce type de contraintes sera pris en compte

dans la théorie de la commande optimale et sera de la forme :

g(y(t),y'(t),t) =0.
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Pour incorporer ces contraintes, on fera appel a la technique des multiplica-
teurs de Lagrange.

Définition 2.11 Minimum (mazimum) global
Soit Q un ouvert d’un espace vectoriel normé E.
y* réalise un maximum pour la fonctionnelle J ou que J(y*) est une valeur
mazximale de J si :
VyeQ:Jy) — Jy") <0.

y* réalise un minimum pour la fonctionnelle J si :
VyeQ:Jy) —Jy") > 0.

Définition 2.12 Minimum (Mazimum) local

Soit Q0 un ensemble non vide d’un espace E et J une fonction de (2 dans
K, on dit que y* € Q réalise un minimum local de J sur €} si on peut trouver
une boule ouverte B(y*, p) de E centrée en y* telle que :

Vy € B(y",p) NQ:J(y") < J(y).

On dit que y* réalise un maximum local de J sur ) si on peut trouver une
boule ouverte B(y*, p) de H centrée en y* telle que :

Vy € B(y",p)NQ:J(y") = J(y).

Multiplicateurs de Lagrange

Considérons le probléme (2.1) — (2.2) avec E = C'([to, ts],R") et suppo-
sons qu’on dispose de p contraintes :

ge(y,t) =0 1<k <p,

OU, Y = (Y1, Y2y cveerveannenn )T
Pour étudier ce probléme, on introduit p multiplicateurs de Lagrange
ALy A2y e s Ap,
et soit :
p
i=1
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Maintenant, il suffit juste d’utiliser les résultats précédents de la sous section
(2.2.1), au lagrangien (2.9), alors, y(t) vérifie les équations d’Euler-Lagrange,
données par :

, oL , d OL , B
Vi € [LpL ayl (y(t>7y(t)7t) _%a_y;(y@)?y(t)at) -
oF ’ d OF ’ 891 o
On cherche donc les fonctions Aj,Ag,............ Ap, telles que :
oL d OL
- 1 / o / — )
vie Lol 5 0 0.0) ~ o0, 0/0).1) =0

—a—dir k)1<k< n utions du éme linéair ul compor
C’est—-a-dire (Ax)i<k<p sont solutions du systéme linéaire, comporte
équations et p inconnues, suivant :

991

“ 0 0 0 A
0 0 0 0 -

Jgi
0 0 9 0 0 A | =
0 0 0 0 e
0 0 0 0 % Ap

O (y(t),y'(8),t) — £25 (y(t),y' (1), ¢)
La fonction vectorielle y solution du probléme de calcul des variations avec

les p contraintes est donc solution des équations d "Euler -Lagrange associées
au Lagrangien :

p

L=F+) \g.

i=1
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Probléme Isopérimétrique

On appelle probléme isopérimétrique, un probléme o, au moins, une
contrainte s’intégral toute le trajectoire. Généralement, il s’agit d’un pro-
bléme géométrique de calcul de « surface minimale & périmétre donné » ou
« volume minimal & surface donnée ». Pour cela, considérons le probléeme
suivant défini sur E = C([to, t;], R);

Mmﬂwz/”ﬂmmy@ow

to

avec

/”ﬂmwwwxﬂﬁ—ﬂ, (2.10)

to

et les conditions aux limites sera vérifie :

y(to) = yo, y(ty) = yy.

On suppose que F(y(t),y'(t),t) et g(y(t),y'(t), t) sont respectivement de
classe C? et de classe C! par rapport a y(t). La difficulté du probléme est
die a la présence de la contrainte (2.10).

L’objectif de la méthode des multiplicateurs de Lagrange est d’incorpo-
rer la condition (2.10) et de faire apparaitre une nouvelle formulation du
probléme. De ce fait, la fonctionnelle augmentée est de la forme suivante :

A:[U@my@ﬁw

L{y(®).y/(1),1) = F(y(®),y/(0).8) + A|g(y®O.y/ @) 1) =] (211)

Supposons que y*(t) est un minimum, et que y(t) est suffisamment proche
du minimum y*(¢) i. e.
y(t) = y*(t) + &n(),
avec : & réelle, alors, & — J, (y*(t) + f,u), aura un minimum pour ¢ = 0,
pour tout choix de 7 : [to,t¢] — R de classe C'! avec

1(to) = 0, n(ty) = 0. (2.12)
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Donc, la variation de J par rapport y*(t) + £n(t) est nulle
d

EJ@@HfmmkaQ
ce qui donne :
0L 0L
/to (a—yn+a—y, )dt =o. (2.13)

En faisant une intégration par parties dans le deuxiéme terme de (2.13) et
tenant compte de (2.12), on a I’équation suivante, qui vérifiée pour tout n de

classe C*([to, tf]) :
t SN * DL
/tof [(8_5) _%(a—j) ]ndtzo.

D’aprés le lemme (2.1), on a :

(5) -~ a(5)

L’équation du multiplicateur de Lagrange est :

OLN* d fOL\*
) — (=) =0. 2.14
(8/\ ) dt (8)\’ > 0 (2.14)
Remarquons d’aprés (2.11) que le Lagrangien L est indépendant de X' (¢)
et que I’équation d’Euler-Lagrange (2.14) pour I'état adjoint A(t) n’est rien
d’autre que la relation de contrainte (2.10).

Exemple 2.1
Soit la fonctionnelle J définit par :

o) = [ g

2
/ y(t)dt = p,
0

et les conditions aux limites y(0) = yo et y(27) = y;.
On veut déterminer la fonction y(¢) qui rend extrémal la fonctionnelle J.
Solution

avec la contrainte :
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D’aprés (2.11), on a :

1
L{y(®),y' (1), A1) = 5y*(t) + A[y(t) — p].
Equation d’Euler-Lagrange est :
y(t) + A =0;

c’est & dire :
y(t) = —A.

Pour utiliser la condition fo% y(t)dt = p, on doit intégrer y(t) = —A\, et on
obtient :

P ——
2T
Alors la solution est :
o
y(t) = ——.
21

2.3 Probléme de calcul des variation avec une
extrémité libre : Condition de transversa-
lité

Dans la section (2.2), nous avons étudié le cas ou toutes les courbes consi-
dérées reliant deux points fixes. Parfois, on souhaite maximiser ou minimiser
une fonctionnelle de type (2.1) pour toute courbe ayant un point final non
spécifié. Généralement, le probléme peut se réduire au calcul de minimum
de la fonctionnelle sachant que toutes les courbes commencent en un point

initial et finissent sur une courbe arbitraire ¢(t,y) = 0.
Considérons le probléme suivant :

MinJ (y(t)) = / R0,y 0,0 dt (2.15)

to

avec la condition initiale donnée par :
y(to) = yo et y(ty) libre, t; libre, (2.16)

on suppose que F(y(t), y' (1), t) est de classe C2.
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Le probléeme décrit par (2.15) — (2.16) est le méme probléme que celui
déja vu dans la section (2.2) (calcul des variations avec extrémités fixes). La
difficulté est que le temps final ¢/ est libre et que y(t;) n’est pas imposé, i.e.
libre. Donc la nouveauté spécifique associée a ce probléme est I'imposition
des conditions de transversalité.

Nous développons la solution du probléme de calcul des variations avec
une extrémité et ¢y libres sons a travers les étapes suivantes :

Etape 1 : hypothése d’extremum.

Etape 2 : accroissement de la fonctionnelle.
Etape 3 : premiére variation de la fonctionnelle.
Etape 4 : condition d’extremum.

Etape 5 : conditions de transversalité.

Nous donnons ci-dessous les détails de chaque étape :
Etape 1 :hypothése d’extremum

Supposons que y*(t) est une courbe qui rend I'intégrale (2.15) minimale,
et y(t) une courbe suffisamment proche de y*(t) s’écrivant sous la forme :

y(t) =y (t) + oy(?),
D’ou

tp+ity
J(y(t)) = / Py (6) + Sy(t), /(1) + 65/ (1), 1) dt

to

= [T Fr @)+ su0,4 0 + o, 0)

to

ty+oty
+ / F(y"(t) +oy(t),y™(t) + 0y (1), 1) dt,
ty

en utilisant le théoréme (3) (théoréme de la moyenne) puis le développement
de Taylor de F' autour de y*(t), ¥"*(t), en retenant simplement les termes
linéaires trouvés et en négligeant les termes d’ordre supérieurs ou égal a 2,
on a:

tf+5tf
/ F(y*(t) 4 0y(t), y* (t) + dy(t), t) dt =~ F|,, bt;.

to

Etape 2 : Accroissement de la fonctionnelle
Soit :
AJ(y (1), 5y(1) = J (" (1) + 3y (1)) — J (" (1))
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N / ) [F(y*(t) +0y(t), 5" (t) + 6y (t), 1)

to
- F(y*(t),y'*(t),t)} dt + Fl,, 6t;.

Etape 3 : Premiére variation de la fonctionnelle
L utilisation du theoréme (2) pour F'(y*(¢)+0y(t), y'™* (t)+dy'(t),t) donne :

5] = /t tf (g—§>*5y(t)+(g—§)*5y'(t)

Une intégration par partie du deuxiéme terme de l'intégrale donne :
UL OF\*  (OF\* OF\*
= 11G) - (Gy) (5) w0
to dy dy Ay

Etape 4 : Condition d’extremum

Une condition nécessaire pour que J ait un minimum est que 6J =
0 Véy(t), V(Stf.
D’apreés le théoréme (2.4), on a :

dt + F|;,0t;.

5y(t)} dt + Fly, 6t; +

tr

§J =0. (2.17)

D’ou, I’équation d’Euler- Lagrange
(8F>* _d <8F)* _0
dy dt\oy' )
La conditon (2.17) donne :

= 0. (2.18)

tr

F‘tf(stf +

() o)

Etape 5 : Conditions de transversalité
Notons que la tangente de y"*(t) + dy'(t) au point ¢y est approchée par :

<5yf - 5y(tf))

3t

Y (ty) +6y'(ty) ~ (2.19)
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Tenant compte du terme linéaire dans la relation (2.19), on a :

oy(ty) = oyy —y™ (ty)oty. (2:20)

Substituant (2.20) dans l’équation (2.18), nous obtenons la condition de

transversalité :
oG] | e G

ty
Nous obtenons différents cas selon que 'on considére ¢; et/ou y(ts) libres ou
fixes.

Type (a) : t; fixe et y(t;) fixe : puisque t; et y(ts) sont fixes, 5ty et
dy sont nuls dans la condition de transversalité (2.21) ; donc il n’y a aucune
condition supplémentaire & part celles imposées par le probléme.

Type (b) : t; libre et y(ts) fixe : puisque ¢y est libre, alors dt; est arbi-
traire et y(ty) est fixe. On spécifie que dy; est nul. Donc le coefficient de 6t ¢
dans la condition (2.21) est nul aboutissant a la condition de transversalité :

7= 4(5)

*

dyr = 0. (2.21)
ly

— 0. (2.22)

tf

Type(c) : t; fixe et y(ts) libre : comme ¢; est donné et y(ts) est libre
donc, 0ty est nul et dy; est arbitraire. Ceci signifie que le coefficient de dyy
dans la condition (2.21) est nul. c.a.d,

(g—i):f —0. (2.23)

*

Type(d) : tf libre et y(ts) libre les coefficients de dt; et de dyy dans la
=0,

condition (2.21) sont nuls.
F
()
Y tf

(55)., =
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Exemple 2.2
Soit la fonctionnelle J définit par :

tr
/ aly () + cay(t) dt, (2.24)
0
avec :
y(0) =0, y(tr) = b, telle que b constante et t; libre. (2.25)

D’aprés (2.5) I’équation d’Euler-Lagrange est :

d
Cy — EQCly/(i) = O7

la solution de cette équation est :
c
y(t) = =42 + kot + ko, (2.26)
401

avec : 0 <t <ty et ki, ko sont constants. D’aprés (2.22), on trouve :
aly' ()] = cay(ty). (2.27)
On utilisant (2.25) pour déterminer ks, on a :
y(0) =0, alors ko = 0.
D’aprés (2.26) et (2.27) on trouve :
cl(;—;tf )2 = 02(40_021t3” +Eaty),

alors k; = 0. On substituons les deux valeurs k; = 0, ks = 0 dans (2.26) on
trouve :

t) = =+t 2.2
i) = 220 (2.25)
et comme y(ts) = b, alors :
Ci\1
ty =2(b—
=207

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons étudiés les problémes fondamentaux du cal-
cul des variations avec et sans contrainte pour but minimiser ou de maximi-
ser une fonctionnelle, la base et le point clef de ces problémes est I’équation
d’Euler-Lagrange qui donne les conditions nécessaire d’optimalité.
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Chapitre 3

Controle optimal

Introduction

La théorie du controle optimal permet d’amener un systéme d’un état
initial donné & un certain état final, tout en optimisant certains critéres.

En mathématiques, la théorie du controle optimal s’inscrit dans la conti-
nuité du calcul des variations. Elle est apparue apreés la seconde guerre mon-
diale. Elle a vue une autre dimension dans les années 50 apreés ’aparétion du
principe de minimum de pontriaguine. Cette théorie pépond a des besoins
pratiques de controle, notamment dans le domaine de ’aéronautique et de la
dynamique du vol [19].

Historiquement, la théorie du controle est liée d'une part au calcul des va-
riations et d’autre part a la résolution des équation différentielles ordinaires.
Le point clef de cette théorie est le principe du minimum de Pontriaguine,
qui donne une condition nécessaire d’optimalité et permet ainsi de calculer
les trajectoires optimales [16].

3.1 Probléme de contrdle optimal

On peut décrire le probléme de controle optimal de la maniére suivante :
on dispose d’'un systéme dynamique (robot, une fusée, un four .....) dont
I’évolution dans le temps est gouvernée par une loi physique (mécanique,
transfert de matiére .. .......) qui donne le lien entre variables d’état, décrites
par un vecteur d’état y(t) (vitesse, position) et des controles u(t) (accéléra-
tion, flux de matiére, poussée), et a I’aide de controle, on désire faire en sorte
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que le systéme suit une trajectoire déterminée ou atteigne un état fixe ou
minimise le long de la trajectoire un critére donné.

3.1.1 Différents types de problémes de contréle optimal

Par rapport au critére d’optimisation, généralement, on distingue trois
types de probléme de controle optimale :

PROBLEME DE LAGRANGE

Un probléme de controle optimal est dit de Lagrange si le systéme dyna-
mique est :

y'(t) = g(y(t),u(t),t), (3.1)

ou les controles u(.) sont des fonctions définies de [tg,tf] dans R . Et la
fonction cott J : [tg, ] x R x U — R, est & minimiser comme suit :

Min /t "F(y(t), ult), ¢) dt, (3.2)

avec y(to) = yo est une condition initiale donné.

PROBLEME DE MAYER

Dans ce cas, le critére a optimiser est différent de celui de la section
précédente. Il dépend uniquement de la valeur terminale de 1’état controlé
par le systéme.

On considére le systéme (3.1) et soit la fonction G : R — R, on définit le
probléme d’optimisation par :

MinG (y(ty), tr);
y'(t) = g(y(t),ult),t); (3.3)
y(to) = Yo

PROBLEME DE BOLZA

L’avantage du probléme de Bolza est que, il regroupe les deux précédentes
formulations (Lagrange et Mayer).
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Soit le systéme dynamique (3.1), étant donné F' : [tg,tf] x Rx U — R et
G : R — R, on définit, alors, le probléme & minimiser comme suit :

Min] / " F(y(t), ult), ) i+ G (y(ty).17)]. (3.4)

to

ot y(to) = yo est la condition initiale.

3.1.2 Probléme Abstrait de controle optimal

Un probléme de controle optimal comporte deux parties :
La premiére partie consiste & déterminer parmi les controles admissibles celles
qui permettent d’avoir une trajectoire joignant le point initial & une cible.
La deuxiéme partie consiste a chercher, parmi toutes ces trajectoires pos-
sibles, celles qui réalisent le cotit minimal. Ainsi, le probléme de controle
optimale consiste a déterminer, s’il existe, un contréle v* qui minimise, sur
I’ensemble U des controles admissibles, un critére J de la forme :

I=Glupty)+ [ F(oo.u(0.0) d (35)

tel que :
y'(t) =g(y@t),ut),t),  telto,tyl,
et les conditions aux limites sont sous 'une des formes suivantes :

L. y(to) = vo, y(ts) libre et t; fixe.

2. y(to) = yo, y(ty) libre et ¢; libre.

3. y(to) = yo, y(ts) fixe et t; fixe.

4. y(to) = yo, y(ts) fixe et t; libre,
ouy(t) e R , u(t) € U, vVt € I, I est un intervalle de R contenant [ty,t/] et
U est un sous-ensemble non vide de R".

G, F et g sont des fonctions vectorielles réelles suffisamment réguliéres par
rapport a leurs arguments.
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3.2 Controle optimal d’un systéme dynamique
linéaire (sans contrainte sur I’état)

3.2.1 Position du probléme

Le systéme général étudié dans cette partie est celui de Bolza. Soient n
et m deux entiers naturels non nuls, / un intervalle de R, et soient A, B
et r trois applications localement intégrables sur I, a valeurs respectivement
dans M, (R), M, .(R), et M, (R). Soit U un sous-ensemble de R™, et soit
Yo € R™ . Le systéme de controle linéaire auquel on s’intéresse est :

{ Viel y(t)=A(t)y(t) + B(t)u(t) +r(t); (3.6)

y(to) = Yo,

ou ’ensemble des controles u considérés, est I’ensemble des applications me-
surables et localement bornées sur I, a valeurs dans le sous-ensemble U C R™.
Donc le probléme de contréle optimale s’écrit par :

MinJ(u) = G(y(ts).ty) + [ F(y(t),u(t).t) dt;

y'(t) = Ay(t) + Bu(t) + r(t); (3.7)
y(to) = o et y(ty) = yy,

ou G, et I sont, au moins, de classe C? par rapport a leurs arguments.

3.2.2 Controlabilité des systémes linéaires

Les théorémes d’existence de solutions d’équations différentielles nous as-
surent que, pour tout controle u, le systéme (3.6) admet une unique solution
y(.) : I — R™, absolument continue. Soit M(.) : I — M,(R) la résolvante du
systéme linéaire homogéne v'(t) = A(t)y(t), définie par M'(t) = A(t)M(t),
M (to = 0) = Id. Notons que si A(t) = A est constante sur I, alors M(t) =
et4. Alors, la solution y(.) du systéme (3.6) associée au controle u est donnée
par :

u(ty) = M(ty)yo + / "M (L) M(s) " (B(s)u(s) + r(s)) ds,

pour tout t; € I.
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Définition 3.1 (L’ensemble accessible)
Considérons le systéme controlé (3.6) :

{ vtel o(t)=A®)y(t)+ Bt)u(t) +r(t);
y(O) = Yo

L’ensemble des points accessibles a partir de yo en un temps ty > 0 est défini
par :
Acc(yo, tr) = {yulty)/u € L=([0, 4], U)},

ot yu(.) est la solution du systéme (3.6) associée au controle u. Autrement
dit, Acc(yo,ty) est Uensemble des extrémités des solutions de (3.6) au temps

t.

Définition 3.2 (La controlabilité)

Le systéme controlé y'(t) = A(t)y(t)+B(t)u(t)+r(t) est dit controlable en
temps ty si Acc(yo,tr) = R™ | i.e. pour tous yo,y1 € R™, il existe un controle
u tel que la trajectoire associée relie yo a yi1 en temps ty.

Controlabilité des systémes linéaires autonomes (Cas sans contrainte
sur le controle)

Lemme 3.1 [21|La matrice C est de rang n si et seulement si lapplication
linéaire
 : L*°([0,ts],R™) — R"

ur—>/ E=DABu(t) dt
est surjective.

Preuve du lemme

Supposons, tout d’abord, que rang C' < n, et montrons que ¢ n’est
pas surjective. L’application C' étant non surjective, il existe un vecteur
1 € R"™\{0}, que l'on supposera étre un vecteur ligne, tel que YpC =

Par conséquent,
VB =9YAB = .. =9yA"'B=0.

Or d’aprés le théoréme d’Hamilton-Cayley, il existe des réels ag, aq, ..., a,_1
tels que :
A" = aoj + ...+ an,lAnfl.
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On en déduit par récurrence immédiate que, pour tout entier k,
YA*B =0,

et donc, pour tout ¢ € [0, ],
Ye"B = 0.

Par conséquent, pour tout controle u, on a :

tr
1[)/ et =YABuy(t) dt = 0.
0

i.e. p®(u) =0, ce qui montre que ® n’est pas surjective.
Réciproquement, si ® n’est pas surjective, alors il existe un vecteur ligne
1 € R"\{0} tel que pour tout controle u on ait :

ty
@Z)/ =4 Buy(t) dt = 0.
0

Ceci implique que, pour tout ¢ € [0, ],
Yer=4B = (.

En t = t; on obtient ¥ B = 0. Ensuite, en dérivant par rapport a ¢t , puis en
prenant ¢ = t;, on obtient Y AB = 0. Ainsi, par dérivations successives, on
obtient finalement :

VB =9YAB = .. =9yA"'B =0.

Donc ¢¥C = 0, et donc rg C' < n. Ce lemme permet maintenant de montrer
facilement le théoréme suivante.

Le théoréme suivant nous donne une condition nécessaire et suffisante de
controélabilité dans le cas ot A et B ne dépendent pas de t.

Théoréme 3.1 [19] On suppose que U = R™ (pas de contrainte sur le controle).
Le systeme y'(t) = Ay(t) + Bu(t) + r(t) est controlable en temps t; (quel-
conque) si et seulement si la matrice C = (B AB ... A""1B) est de rang
n.
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La matrice C' est appelée matrice de Kalman, et la condition rang C' = n est
appelée condition de Kalman.
Preuve du théoréme 1

Si la matrice C' est de rang n, alors d’aprés le lemme ’application ® est
surjective, i.e. ®(L>°) = R"™ . Or, pour tout controle u, 'extrémité au temps
ts de la trajectoire associée a u est donnée par :

ty
y(t) = e Ayo + / DA (Bu(t) +r(t)) dt;
0

de sorte que I’ensemble accessible en temps t; depuis un point yy € R" est :

ty
Acc(yo, ty) = ey + / el =04 (1) dt + ®(L>) = R™;
0

ce qui montre que le systéme est controlable.
Réciproquement si le systéme est controlable, alors il est en particulier
controlable depuis yy défini par :

Ly
Yo = —e_th/ eli=04 (1) dt.
0
Or en ce point ’ensemble accessible en temps ¢y s’écrit :
Acc(yo, ty) = P(L™).

Le systéme étant controlable, alors cette ensemble est égal & R™. Cela preuve
que P est surjective, donc, d’apres le lemme, la matrice C' est de rang n.

Remarque 3.1 La condition de Kalman ne dépend ni de ty ni de yo. Autre-
ment dit, st un systeme linéaire autonome est controlable en temps ty depuis
Yo, alors il est contrélable en tout temps depuis tout point.

Controlabilité des systémes linéaires autonomes (Cas avec contrainte
sur le controle)

Dans le théoréme (3.1), on n’a pas mis de contrainte sur le controle.
Cependant en adaptant la preuve on obtient aisément le résultat suivant.

Corollaire 3.1 Sous la condition de Kalman précédente, sir =0 et si 0 €
int(U), alors l’ensemble accessible Acc(yo,t) en temps t contient un voisinage
du point e(tA)y,.

48



Théoréme 3.2 [19] Soith € R™ et U C R un intervalle contenant 0 dans son
intérieur. Considérons le systéme y'(t) = Ay(t) +bu(t), avec u(t) € U. Alors
tout point de R™ peut étre conduit a l'origine en temps fini si et seulement
si la paire (A, b) vérifie la condition de Kalman et la partie réelle de chaque
valeur propre de A est inférieure ou égale a 0.

Controlabilité des systémes linéaires instationnaires

Les deux théorémes suivants donnent une condition nécessaire et suffi-
sante de controlabilité dans le cas instationnaire.

Théoréme 3.3 [19] Le systeme y't) = A(t)y(t) + B(t)u(t) +r(t) est contro-
lable en temps t; si et seulement si la matrice :

Clts) = [ Mo BOBG M0

dite matrice de contrdlabilité, est inversible.

Remarque 3.2 Cette condition dépend de ty, mais ne dépend pas du point
initial yo. Autrement dit, si un systéeme linéaire instationnaire est contrélable
en temps ty depuis Yo, alors il est controlable en temps ty depuis tout point.

Remarque 3.3 On a C(t;) = C(ty)", et y"C(t;)y > 0 pour tout y € R™,
i.e. C(ty) est une matrice carrée réelle symétrique positive.

preuve du théoréme 3
Pour toute solution y(t), on a, d’aprés la formule de variation de la
constante, on a :

vit) =o'+ 00() | Y M@ Byu(t) .

ou

tr
= M+ M) [ M) (o e
0
Si C(ty) est inversible, posons u(t) = B(t)TM(t)_lTw, avec ¢ € R™. Alors

y(ty) =y + M(t;)C(tp)¢,
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et il suffit de prendre ¢ = C'(t;) "M (t;) ' (y1 — ).
Réciproquement, si C(t;) n’est pas inversible, alors il existe ¢ € R"\{0}
tel que YT C(t;)1 = 0. On en déduit que :

[ sy upa=o
0
d’ou WP M(t)"'B(t) = 0 p.p. sur [0,¢;]. Ainsi, pour tout controle u, on a :
" / M@ B(u(t) dt = 0.
0
Posons 1 = M(tf)_1T¢; on a, pour tout contréle .
U (yalty) —y) =0

Le. yu(ty) € v + 97, et donc le systéme n’est pas controlable.

Remarque 3.4 Si le systéme est autonome, on a M(t) = e, et donc :
i ApnpT, —sAT
C(ty) = / e " BB"e " ds.
0

Dans ce cas, C(to) est inversible si et seulement si C(ty) est inversible, et en
particulier la condition de controlabilité ne dépend pas de ty (ce qui est faux
dans le cas instationnaire).

Théoréme 3.4 [19] Considérons le systéme :

y'(t) = Alt)y(t) + B(t)u(t) + r(t),

ou les applications A, B,r sont de classe C* sur [0,t] définissons par récur-
rence
dB;(t)
dt

By(t) = B(t), Biti(t) = A(t)Bi(t)
- Sl existe t € [0,1y] tel que :
Vect{B;(t)v/v e R", i€ N} =R",

alors le systeme est controlable en temps t¢.
- Si de plus les applications A, B,r sont analytiques sur [0,ts], alors le
systeme est controlable en temps ty si et seulement si :

Vt e [0,tf] Vect{B;(t)v/v e R", i€ N} =R".
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Exemple 3.1
Soit le systéme linéaire autonome suivant :

{ i (t) = wa2(t) + u;

ys(t) = —ya(t) + u.
Ce systéme s’écrit sous la forme matricielle suivante :

Y'= Ay + Bu -+,

0 1 1
A_<O _1>,B—(1)etr—0.

Alors la matrice de controlabilité du systéme est :

on pose :

C = (B AB)

:(}_11).

La matrice C' est de rang 2, d’aprés le théoréme(3.1), le systéme est contro-
lable.

3.2.3 Principe du minimum de Pontriaguine

Le principe du minimum de Pontriaguine (PMP), énoncé par Pontria-
guine dans une publication Russ 1958 et en Anglais 1962 sous le titre "The
Mathematical theory”, généralise les équations d’Euler-Lagrange du calcul
des variations [18].

Définition 3.3 (Contréle admissible)
On appelle contréle admissible toute fonction continue par morceauz u(t),
to <t <ty, avaleur dans U.

Remarque 3.5 On ne peut pas piloter le systeme considéré entre linstant
initial to et un instant final t; qu’avec un contréle suffisamment réguliere.

Définition 3.4 (Fonction Hamiltonien)
L’Hamiltonien est une fonction de la forme :
H = H(y(t),u(t), A(t),t) = F(y(t),u(t),t) + N ()[Ay(t) + Bu(t) +r(t)].
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Théoréme 3.5 [18]Principe du minimum faible (cas sans contrainte sur le
controle)
St le contréole u* associée au systéeme linéaire de controle

y'(t) = Ay(t) + Bu(t) +r(t)
est optimale pour le critére :

J(u) :G(y(tf),tf)+/fF(y(t),u(t),t) dt,

to

alors il existe une application A(.) absolument continue sur [to,t¢], a valeurs
dans R™, appelée vecteur adjoint, et les équations suivantes sont vérifiées pour
presque tout t € [tg, ty] :

OH (y(t), u* (), \*(t),t)

y/* (t) _ o ,
(1) = COH(y (1), ;;(t), A(t), t) |
OH (y(t), u*(t), \(t), 1)

Théoréme 3.6 [18] Principe du minimum fort (cas de contréle avec contrainte)
Si le contréle u* associée au systeme linéaire de controle

y'(t) = Ay(t) + Bu(t) + r(t)
est optimale pour le critére :

J(u) = G(y(ty), ty) —|—/fF(y(t),u,t) dt,

to
alors il existe une application A(.) absolument continue sur [to,ts] tel que :

OH (y(t),u(t), \*(t),t)
o\ ’

Y (t) =

92



3.2.4 Résolution du probléme de contréle optimal

Nous développons la solution du probléme de controle optimal donné ci-
dessus, a travers les étapes suivantes :
1 : Construire I’Hamiltonien.
2 : Obtenir I’équations d’état et I’équation adjoint.
3 : Obtenir la condition nécessaire d’optimalité par rapport a u.
4 : Donner les conditions de transversalité.

Description des différentes étapes de la résolution du probléme

Etape 1 : Hamiltonien
Nous construisons I’Hamiltonien H pour le probleme décrit par le
systéme 3/ (t) = Ay(t) + Bu(t) + r(t) et le critére :

J(u) = G(y(ty), ty) + / ' F(y(t), u(t),t) dt.

to

En posant :
H (y(6), u(t), A1), 1) = F(y(t), u(t),£) + A0 [Ay(t) + But) + (1)),

ol A(t) est I'état adjoint.
Etape 2 : Equation d’état et équation adjoint
Soient y*(t), u*(t) et A*(t) les valeurs optimales, alors L’équation
d’état et ’équation adjoint sont données respectivement par :

Y™ (t) = (%—if)* = Ay*(t) + Bu*(t) + r*(t), (3.8)

avec la condition initiale y*(to) = y(to), et

OH\ * OF O[Ay(t) + Bu(t) + r(t)]\*

Nty = —(—) = —(=— + AT . .

*) <0y> <8y+ dy ) (3.9)
Etape 3 : Condition d’optimalité
La condition d’optimalité est donnée par :
OH\* oF 7+ O[Ay(t) + Bu(t) + r(t)]\*

=) = (= = 0. 1

<8u> <8u+)\ ou ) 0 (3.10)
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Etape 4 : Condition de transversalité
La condition de transversalité est donné par la formul suivante :

LA (%—f)]tfétf + [(%j) - A*(t)]tf(syf —0. (3.11)

La relation (3.11) donne la condition supplémentaire qui sert a résoudre
I'ensemble des équations (3.8) et (3.9).

Différents cas de transversalité

Type (1) : Si ty et y(ty) sont fixes alors, oty et dy; sont nuls dans la
condition de transversalité (3.11); il n’y aucune condition supplémentaire a
part celles imposées par la formulation du probléme.

Type (2) : t; le temps final libre et y(t) est fixe, alors d¢; est arbitraire
et comme y(ts) est fixe, dy; est nul. Le coeflicient de 6ty dans la condition
de transversalité (3.11) est nul, et on aura :

(1 + %—f)tf —0. (3.12)

Type (3) : t; est fixe et y(ts) est libre. Donc dtf est nul et dyy est arbi-
traire. Ceci signifie que le coefficient de 0y dans la condition de transversalité
(3.11) est nul. Ce qui nous donne la relation suivante :

@) e

ty

Type (4) : t; et y(tr) sont libres, ne sont pas reliés, dt et dy; ne le sont
pas, alors on a d’aprés la condition (3.11) le résultat suivant :

(# + %)w —0; (3.14)
(T I

Exemple 3.2
Soit I’exemple de controle de la température dans une chambre suivant :
On désire chauffer une chambre en utilisant le moins d’énergie possible. Si (t)
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est la température dans la chambre, 6, la température ambiante extérieure de
lair (constante) et u(t) est le taux d’alimentation en chaleur de la chambre,
alors :

0 =—a(0 —6,) + bu,

ol a, b sont des constantes dépendant de l'isolation de la chambre. Pour
simplifier le probléme, nous supposerons que y = ¢ — 0, et la température
initiale de la chambre est égale a 6, = 60 , alors y(ty) = 0 , et la température

finale 0(ts) libre.
Soit le probléme de controle optimal suivant :

J(y,u) = $s(y(ty) — 10) ftfu dt;
y = —ay + bu;
y(to) =0 ,y(ty) libre et t; fize,

ou s est un nombre réel. Alors, 'Hamiltonien H est :

1
H(y,u,t) = §u2 + A(—ay + bu).

D’aprés (3.8), (3.9) et (3.10) les conditions nécessaires d’optimalité sont :

Yy = —ay + bu;

N =al\;

u~+ b = 0;

y(to) = 0, y(ty) libre et ty fize.
D’ou

y = —ay — b’X;

N =al;

y(ty) = 0, y(ty) libre et t; fize.

La résolution du équation adjointe donne :

At) = Alty)e™;

b2)\(tf)€at
t) = t —at __ —at
y(t) = ylto)e ™ = T2t ae,
ou « est une constante. ,
Comme y(0) = 0, ceci implique que o = b ’;Sf ) De ce fait, la solution
devient :
b2A(ty)
_ —at f at —at
= y(to — - )
y(t) = ylig)e ™ — T2 L (et — e
a

95



Comme 'état final est libre, donc, dy(ts) # 0, 0ty = 0 la condition de trans-
versalité (3.11) se réduit au type (3) ce qui donne :

)\(tf) = s(y(tf) - 10).

Substituant y(tf) = y(0)e~*f — %(e“tf —e~s) dans I’équation précédente

a
nous obtenons :
—20as

T 2+ sb? (e — e~als)

Aty)
Substituant cette équation dans A(t) = A(tf)e® , on obtient I’état adjoint :

_ —20ase™
© 2a+ sb2(etts — emotr)’

A(t)

Finalement le controle optimal est :

B 20asbe™
© 2a + sb2(ets — ealr)’

u*(t)

Ainsi, la trajectoire optimale est donnée par :

~ 10sb?(e™ — e )
" 2a 4+ sb2(ets — e~atr)’

y(t)

3.2.5 Probléme en temps minimum

Ici nous allons voir comment appliquer le PMP pour résoudre un probléme
de controle en temps minimum. Une particularité de ces problémes est que le
controle optimal se trouve nécessairement sur le bord du sous ensemble des
controles admissibles et saute d’une frontiére a l'autre (elle n’est donc méme
pas continue).

Définition 3.5 Un contréle Bang-Bang est un contrdle qui posséde au moins
un commutation.

Définition 3.6 une matrice singuliéree est une matrice n’admet pas d’in-
verse.
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Position du probléme

Le probléme consiste & trouver le controle optimale u*(t) € R™ qui satis-
fait la contrainte :

lujl <15 t € [to, ty], 1 <j<n, (3.16)
et qui transfert le systéme :
y'(t) = Ay(t) + Bu(t) + r(t), (3.17)

y € R™, A matrice n x n constante, r € R” et B € R" vecteur constant d’'un
état initial y(t9) = yo en un autre état final y(¢;) = y; en temps minimum,
et la fonctionnelle & minimiser et sous la forme suivante :

J(u(t)) = /tf F(y(t),u(t),t) dt = /tf Ldt =t; —to, (3.18)

to to

ol ty est fixe, t; est libre.
Remarquons que si ¢y est fixe, la quantité t; — ¢y est une constante donc la
minimisation n’a aucun sens.

Nous développons la solution de ce systéme de controle en temps mini-
mum a travers la description succincte des étapes suivantes :

Etape 1 : Hamiltonien.

Etape 2 : Equation d’état et équation adjointe.

Etape 3 : Condition d’optimalité.

Etape 4 : Controle optimale.

Etape 5 : Condition pour que le systéme de controle en temps optimal
soit normal.

Etape 6 : Loi de contréle bang-bang.

Etape 7 : Unicité du contrdle optimale.

Etape 8 : Nombre de commutations.

Description détaillée

Etape 1 : Hamiltonien
Nous formons I"'Hamiltonien H pour le probléme décrit par le systéme
(3.17) et le critére (3.18) par :

H(y(t),u(t),A(t)) = 14+ X" [Ay(t) + Bu(t) + r(t)],
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ol A € R" est I’état adjoint.
Etape 2 : Equation d’état et équation adjointe
Soient u*(t), y*(t) et A*(¢) les solutions optimales alors, 'état y*(t) et
I'état adjoint A\*(¢) sont donnés par les relations suivantes :

Y™ (t) = (%—i{)* = Ay*(t) + Bu*(t) + r*(t). (3.19)
NA(t) = —(%—Z)* — AT (1), (3.20)

avec les conditions aux limites

y*(to) = vo; ¥ (t5) = vy

Etape 3 : Condition d’optimalité
Faisant appel au Principe de Minimum de Pontriaguine et le critére
(3.18) pour le controle optimal en fonction du Hamiltonien :

H(y* (1), u (), X (1)) = 1+ [Ay* ()] " A (0) + (w (1)) BTA () + (r* (1)) X*(1);

< 1+ [Ay* ()] "N (1) + ()" BIA(E) + (1)

ou encore sous forme phlS Compacte :

A*(t);

[u* ()] BTA*(t) < [u(t)]” BTA*(¢);

[ ()] " (8) < [u(®)] g (1);
= min {[(u(t)]" ¢"(t)}, (3.21)

lu(®)|<1
ol ¢*(t) = BTX*(t).
Etape 4 : Controle optimal
Nous obtenons le controle optimal «*(t) a partir de (3.21).

- Si ¢*(t) est positive, le contrdle u(t) doit étre la plus petite valeur du controle
admissible (u(t) = —1) donc :

min {[u"(t)]" ¢*(t)} = =" (t) = —|g"(1)]. (3.22)

lu(t)|<1

- Si ¢*(t) est négative, le controle u(t) doit étre la plus grande valeur du
controle admissible, c’est a dire u(t) = +1 alors :

min {[u*(t)] ¢* ()} = +¢*(t) = —|q"(t)]. (3.23)

lu(t)|<1
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Ainsi, de (3.22) et (3.23), le controle optimal u*(t) est :

+1 si g (t) < 0;
ut(t) =¢ —1 si q*(t) > 0; (3.24)
—loul st q*(t) = 0.
De ce fait, nous pouvons écrire le contrdle (3.24) sous la forme :
u(t) = —Signe{q’ (1)}, (3.25)
ou la fonction de signe est donnée par :
+1 81 q*(t) > 0;
Singe(q*(t)) =< -1 si q*(t) < 0;
—loul si g (t) = 0.

Etape 5 : Condition pour que le systéme de contréle en temps minimum
soit normal :
Nous déterminons les conditions nécessaires pour que le systéme ne
soit pas singulier. De ce fait, nous obtenons les conditions pour que le systéme
soit normal. Ainsi, la solution de 1'équation adjointe (3.20) est :

N (t) = exp (— ATt) x X*(to). (3.26)

On suppose que la condition initiale A*(¢y) est un vecteur non nul. Tenant
compte de la solution (3.26), la loi de controle (3.25) devient :

u*(t) = —Signe{B" exp (— A"t) x X*(to)}.
Par composantes, elle s’écrit :
u*(t) = —Signe{b;" exp (— ATt) x X*(to)},1 < j < n.

Supposons qu'il existe un intervalle de temps [t1, t5] o la fonction ¢*(¢) est
nulle.

Alors, nécessairement toutes ses dérivés sont nulles dans cet intervalle.

En effet :
0;"(t) = b;" exp (= ATt) x W (t) = 0;
¢;"(t) = —b;" AT exp (= ATt) x A" (to) = 0;
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¢V (1) = b;" A" Pexp (— ATt) x A*(ty) = 0.

J

Sous forme compacte, elle est donnée par :
G;mexp (— ATt) x A*(to) = 0, (3.27)

ou

Gj — [b] Ab] A2bj ..... Anilbj].

Dans la condition (3.27), la matrice [exp(—ATt)] est non singuliére et \*(to) #
0, alors, la matrice G; est singuliére. Ainsi, pour le systéme de controle en
temps minimum singulier, la matrice G; doit étre singuliére. Par conséquent
pour le systeme de contréle en temps minimum normal, la matrice G; doit
étre non singuliére.
Etape 6 : : Loi de controle Bang-Bang

Pour un systéme de controle en temps minimum normal, le controle

optimal est donné par :

u*(t) = —Signe{q*(t)} = —Signe{ BT \*(1)}, (3.28)

pour t € [to, tf].
Etape 7 : Unicité du controle optimale
Si le systéme de controle en temps minimum est normal, alors le
contrdle en temps minimum est unique.
Etape 8 : Nombre de commutations
Le résultat est énoncé sous forme de théoréme suivante :

Théoréme 3.7 [8] Si le systéeme original (3.17) est normal, et si toutes les
valeurs propres du systéme sont réelles alors le controle optimale u*(t) peut

sauter au plus (n — 1) fois de (+1) a (—1) ou de (—1) a (+1).

Exemple 3.3
Soit le probléme en temps minimum suivant :

( minJ(u) = fotf dt =ty —0;
yi'(t) = =y + s
y2'(t) = u;
lul < 1;
y1(0) = a,2(0) = b;
L wi(ty) = walty) = 0.
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Nous construisons la solution du probléme a travers les étapes suivantes :
Etape 1 : Hamiltonien
L’Hamiltonien H pour ce probléme est :

H(y(), AMt), ut)) =14+ M (=1 + u) + Aou. (3.29)

Etape 2 : Minimisation du Hamiltonien
D’aprés le principe du Minimum de Pontriaguine, on a :

H(y" (), A" (t),u" (1)) < H(y" (), A" (1), u(t))

= min H (y*(t), \*(t), u(t)). (3.30)

lul<1
En substituant (3.29) dans la condition (3.30), nous avons alors :
L+ A (=y7 +u’) + A5u” <1+ A (=yp +u”) + Au,
plus précieusement :
(AL +A)u" < (AT + A3)u
= min (A] + A\})u. (3.31)

[ul<1

D’apreés le résultat précédent, le controle optimal (3.25) est donné de la fonc-
tion Signe suivante :

u*(t) = —Signe{(A\] + A\3)}.

Etape 3 :L'équations d’états et équations adjointes

yi"(t) = —n(t) +u;
= 3.32
fnzs (3.2
La résolution du systéme différentiel (3.32) donne :
y1*(t) = ae™t 4+ u’;
3.33
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telles que «, 3 sont des constantes.

M (t) = —aﬁ,
{ () = ETP}
= {0 30

Ce systéme est un systéme d’équations différentielles ordinaire d’ordre 1.
D’ou la solution est donnée par :

L= 359

ol ¢y, co sont des constantes.
Etape 4 : Controle en temps minimum
D’apres la formule précedente u*(t) = —Signe{(\; + \5)}, nous consta-
tons que la solution de I'équation A}(¢) + A5(¢) est une courbe, et qu’il y a
quatre solutions possibles comme le montre la figure (3.1). Le contréle op-
timal posséde au plus un saut. Donc, le controle optimal doit avoir une des
quatre formes suivante :

—1 site[0,tf] pas de saut;

u*(t) = +1 site[0,t,] et —1 sit €ty tys];
—1 site[0,ts] et +1 sit €ty ty];
+1 site€[0,tf] pas de saut.

Ainsi les quatre séquences de commande possible sont :

{=1},{+1, -1}, {—-1,+1}, {+1}.
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a0, 60 b =0, ol o+0 die,=0, €20
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] B g 8

8 8 6
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2 ol U¥(Y)
D 0

2 y*(t) -2

4 -4 -4

- -6 -

- -3 - -

. 1 2 % 2 1 2 " 1 2

FIGURE 3.1 — Les équations adjointes et les controles correspondantes

Etape 5 : Trajectoires optimales
D’apreés le systéme (3.33), et comme y;(0) = a, y3(0) = b, ceci implique
que a = a — u*, f = b. De ce fait, la solution devient :

() = (a —u*)e ! +u;
{ Do () =t b (3.36)

o, u*(t) = £1. Afin de représenter les équations d’état dans le plan de phase,
nous éliminons le temps ¢ de (3.36). D’ou

5(t)—0b
powl=b (3.37)
u*
Substituons (3.37), dans I"équation n°1 du systéme (3.36) on obtient :
—y2*(t) + b
y1*(t) = (a — u*) X exp (%) +u’, (3.38)
ol, nous utilisons u* = =+1,
si: @
u = +]., { yl*(t) _ (a . ]_)eiy;(t)+b + 1 (339)

63



Maintenant si :

T wt () = (a+ e 1,

Ainsi, on constate que les relations (3.39) et (3.40) représentent une famille
des courbes dans le plan de phase (yi,y2) comme le montre la figure (3.2).

I RZ
ZAN

FIGURE 3.2 — Trajectoires de phase planes pour u* = +1 et u* = —1

(3.40)

-_— |

Etape 6 : La courbe de commutation
D’aprés la figure (3.3), il y a deux courbes A, et A_ qui transférent
n’'importe quel état initial (y1,y2) en origine (0, 0).
1. la courbe A est l'allure de tous les points (y1, y2) qui peuvent étre trans-
férés au point origine (0,0) par le controle u = +1

Ar={(p,yp) s jp=1—e",y, <0}.

2. la courbe A_ est l'allure de tout les points (y1,y2) qui peuvent étre trans-
férés au point origine (0.0) par le controle u = —1

A= {(yy2) s y1 =" =1,y > 0}.

La courbe de commutation compléte, A est définie par :

A:A_UA+.
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FIGURE 3.3 — La courbe de commutation pour le controle en temps minimum

Etape 7 : Régions dans le plan de phase
Définissons les régions dans les quelles nous devons appliquer le controle
u* =+1ouu* =—1.
1. Soit R, la région des points au dessous de la courbe de commutation A.
2. Soit R_ la région des points au dessus de la courbe de commutation A.
Etape 8 : La loi de controle
Le controle en temps minimum «* comme une fonction de 'état (y1, yo)
sera donnée par :

ut = +1 pour (y1,92) € Ay U Ry,
ut = —1 pour (y1,92) € A_UR_.

3.3 Meéthode de tir simple pour la résolution
du probléme de controéle optimal

Le principe général de la méthode de tir simple, est transformé le probléme
de controle optimal d’origine en la résolution d’une équation non linéaire.

La méthode de tir simple est une méthode indirectes, qui consiste a trans-
former le probléme de controle optimal en un probléme de la recherche de
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zéro d’un fonction de tir associée, cette méthode est basée sur le principe du
minimum de pontriaguine [19].

3.3.1 Probléme aux deux bouts

On considére un probléme général de controle optimal, sous la forme de
Bolza :

MinJ(y,u) = G(y(ts),ty) + [ F(y(t), u(t),t) dt;

y'(t) = Ay(t) + Bu(t) + r(t); (3.41)
y(to) = Yo;
y(ty) = ys-

Le principe du minimum donne une condition nécessaire d’optimalité et af-
firme que toute trajectoire optimale est la projection d’une extrémale. En
écrivant les conditions initiales et finales sous la forme de deux fonctions,
alors on obtient le probléme suivant :

t

MinJ(y,u) = G(y(ts), ty) + ftof F(y(t),u(t),t) dt;

y'(t) = Ay(t) + Bu(t) + r(t); (3.42)
90(to, y(to)) = 0;

g9r(tr,y(ty) =0,

telle que go(to,y(to)) =0 € R™ et gf(tf,y(tf)) = 0 € R™. La condition
nécessaire d’optimalité (PMP) nous conduit a un systéme différentiel a 2n
équations avec ng+ny conditions initiales et terminales, alors résoudre (3.41)
équivaut a résoudre le probléme aux deux bouts suivant :

y'(t) = Ay(t) + Bu(t) + r(t);
N(t) = =2 (y(t), u(t), t) — AT AAEBuOr)],
0): (3.43)

ot u(t) = h(A(t)) est donné par la minimisation de 'Hamiltonien.

Probléme a valeur initiale

Nous allons maintenant définir la méthode de tir pour résoudre ce pro-
bléme aux deux bouts. Posons z(t) le couple état, état adjoint

2(t) = (y(1), A1) = (21(t), 22(1)),
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et en posant aussi z(., z9) la solution du probléme a valeur initiale (probléme
de Cauchy) suivant :

{ 2(t) = Bx(t) + Du(t) + k(t); (3.44)

2(to) = zo.

ou E € M,(R), D € My, m(R), et k € My, 1(R).

On introduit maintenant une application S appelée fonction de tir, qui
a la valeur initiale zo, telle que zg = (y(to), Mto)) = (yo, 3), les conditions
initiales gy du probléme (3.42) fixent déja une partie de z(tp), et I'inconnue
de la fonction de tir est donc réduite a la partie “manquante”, que ’on note
B. Une situation fréquente est celle ot les conditions initiales déterminent
I'état initial y(ty), B étant alors finalement la valeur de I’état adjoint initial
A(to). La valeur de la fonction de tir est alors donnée par les conditions en
t; pour la solution z(t, z) de (3.44), donc la fonction de tir définie par :

S:R*" - R"

Ryi(z1(ty, 20)
f—S(B)= ( RQEZQ(t;,Zo)g > 7

ou R (Zl(tf, Zo)) € R", Ry (Zl(tf, Zo)) e R"™.

Trouver un zéro de la fonction de tir S est alors équivalent & la résolution
de probléme (3.43), et donne ainsi une solution de (3.41).i.e. il s’agit de
déterminer un zéro de la fonction S. Ceci peut se résoudre par la méthode
de Newton.

Meéthodes de Newton

Il s’agit de résoudre numériquement S(5) = 0, on S : R” — R" est une
fonction de classe C'. L’idée de base est la suivante : Si 5 est proche d'un
zéro [ de S, alors :

S(B) = S(Br) + dS(Br)-(B = Br) + o(B = B) = 0.

On est alors amené & considérer la suite définie par récurrence suivant :

Brrr = B — (dS(B)) " S(B)-

Un point initial 5, € R™ étant choisi, et on espére que [ converge vers le
zéro (. Ceci suppose donc le calcul de I'inverse de la matrice jacobienne de
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S, ce qui doit étre évité numériquement. Il s’agit alors, a chaque étape, de
résoudre 'équation :
S(B) +dS(Br).di, = 0,

ol dy est appelé direction de descente, et on pose i1 = Bk.dp = 0.

Sous des hypothéses générales, I'algorithme de Newton converge, et la
convergence est quadratique. Il existe de nombreuses variantes de la méthode
Newton : méthode de descente, de quasi-Newton, de Newton quadratique, de
Broyden, ect....

Cette méthode permet, en général, une détermination tres précise d’un
zéro. Son inconvénient principal est la petitesse du domaine de convergence.
Pour faire converger la méthode, il faut que le point initial Sy soit suffi-
samment proche de la solution recherchée 3. Ceci suppose donc que pour
déterminer le zéro 8 de S il faut avoir au préalable une idée approximative
de la solution /.

Du point de vue du controle optimal, cela signifie que, pour appliquer une
méthode de tir, il faut avoir une idée a priori de la trajectoire optimale re-
cherchée. Ceci peut sembler paradoxal, mais il existe des moyens de se donner
une approximation, méme grossiére, de cette trajectoire optimale. Il s’agit 1a
en tout cas d’une caractéristique majeure des méthodes de tir : elles sont trés
précises mais requiérent une connaissance a priori (plus ou moins grossiére)
de la trajectoire optimale recherchée [16].

Exemple 3.4
On consideére le probléme de contréle optimal suivant :
( MinJ(u) = [/ dt;
y1(t) = ya(0);
Ya(t) = 2y2(t) + u(t); 4
fu] < 1; (3.45)
y1(0) =0, ni(ty) = 1;
[ 42(0) =0, 2(ty) =0
Soit le systéme controlé suivant :
y1(t) = ya(1);
3.46
L 25t (3:40)
On pose :



le systéme (3.46) est controlable car, la matrice :

C = (B AB)

(01
12
est de rang 2.

La fonction Hamiltonienne de ce probléme s’écrit :
H (@(t), ult), A(t) = 1+ Aa(t)ya(t) + A () (202(t) + u(?)),
par ailleurs la condition du minimum(du principe du minimum) :
minH =1+ M (t)y2(t) + Ao (t) (2y2(t)) + min{Aa(t)u(t)},
nous donnons :
u(t) = —Signe(Aa(t)).

Nous avons le probléme aux deux bouts suivant :

(11 () = 1(t);
() = 2y5(1) + u(t);

(t)=0;
(t) = —=A1(t) — 22a(t);

y1(0) = 0,42(0) = 0;

\ yl(tf) = 1ay2(tf) = 0.

En posons z(t) = (y1(t), y2(t), M(t), Aa(t)) = (21(t), z2(t), 23(t), 24(2)).
Résoudre le probléme (3.47) est alors équivalent a rechercher un zéro de
I'équation S(B) = 0 ou la fonction S est la fonction de tir associée a notre
probléme est définie par :

Ys
A

3.47
X, (3.47)

S:R? 5 R?
B S(B) ==z(t,0,p)

avec z(t,0, 8) est la solution du systéme suivant :

[ 2(t) = z(1);
(1) = 222(t) + u(t);
40 =0,
2y (t) = —2z3(t) — 224(1);
21(0) = 0, 22(0) = 0;

[ 23(0) = B1,24(0) = B



ou (Bl)ﬁ?) € RQ'
Soit z(¢,0,0, 81, 52) une solution du systéme au temps ¢ avec les conditions

initiales (0,0, 51, f2).
Dans cet exemple on a le temps final (¢;) est libre,on doit avoir :

Zl<tf70707B1752) 1

a0707 ) 0

(4,0.0.8,8) = | Zrgg e =D
( )

24 tf7070751752 C2

N

On définit la fonction de tir suivante :

z1(t,0,0, 81, B2) — 1 e?r /4 —uty /2 — 5/4
S(ﬁ) _ ZQ(tf7070751762)_0 . €2tf/2—u/2
| 23(t5,0,0,81,82) —er | B —ci
24(tfa 07 07 517 52) — C2 (52 + 51/2)6_2tf - Bl/2 — C2
0
o
- 0
0

e*r /4 —uty /2 —5/4 = 0;
e /2 —u/2 =0,

ceci implique que :

y _—5+1
P9y T
siu= —1alors,ty =3,etona:
B1—c1 = 0;
(Ba+ f1/2)e™ — f1/2 — ¢ =0,

ceci implique que :
p1=ci, et fo = —c1 — ca.

D’aprés le systéme :
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et comme z3(ts) = c1, et 24(tf) = c2, alors on a le résulta suivant :

1 a
Cc1 = a, 6225621) 6—5.

Finalement on obtient :

a 1 4
b1 = a, 52:—5—56% ‘.

Exemple 3.5
Soit & minimiser le probléme de controle suivant :

MinJ(u) = fol u?(t) dt;
Yy (t) = ya(t);

Yo (t) = u(t);

y1(0) = 1,91(1) = 0;
y2(0) = 1,92(1) =0

Comme le systéme :

Y1 (t) = ya(t);
{ i = 249

est linéaire, alors il s’écrit sous la forme matricielle suivante :

Y'= Ay + Bu+r,

01 0
A—(O O),B—(1>etr—0.

Alors la matrice de controlabilité du systéme est :

01
=(Vs)
cette matrice est de rang 2, alors le systéme (3.48) est controlable.
L’Hamiltonien est donné par :

H (y(t), u(t), A(£)) = u(t) + M ()ya(t) + Aa(t)ult).
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D’aprés le principe du minimum de pontriaguine, on a :

[ y1(t) = a(2);
Yo (t) = u(t);
M) =0;
Ay(t) = —Ai(1);
u(t) = =5 Xa(t);
y1(0) = 1,3:(1) = 0;
[ 42(0) = 1,92(1) =0

(Y1 (t) = y2(1);
zié({f)) = ié(t);
(1) = 0;
Ny(t) = —(8); (3.49)
y1(0) = 1791(1) = 0;
[ %2(0) = 1,42(1) = 0.

En posons z(t) = (y1(t), y2(t), M(t), Aa(t)) = (21(t), 22(¢), 23(t), 24(2)).
Résoudre le probléme (3.49) est alors équivalent a rechercher un zéro de
I'équation S(B) = 0 ot la fonction S est la fonction de tir associée a notre
probléme, est définie par :

S:R? 5 R?
B S(B) ==z(t,1,8)

avec z(t, 1, 8) la solution du systéme suivant :

([ 21(t) = 22(t);

2(t) = u(t);

z(t) = 0;

zy(t) = —z3(1);

21(0) = 1,22(0) = 13
L 23(0) = f, 2’4(0) = [

ol (61,ﬁ2) € RQ.
Soit z(t,1,1, 81, 52) une solution du systéme au temps ¢ avec les conditions

initiales (1,1, 51, B2).
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21(17171751752) 0
22(17 1717ﬁ17ﬁ2) 0
1,1,1 = =
Z( T 751762) 23(17171761762) 1
24(]-a 1717/81752) C2
On définit la fonction de tir suivante :

21(17171761762) 61/12_ﬁ2/4+2
S(ﬁ) _ Z2(17171 ﬁ17ﬁ2) 0 — ﬁ1/4_ﬁ2/2+1

( 1 1751762)_61 Bl_cl

(7 71,51,/@2)—02 —B1+ P2 — 2

o O O O

ﬁ1/4—ﬁ2/2+1:0,

ceci implique que 8 = 36, By = 20.

conclusion

Avant résoudre un probléme de controle optimal, nous avons étudié la
controlabilité du systéme dynamique. La résolution du probléme de controle
optimal consiste a utiliser le principe du minimum de pontriaguine, qui est
une condition nécessaire d’optimalité. La méthode de tir simple consiste a
transformer le probléme de contréle optimal en un probléme de la recherche
du zéro de la fonction de tir associé, cette méthode permet de résoudre le
probléme de controle optimale d’une maniére rapide.
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Conclusion Générale

Ce mémoire a pour but la résolution de deux probléme d’optimisation
d’un systéme dynamique linéaire : Probléme de calcul des variations, et pro-
bléme de contrdle optimal. Aprés les rappelles sur les systémes dynamiques
nous nous sommes intéréssés dans le deuxiéme chapitre a traités la théorie du
calcul des variations, a savoir, les équations que doient satisfaire les courbes
extrémales d'un probléme variationnel (équation d’Euler-Lagrange). Dans le
troisiéme chapitre nous avons étudié la théorie de controle optimal, dont nous
avons exposés certains éléments de base de cette théorie.

L’étude du probléme de calcul des variations, qui consiste a piloter un
point initiale & un point final d’'un systéme régie par d’équations différen-
tielle linéaire. Cependant ’étude du probléme de contrdle optimal consiste
la méme chose que le probléme de calcul des variations, mais sa résolution
consiste & trouver un controle, qui permet d’avoir une trajectoire joigne le
point initiale & une cible tout en optimisant un critére.
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Résume

L’objectif de ce mémoire est d’étudier les méthodes d’optimisation d’un systeme
dynamique linéaire. Nous avons abordés, au premier lieu, la résolution d’un probleme du
calcul des variations, a savoir les équations que doivent satisfaire les courbes extrémales d’un
probléme variationnel. Au second lieu, nous avons étudié la théorie de contrdle optimal, qui
ce base sur le Principe du Minimum de Pontriaguine. Finalement, nous avons étudie la
méthode de tire, qui est une méthode numérique pour résoudre un probléme de contréle
optimal.

Calcul des variations, équation d’Euler-Lagrange, contréle optimal, contrélabilité,
Principe du Minimum de Pontriaguine, méthode de tire.

1} ka

The objective of this paper is to study the methods of optimization a linear dynamic
system. At first, we study the solution of calculus of variations, namely the equations must
satisfy the extremal solution of a variational problem. In the second place, we study the theory
of optimal control, which it based on the Pontryagin Minimum Principle. Finally, we study
the shooting method, which is a numerical method to solve optimal control problem.

Keywands

Calculus of variations, equation of Euler-Lagrange, optimal control,
controllability, the Pontryagin Minimum Principle, shooting method.
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