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ليستيغ - تعدي
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ل ھذا البحث

بالنسبة للبرمجة الخطية انجر عنھا انخفاض معتبر في الكلفة وعدد الخطوات ھذا 

.ف التجارب العددية الھامة المنجزةالطرح معزز مختل  

    :كلمات مفتاحية

.ليستيغ-يوطريقة ,طريقة كارماركر,الخطيةالبرمجة   

Abstract: 

We propose in this study,a partial modification for Ye-Lusting’s 

projective algorithm for the linear programming. This 

modification leads to a considerable reduction of the cost and 

the number of iterations. 

These proposed techniques are confirmed by many interesting 

numerical experimentation. 

Key words: 

Linear Programming, Karmarkar’s Method,Ye-Lustig’s Method. 

Résumé: 

Nous proposons dans cette étude, une modification pratique 

de l’algorithme projectifde Karmarkar pour la programmation 

linéaire entrainant  une réduction considérable du cout et du 

nombre d’itérations. 

Ces propos sont confirmés par des expérimentations 

numériques intéressantes. 
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Ye-Lustig. 
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Chapitre 1

Introduction générale

La programmation linéaire est une branche de l�optimisation permettant de ré-

soudre de nombreux problèmes économiques et industriels (comme le transport ou l�ordon-

nancement). On trouve aussi plusieurs champs d�application moins connus ou plus récents,

comme l�économie, la biologie, la gestion du personnel ou le secteur public. Des logiciels

puissants permettent aujourd�hui, de mettre cet outil à la disposition des utilisateurs.

L�apparition, l�évolution rapide et le succès des méthodes de points intérieurs de-

puis leur relance par Karmarkar (1984) dans le domaine de la programmation linéaire,

ont incité les chercheurs du monde entier à développer tout un arsenal de méthodes (lo-

giciels) permettant de traiter convenablement plusieurs classes de problèmes considérées

jadis di¢ ciles à résoudre, parmi lesquelles la programmation non linéaire, la programma-

tion semi-dé�nie,. . . etc.

Notre travail concerne le problème de programmation linéaire (PL) qui est devenue

un thème de recherche très convoité depuis la relance des méthodes de points intérieurs issues
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des nouvelles investigations apportées par Karmarkar (1984) et autres.

En e¤et, ces méthodes avec leurs éléments nouveaux s�avèrent très intéressantes

pour un traitement descend de la (PL) allant de l�aspect théorique pur à l�aspect numérique

proprement dit. L�algorithme de Karmarkar et ses variantes principales, sont des méthodes

projectives à deux phases et à convergence polynomiale.

Elles sont reconnues comme concurrents redoutables de la fameuse méthode du

simplexe [8]. Leurs inconvénient majeur (à environ 80% de la valeur calculatoire) est le

calcul de la projection qui domine le coût de l�itération.

A ce propos, l�étude des performances de telles méthodes a fait l�objet de travaux

de recherche acharnés un peu partout dans le but d�atteindre un comportement numérique

nettement meilleur que celui du simplexe.

Les travaux ainsi e¤ectués pendant plusieurs années, sont quasiment d�ordre tech-

nique. Certes, on a enregistré certaines améliorations, mais on reste loin de l�objectif en

vu.

Une idée originale, consiste à éviter de manière intelligente les calculs pénibles

chaque fois que cela est possible, est proposée par D. Benterki & B. Merikhi (2001) [16],

cette alternative a fait ses preuves au niveau de la phase 1 (d�initialisation).

Ce qui nous a motivés pour l�adapter à la phase 2 (d�itération). Si en évidemment,

certains aménagements techniques s�avérât mi dispensables.

A ce propos, nous avons choisi une variante de l�algorithme de Karmarkar dans

laquelle, nous avons introduit les modi�cations nécessaires.

Les expérimentations numériques e¤ectuées sont encourageantes et montrent l�uti-
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lité de cette alternative.

Le mémoire est organisé comme suit :

Dans le premier chapitre, nous présentons des notions de base sur l�analyse convexe

ainsi que la programmation linéaire qui seront utiles par la suite.

Le deuxième chapitre, est réservé à une description des méthodes de points inté-

rieurs, en particulier la méthode originelle de Karmarkar et sa variante de Ye-Lustig.

Le troisième chapitre est divisé en deux parties, dans la première, on présente

une synthèse générale sur des travaux de D. Benterki & B. Merikhi (2001) qui concernant

une modi�cation dans la phase1 de l�algorithme de Ye-Lustig. En exploitant cette idée,

on présente dans la deuxième partie une étude théorique et numérique d�une modi�cation

e¤ectuée au niveau de la phase 2 de l�algorithme de Karmarkar, qui a impliqué une réduction

du nombre d�itérations et du temps de calcul.

Les tests numériques que nous avons e¤ectués, con�rment l�e¢ cacité de l�algo-

rithme modi�é vis-à-vis de celui de Karmarkar.

En�n, une étude théorique préliminaire concernant l�extension de cette procédure

à l�algorithme de Ye-Lustig est traitée à la �n de ce chapitre.

Notre étude porte des conclusions et ouvre des perspectives intéressantes pour

l�élargissement de l�algorithme à d�autres classes des problèmes.
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Chapitre 2

Programmation linéaire

2.1 Introduction

La programmation linéaire peut se dé�nir comme une technique mathématique

permettant de résoudre des problèmes de décisions et particulièrement ceux où le décideur

cherche la meilleur utilisation des ressources pour atteindre un objectif spéci�que comme la

maximisation des béné�ces ou la minimisation des coûts.

La programmation linéaire est certainement, l�un des plus importants développe-

ments dans le domaine de la recherche opérationnelle. Son importance réside, d�une part,

dans la puissance de modélisation o¤erte, malgré, sa limite inhérente imposée par la linéarité

des fonctions impliquées, et d�autre part, dans la richesse de la théorie qu�elle a initiée et qui

a favorisé le développement d�algorithmes extrêmement e¢ caces pour sa résolution. Depuis

la formulation et le développement de la méthode du simplexe pour sa résolution vers la �n

des années 40, la programmation linéaire demeure le modèle d�optimisation le plus utilisé

par les décideurs. Ceci est, certainement, dû à la robustesse des algorithmes disponibles.
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La nature combinatoire de l�algorithme du simplexe a, probablement, fait en sorte que la

programmation linéaire a été longtemps considérée comme une classe de problème distincte

de la programmation non linéaire.

De même, depuis les années 90, les méthodes de point intérieur sont devenues

intéressantes après leurs lancements comme de vrais concurrents à la méthode du simplexe

sur tout pour les problèmes de grandes dimensions [8].

2.2 Éléments et notion de base

2.2.1 Rappels sur l�analyse convexe

Dans cette partie, nous allons rappeler les plus importants d�analyse convexe né-

cessaire pour le développement de ce travail.

Dé�nition 2.2.1 Un ensemble C 2 Rn est dit convexe si :

8� 2 [0; 1] ; 8x; y 2 C; �x+ (1� �)y 2 C:

Autrement dit : tout point du segment [xy] appartient à C:

Dé�nition 2.2.2 Une fonction f : C ! R est dite convexe si :

8t 2 [0; 1] ; 8x; y 2 C; f [(1� t)x+ ty] � (1� t)f(x) + tf(y)

Dé�nition 2.2.3 Un ensemble convexe de la forme

P = fx 2 Rn : Ax = b; x � 0g =A 2 Rm+n; b 2 Rm

est appelé polyèdre convexe fermé.
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Dé�nition 2.2.4 Un ensemble convexe de la forme

Sn =

�
x 2 Rn+ :

nP
i=1
xi = 1

�

est appelé n-simplexe.

Dé�nition 2.2.5 Un polyèdre convexe borné est appelé polytope convexe.

Dé�nition 2.2.6 Soit X un convexe non vide de Rn, un point x 2 X est dite extrémale

(ou sommet de X) si l�on a :

8t 2 [0; 1] ; 8 (y; z) 2 X : x = (1� t)y + tz =) x = y = z:

Dé�nition 2.2.7 L�enveloppe convexe d�un sous ensemble �ni de Rn est appelée polytope.

Dé�nition 2.2.8 Un polytope convexe de Rn possédant (n + 1) sommets est appelé n-

simplexe.

Exemple 2.2.9 Lorsque k = 0; 1; 2 ou 3, le n-simplexe est, respectivement, un point, un

segment, une région triangulaire dans R2:

2.2.2 Notations

Un programme mathématique (PM) est un problème d�optimisation de la forme :

(PM)

8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

min f(x)

gi(x) � 0; i = 1; 2; :::; k

hj(x) = 0; j = 1; 2; :::; m

x 2 C � Rn

où f , gi, hj sont des fonction dé�nies de Rn dans R:
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2.2.3 Classi�cation des problèmes d�optimisation

Les problèmes d�optimisation sont classi�és selon les caractéristiques des fonctions

f , gi, hj . Parmi les cas particuliers les plus étudiés, on note :

- La programmation linéaire (f linéaire, gi, hj a¢ nes).

- La programmation convexe (f , gi convexes, hj a¢ ne).

- La programmation quadratique (f quadratique, gi, hj a¢ nes).

- La programmation en nombres entiers (C discret)

Dé�nition 2.2.10 L�ensemble

S = fx 2 C : gi(x) � 0; hi(x) = 0g

est appelé ensemble des solutions réalisables.

Dé�nition 2.2.11 Soit x� 2 S. On dit que x� est unminimum local du problème (PM),

si :

f (x�) � f (x) ; 8x 2 S:

Dé�nition 2.2.12 Soit x� 2 S. On dit que y 2 Rn est une direction admissible du

problème (PM), s�il existe � > 0 tel que :

x� + ty 2 S; 8t 2 [0; �] :

2.3 Programmation linéaire

Notions que tout programme linéaire (PL), c�est-à-dire tout problème d�optimisa-

tion où la fonction objective et les fonctions dé�nissant les contraintes sont a¢ nes, peut se
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mettre sous la forme standard par des manipulations algébriques simples comme suit :

(PL)

8>>>>>><>>>>>>:

min ctx

Ax = b

x � 0:

La matrice A est de dimension m � n avec m � n, avec l�hypothèse qu�elle est

de plein rang. Sur des modélisations pratiques, cette l�hypothèse est rarement satisfaite. La

matrice A peut, toutefois, être réduite à une matrice de plein rang par une décomposition

QR ou une élimination de Gauss. L�ensemble des solutions réalisables :

S = fx 2 Rn : Ax = b; x � 0g :

Forme un polyèdre convexe, c�est-à-dire, l�intersection d�un nombre �ni de demi-

espaces. Un programme linéaire est réalisable si l�ensemble S est non vide.

Dé�nition 2.3.1 Une méthode est dite polynomiale si le nombre d�opérations élémentaires

pour déterminer une solution optimale est borné par un polynôme en la taille du problème.

Dé�nition 2.3.2 Un vecteur x véri�ant fAx = b et x � 0g est une solution réalisable de

(PL).

Dé�nition 2.3.3 Un vecteur x véri�ant fAx = b et x > 0g est une solution strictement

réalisable de (PL).

Dé�nition 2.3.4 Un vecteur x véri�ant (PL) est une solution optimale de (PL).

Dé�nition 2.3.5 Un programme linéaire (PL) réalisable est borné sur S.
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Proposition 2.3.6 Un point x est un point extrême de S si et seulement si les colonnes�
Aj : xj > 0

	
de A sont linéairement indépendantes. On en déduit que si S est non vide,

alors il existe au moins un point extrême.

Proposition 2.3.7 Un programme linéaire réalisable et borné possède une solution opti-

male en un point extrême du polyèdre de ses solutions réalisables.

2.3.1 Forme d�un programme linéaire

1 - Forme standard

Le programme linéaire primal (PL) caractérise sa forme standard.

2 - Forme canonique

On considère le programme linéaire primal (PP ) caractérisé par :

(pp)

8>>>>>><>>>>>>:

min ctx

Ax � b; (� b)

x � 0

représente sa forme canonique.

Remarque 2.3.8 a - On peut se ramener de la forme standard à la forme canonique par

l�équivalence suivante :

Ax = b, Ax � b et Ax � b:

b - De même en utilisant la variable d�écart, on peut se ramener de la forme

canonique à la forme standard comme suit :

Ax � b =) Ax+ y = b avec y � 0
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ou

Ax � b =) Ax� y = b avec y � 0:

2.3.2 Dualité

1) Dé�nition & Exemple

À chaque programme linéaire set associé un autre programme linéaire appelé dual

(PD).

Le dual du programme linéaire standard (PP ) est :

(PD)

8>>>>>><>>>>>>:

max bty

Aty � c

y 2 Rm

Dé�nition 2.3.9 À partir de la relation primale-duale dé�nie pour la forme standard, il

est possible de retrouver le programme dual de tous les programmes linéaires non formulés

sous cette forme standard,.

Exemple 2.3.10 par exemple : le dual de programme linéaire suivant :

(PL)

8>>>>>><>>>>>>:

min ctx

Ax � b

x � 0

Est le programme linéaire :

(PD)

8>>>>>><>>>>>>:

max bty

Aty � c

y � 0:
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Remarque 2.3.11 a - Les contraintes du dual sont en bijection avec les variables du pri-

mal.

b - Les variables du dual sont en bijection avec les contraintes du primal.

c - Le dual du dual est primal.

Exemple 2.3.12 Soit le programme primal :8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

min(x1 + x2)

x1 � x2 = 0

x1 + x2 + x3 = 1

x � 0; i = 1; 2; 3:

Le dual de ce programme s�écrira : 8>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>:

max y2

y1 + y2 � 0

�y1 + y2 � 1

y2 � 0

yi 2 R2:

Les solutions des programmes primaux et duaux sont liées par les théorèmes de la dualité

faible et forte.

Théorème 2.3.13 (Dualité faible) : Si x est une solution réalisable primale de (PP ) et

y est une solution réalisable dual de (PD), alors :

bty � ctx:
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Théorème 2.3.14 (Dualité forte) : Si x� est une solution optimale pour le programme

primal (PP ) alors le programme dual (PD) a une solution optimale y�, telle que :

bty� = ctx�:

2) Application de dualité

Signalons l�importance de la dualité sur le plan pratique que théorique.

En e¤et, en plus de l�éclairage qu�elle apporte sur certains points d�ordre théorique

permettant de mieux caractériser les propriétés du problème donné, les résultats précédents

montrent qu�en résolvant un programme linéaire primal (PP ), on résout en même temps

son dual (PD):

2.3.3 Méthode de résolution du programme primal

1) Méthode du Simplexe de Dantzig

Cette méthode est une procédure qui examine les points extrémaux (réalisables)

d�une façon convenable, le passage d�un sommet à un autre entraîne souvent une diminution

de l�objectif si le problème est un problème de minimisation.

Lorsqu�il n�est plus possible de passer à un sommet adjacent sans diminuer la valeur

de l�objectif, on stoppe l�algorithme. Dontzig a démontré d�une part que cela se produit

toujours après un nombre �ni d�itérations, et d�autre part que l�on a alors forcément atteint

un optimum, ce qui achève de prouver la validité de la méthode.

Bien que très e¢ cace en pratique (il est rare que le nombre d�itérations dépasse

n + m), cette méthode ne satisfait pas les théoriciens de la complexité. En e¤et, il a été
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prouvé que cet algorithme a une complexité de pire cas de type exponentiel (complexité

théorique est de l�ordre de 2n itérations).

Cela signi�e qu�il existe des cas où le nombre d�itérations nécessaires pour atteindre

la solution est exponentiel en fonction de la taille du problème (n). En fait, au moment de

la découverte de la méthode du simplexe, personne ne savait si un algorithme de type

polynomial (donc théoriquement meilleur que ceux de type exponentiel) existait pour la

programmation linéaire.

2) Méthode de point intérieur de Karmarkar

A la di¤érence de l�algorithme du simplexe, les méthodes de point intérieur partent

d�un point situé à l�intérieur du polyèdre réalisable. Pour être plus précis, ces méthodes

nécessitent, généralement, un point de départ strictement intérieur.

Les méthodes de point intérieur ont été relancées en 1984 par Karmarkar. Cette

méthode opère l�intérieur de l�ensemble des contraintes S. L�atout principal de ces méthodes

réside dans leur convergence polynomiale.

Actuellement, les chercheurs con�rment que ces méthodes sont plus e¢ caces que

les méthodes simpliciales pour les problèmes de grandes tailles [8]. Plusieurs alternatives

sont proposées dans la littérature à savoir :

- Les méthodes projectives.

- Les méthodes de trajectoire centrale.

- Les méthodes de mise à l�échelle a¢ ne.

- Les méthodes de réduction du potentiel.
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Chapitre 3

Méthodes de point intérieur pour

la programmation linéaire

3.1 Introduction

3.1.1 Préambule

Actuellement, les méthodes de point intérieur sont devenues compétitives à la

méthode du simplexe sur tout pour les problèmes de grande taille (> 10000 variables ou

contraintes) [8] : Il y a, principalement, trois grandes catégories de méthode de point intérieur

à savoir :

- Les méthodes a¢ nes.

- Les méthodes de trajectoire centrale.

- Les méthodes de réduction du potentiel.

Ces méthodes jouent un rôle important dans l�étude et la résolution des pro-
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grammes mathématiques à grandes dimensions. Elles sont développées lorsque Karmarkar

(1984) a proposé un algorithme polynomial de complexité O
�
n3:5L

�
e¢ cace en pratique

basé une méthode de point intérieur. L�intérêt pour se méthodes, principalement. Dévelop-

pées depuis les années 60 par Dikin (1967) [1] et Fiacco et McCrrimick (1968) [6], a connu

un renouveau pour les problèmes non linéaires et a ouvert un nouveau domaine pour les

problèmes linéaire. La distinction entre la programmation linéaire et non linéaire n�était

plus aussi nette.

Den Hertog (1994), a classé les méthodes de point intérieur en quatre catégories :

- Méthodes a¢ nes.

- Méthodes de réduction du potentiel.

- Méthodes de trajectoire centrale.

- Méthodes projectives avec potentiel.

3.1.2 Notion fondamentale

Soit le programme linéaire standard (PL), son dual standard est le problème :

(PD)

8>>>>>><>>>>>>:

max bty

Aty + s = c

s � 0:

3.2 Méthode a¢ nes

La première méthode a¢ ne a été proposée par Dikin (1967), pour la programma-

tion linéaire et la programmation quadratique, sans tenter de prouver de la polynomialité.

Ces méthodes (a¢ ne scaling méthods), possèdent une interprétation géométrique
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en tant qu�algorithme du gradient dans un espace mis à l�échelle, correspondent au cas où

l�on �xe le paramètre t à zéro pour chaque itération.

Nous allons à présent décrire comment s�e¤ectue le choix du coe¢ cient ak.

Propriétés de la méthode :

1 - Elle est simple et ne nécessite ni transformation projective, ni fonction poten-

tielle, ni préparation du problème.

2 - C�est une méthode primale�performante en pratique, quoique sensible au choix

initial.

3 - Il n�y a pas de démonstration de complexité polynomiale, excepte pour une

version primale - duale dans un cas très spécial [9].

4 - La démonstration de la convergence est, relativement, simple dans le cas non

dégénérant.

3.3 Méthode de trajectoire centrale

De bonnes algorithmes et de bonnes preuves sont données, par les méthodes plus

attractives en théorie et les plus utilisées en pratique. Elles progressent suivant une trajec-

toire, dite centrale.

Les méthodes de trajectoire centrale (path-following méthods) sont articulées au-

tour du chemin central. Elles se caractérisent par un choix du paramètre t di¤érent de zéro.

Leur principe revient à dé�nir un certain voisinage autour du chemin central. et à faire

évoluer les itérés à l�intérieur de ce voisinage tout en progressant vers la solution.
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Propriétés de la méthode :

1 - Les performances numériques sont meilleures que celles des méthodes a¢ nes.

2 - La complexité polynomiale est garantie (le terme barrière joue le rôle d�un

potentiel). En e¤et, le saut de dualité est réduit (d�une itération à l�autre) d�un montant

�xe, jusqu�à la convergence, après O(
p
n) itérations.

3.4 Méthode de réduction du potentiel

Ces méthodes sont typiquement utilisées, pour résoudre le programme suivant :

(PRP )

8>>>>>>><>>>>>>>:

min f(x; y; s) = q ln(ctx� bty)�
nP
i=1
ln(xi)

Ax = b; x > 0

Aty + s = c; s � 0

Où la fonction objective f(x; y; s), est appelée fonction potentielle, et q un paramètre.

Les méthodes de réduction de potentiel (potentiel réduction méthodes) prennent

des pas de Newton de la même forme que ceux des méthodes de trajectoire centrale. Ce-

pendant, ces méthodes ne suivent pas explicitement le chemin centrai. Elles utilisent une

fonction potentielle logarithmique.

Propriétés de la méthode

1 - Elle n�a pas la simplicité des méthodes a¢ nes.

2 - Elle est, cependant, plus attractive pour au moins les deux raisons suivantes :

* Sa complexité polynomiale est garantie.
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* Elle peut devenir très e¢ cace, avec une bonne recherche linéaire sur la

fonction potentielle.

3 - C�est une méthode primale-duale (quoiqu�il existe des versions primales et

d�autres duales).

4 - Elle n�a pas reçu beaucoup d�attention au niveau des teste numériques. Ceci

est peut être dû aux di¢ cultés algorithmiques rencontrées au départ.

5 - Les transformations projectives ne sont pas nécessaires pour cette méthode ni

en théorie, ni en pratique.

Remarque 3.4.1 Il existe plusieurs méthodes de réduction du potentielle, certaines uti-

lisent la fonction ci-dessus, d�autres ajoutent le terme :

�
nP
i=1
ln (si) :

Toutes ces méthodes visent, cependant, à ramener la fonction potentielle à �1 par des

outils algorithmiques : primaux, duaux ou primaux-duaux.

3.5 Méthode projective de Karmarkar

En 1984, Karmarkar ouvre un nouveau volé dans la programmation linéaire et les

méthodes de point intérieur. L�algorithme de Karmarkar est, donc certainement, l�un des

progrès les plus signi�catifs dans le domaine de la programmation mathématique.
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3.5.1 Problème linéaire traité par Karmarkar

La méthode de Karmarkar est destinée à résoudre les problèmes de la forme :

(PK)

8>>>>>><>>>>>>:

min ctx = z� = 0

Ax = 0

x 2 Sn =
�
x 2 Rn = etnx = 1; x � 0

	
où c 2 Rn (vecteur coût), b 2 Rm, A est une matricem�n réelle de plein rang (rgA = m�n)

et etn = (1, 1; :::, 1)
t 2 Rn:

Ayant comme solution strictement réalisable le center du simplexe Sn :

x
�
=
en
n
:

Remarques

1 - Si le système des contraintes n�est pas homogène (Ax = b, et b 6= 0); ou si la

valeur optimale est connue et non nulle, l�égalité

etnx = 1

permet de se ramener facilement à la forme (PK). En e¤et, il su¢ t d�écrire :

Ax = b

sous la forme :

(Ax = betnx))
h
(A = betn)x = 0 avec ~A = A� betn

i
:

Ainsi l�opérateur précédent devient :

~Ax = 0:
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De la même manière, si :

ctx = z�:

Multiplions le 2�eme membre de l�equation précédente par :

etnx = 1

pour obtenir :

(ctx� z�etnx = 0))
�
(ct � z�etn)x = 0)

�
:

Posons :

(~ct = ct � z�etn)) (~ctx = 0):

2 - L�ignorance de la valeur optimale, ne constitue pas une di¢ culté, car il existe

plusieurs variantes qui approximent cette valeur.

3 - Le problème (PK): Peut être vu comme suit :

Trouver x � 0 tel que : 8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

ctx = 0

Ax = 0

etnx = 1

x � 0:

3.5.2 Algorithme de Karmarkar

1) Transformation projective de Karmarkar

D�après les opinions de plusieurs auteurs, la transformation projective joue un

grand rôle pour comprendre les méthodes de point intérieur en générale. Pour cela, Kar-
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markar utilise à chaque itération la transformation projective Tk :

Tk : Sn �! Sn
x 7�! y = Tk (x) :

Où

Tk(x) =
D�1k x

etnD
�1
k x

et

x = T�1k (y) avec T�1k (y) =
Dky

etnDky

tel que :

Dk = diag(x
k):

X = diag(x) est la matrice diagonale dont les éléments diagonaux sont les composantes du

vecteur x, d�où Xen = x. X�1 est la matrice inverse de X.

On présente l�algorithme de Karmarkar pour résoudre un problème de la forme

(PK).

A partir de la solution initiale x0, l�algorithme construit une suite de point intérieur

qui converge vers une solution optimale du problème (PK).

Pour ramener l�objectif (ctx) à zéro, on le projeté par la projection pk et on le

minimise localement sur une sphère inscrite dans la région admissible du problème (PK):

A chaque itération k, l�itéré (xk > 0) est renvoyé au centre du simplex Sn par la

transformation Tk et ainsi de suite, jusqu�à ce que le test d�optimalité (ctx � ") soit véri�é.

Pour plus de détails sur la description de la méthode, une présentation très détaillée

de la méthode de Karmarkar est décrite dans [5] et [7].



24

2) Algorithme de karmarkar

Début de l�algorithme

Initialisation :

x0 =
en
n
; k = 0

Tant que ctx > " faire :

Étape 0 : Construire la matrice des contraintes Bk:

Dk = diag(x
K)

AK = ADK

Bk =

2664 AK
etn

3775
Étape 1 : Calculer la projection pk:

pk =
�
I �Btk(BkBtk)�1Bk

�
Dkc

=

�
I �Atk(AkAtk)�1Ak �

1

n
ene

t
n

�
Dkc

Étape 2 : Normaliser la projection pk:

dk =
pk
kpkk

Étape 3 : Calculer l�itéré suivant :

yk =
en
n
� �rdk; r = 1p

n(n� 1)
avec 0 < � < 1:

� est le pas de déplacement.
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Étape 4 : Revenir au problème initial par T�1k

xk+1 = T�1k (yk) =
Dky

k

etnDky
k
; k = k + 1:

Fin tant que.

Fin algorithme.

Remarque 3.5.1 Le calcul de la projection pk constitue l�opération la plus coûteuse dans

l�algorithme. L�e¢ cacité pratique de l�algorithme dépend, en grande partie, de la manière

du calcul de pk: De même, la vitesse de convergence de l�algorithme dépend du pas de

déplacement. En e¤et, plus � est grand (� > 1 tout en conservant la faisabilité stricte) plus

l�algorithme converge vite.

3.5.3 Fonction potentielle & convergence

Pour établir la convergence de la l�algorithme, il faut montrer que :

ctxk+1

ctxk
< q0

où 0 < q0 < 1 est indépendant de k:

Ou, il est di¢ cile de trouver directement q0. Pour surmonter cette di¢ culté, Kar-

markar associe à l�algorithme linéaire ctx la fonction potentielle logarithmique suivante :

f(x) =
nP
i=1
log

�
ctx

xi

�
:

Dé�nir sur l�ensemble de la stricte réalisabilité :

�F =
�
x 2 Rn; x > 0; Ax = 0; etnx = 1

	
:
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3.5.4 Étude des performances de l�algorithme de Karmarkar

1) Détermination du pas de déplace

ment :

Le pas � peut être choisi de deux manières di¤érentes :

a) � constant :

1) Karmarkar a supposé � = 1
4 et a montré que l�algorithme converge en un

nombre polynomial (O(nq + n log n)) d�itérations.

2) Padberg a amélioré le pas en modi�ant légèrement la fonction potentielle

comme suit :

h(x) =
ctx

(
n
�
i=1
xi)

1
n

:

Il a montré que l�algorithme converge après (O(nq)) itérations pour � = 0:7968.

b) � variable : on distingue deux types :

i) Recherche linéaire : on minimise sur [0; �max]; la fonction potentielle '(�) =

f(y(�)) où :

y(�) =
en
n
� �rdk:

ii) Procédé technique [5] : prend � le plus grand possible qui véri�e :8>><>>:
ctxk+1 < ctxk monotonie

y(�) > 0 faisabilité
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ce qui donne :

� =

8>>>>>><>>>>>>:

��max si (�� �ctxk) > 0

���max si (�� �ctxk) � 0

0 < � < 1

où :

�max = min

��
1

nrdki

�
; i 2 I+

�
; I+ =

n
i 2 I : dki > 0

o
; I = f1; :::; ng

� = nrctxkDkd
k

� = nretnDkd
k:

2) Calcul de la projection pk :

On a :

pk =

�
I �Atk(AkAtk)�1Ak �

1

n
ene

t
n

�
Dkc

posons :

u = (AkA
t
k)
�1AkDkc

donc

AkA
t
ku = AkDkc:

Par conséquent, la calcul de pk, repose en grande partie sur la résolution du système d�équa-

tions linéaires précédent.

Méthode de résolution du système (AkAtku = AkDkc) :

Les méthodes de résolution des systèmes linéaires sont de deux sortes :

1) Les méthodes directes : factorisation, par exemple : méthode de Croût,

élimination de Gauss, Cholesky...etc.
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2) Les méthodes itération : multiplication du type matrice-vecteur, par exemple :

Jacobi, Gauss-Seidel...etc.

Propriété du système su considéré : La matrice AkAtk du système est symé-

trique, dé�nie positive, les méthodes les plus réputées dans ce cas sont :

a) La factorisation de Cholesky qui est une méthode directe, cas où la dimen-

sion du système su considéré est petite.

b) Les méthodes du type gradient conjugué. Sont des méthodes itératives.

Correspond au cas où la dimension du système étudié est importante.

3) Propriétés de la méthode

i) Elle nécessite la préparation du problème dans le cas général sur la forme (Pk).

ii) Son comportement numérique est signi�ant, surtout pour les grandes dimensions

[8].

iii) C�est une méthode polynomiale.

iiii) L�algorithme de Karmarkar est un algorithme du gradient projeté, avec dila-

tation d�espace à chaque itération.

3.5.5 Généralisation de l�algorithme de Karmarkar

Soit le programme linéaire générale écrit sous la forme standard suivante :

(PL)

8>>>>>><>>>>>>:

min ctx

Ax = b

x � 0
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où :

A 2 Rm�n; b 2 Rm; c 2 Rn:

La transformation projective de Karmarkar est dé�nie par :

Ta : Rn+ �! Rn+1+

x 7�! y = Ta (x)

tel que :

y = Ta(x) =

8>>>><>>>>:
yi =

xi
ai

1+
nP
i=1
(
xi
ai
)
avec i = 1; :::; n

yn+1 = 1�
nP
i=1
yi:

Nous permet d�associer à (PL) le programme linéaire suivant :

P (z�)

8>>>>>><>>>>>>:

min(Dkc ; � z�)ty = 0

AKy = 0

y 2 Sn+1

où :

AK = (ADk ; � b) 2 Rm�(n+1)

Dk = diag(xk):

Nous avons donc deux possibilités :

a) z� connue : on obtient la forme (PK). Par conséquent, on utilise la transfor-

mation projective de Karmarkar.

b) z� inconnue : on approxime z� par l�une des trois possibilités suivantes :

i) Localisation btyk � z� � ctxk:

ii) Borne inférieure btyk = zk � z� condition de Todd-Burel.
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iii) Borne supérieure z� � ctxk condition de Ye-Lustig.

Plusieurs technique sont proposées en vue de relaxer cette hypothèse et d�étendre

ainsi l�algorithme à un programme plus général.

Parmi ces variantes, Karmarkar suggère deux méthodes :

- Borne inférieure btyk = zk � z� proposée par Todd et Burel, en modi�ant

l�algorithme de Karmarkar dans la valeur optimale z� par zK .

- Borne supérieure z� � ctxk = zk proposée par Ye-Lustig, en remplaçant z� à

chaque itération par zk:

Dans la suite de ce travail, on s�intéresse à la variable de Ye-Lustig. Ceci est dû

aux études faites dans [5] qui a¢ chent la supériorité de cette variante vis-à-vis de celle de

Todd et Burel ou de celle de localisation. Cette caractéristique peut se résumer par les deux

points suivants :

- Sa simplicité algorithmique.

- Son succès numérique vis-à-vis des autres variantes.

L�algorithme obtenu est présenté dans la section suivante.

3.5.6 Algorithme de Ye-Lustig

Début algorithme

Initialisation :

x > 0; k = 0

Tant quekd
kk

jctx0j > " faire :
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Étape 1 : Construire la matrice des contraintes Ak;

Dk = diag(xK)

Ak = [ADk; � b]

Étape 2 : Calcul de projection pk.

pk =

�
I �Atk(AkAtk)�1AK �

1

n
ene

t
n

�
(Dkc; � ctxk)t

Étape 3 : Normaliser la projection pk.

dk =
Pk
kPkk

Étape 4 : Calculer l�itéré suivant :

yk =
en+1
n+ 1

� �rdk avec � le pas de déplacement.

Étape 5 : Revenir au problème initial par T�1k .

xk+1 = T�1k (yk) =
Dky

k [n]

ykn+1
; k = k + 1:

Fin tant que.

Fin algorithme.

3.6 Calcul d�une solution initiale strictement réalisable

Un point strictement réalisable de (PL) est une solution du problème :

(SR) fAx = b; x > 0g :
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En utilisant la technique de la variable arti�cielle, le problème (SR) est équivalent au

problème suivent :

(P1)

8>>>>>><>>>>>>:

min�

Ax+ �(b�Aa) = b

x > 0; � � 0:

Tel que a > 0 est choisi arbitrairement dans l�orthant positif et une variable arti�cielle.

Posons y = (x; �), (P1) est équivalent au programme linéaire :

(P2)

8>>>>>><>>>>>>:

min ctx = z� = 0

�Ax = b

y � 0

où c = (0; ...; 1)t 2 Rn+1; �A = (A; b�Aa) 2 Rn�(n+1):

(P2) véri�e les hypothèses de Karmarkar :

1) z� = 0:

2) y = (a; 1) solution strictement réalisable de (P1):

3) la matrice �A est de plein rang, rg( �A) = m < n+ 1:

La résolution de (SR) se ramène à celle de (P2). Plus précisément Karmarkar

démontre le théorème suivant :

Théorème 3.6.1 9 "0 > 0 tel que : les deux propositions suivantes sont équivalentes :

1) x solution strictement réalisable de (SR).

2) (P2) admet une solution optimale (x; �) telle que � � "0:
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3.7 Conclusion

Nous avons déjà signalé que l�opération la plus coûteuse, dans l�algorithme de

Karmarkar y compris ses variantes, est le calcul de la projection à chaque itération. L�objectif

du troisième chapitre est de remédier à cette di¢ culté. A cet égard, une modi�cation a été

mise en �uvre au niveau de la phase d�initialisation (phase 1) pour trouver une solution

strictement réalisable [16]. Nous allons exploiter cette idée pour réduire le coût de l�itération

au niveau de la phase 2 pour trouver une solution optimale de (PL).
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Chapitre 4

Amélioration de l�approche de

Ye-Lustig

4.1 Position du problème

L�objectif de ce chapitre est l�extension de la modi�cation introduite par D. Ben-

terki & B. Merikhi [16] dans la phase 1 de l�algorithme de Ye-Lustig, et la modi�cation

introduite par A. Leulmi dans la phase 2 de l�algorithme de Karmarkar pour la phase 2 de

l�algorithme de Ye-Lustig.

Ce chapitre est divisé en trois parties. Dans la première, on présente un bref résumé

des travaux de D. Benterki & B. Merikhi, qui concerne la modi�cation au niveau de la phase

d�initialisation.
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Soit le problème linéaire suivant :

(P )

8>>>>>><>>>>>>:

min ctx

Ax = b

x � 0

telles que : c; x 2 Rn; A 2 Rm�n; b 2 Rm:

4.2 Amélioration de la phase 1 dans l�approche de Ye-Lustig

4.2.1 Préambule

1) Développement

Le calcul d�une solution strictement réalisable x0, consiste à cherche x véri�ant :

(PF )

8>><>>:
Ax = b

x > 0

le problème (PF ) est un problème de faisabilité (réalisabilité) stricte.

L�utilisation de la technique de la variable arti�cielle rend le problème (PF ) équi-

valent au problème d�optimisation suivant :

(PO)

8>>>>>><>>>>>>:

min�

Ax+ �q = b

x � 0; � � 0

tel que : q = b�Aa et a 2 Rn+ arbitraire.

(PO) est un programme linéaire sous forme standard qui peut se mettre comme
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suit :

(P̂ L̂)

8>>>>>><>>>>>>:

min ĉtx̂

Âx̂ = b

x̂ � 0

avec c = (0; 0; :::; 0; 1)t 2 Rn+1, x̂ = (x; �)t 2 Rn+1 et A = [Ab�Aa] 2 Rm�(n+1).

Pour résoudre (P̂ L̂), on utilise phase 2 de la méthode de Ye-Lustig (car (a; 1)8a >

0 est une solution strictement réalisable de (P̂ L̂). L�algorithme correspondant se présente

comme suit :

2) Algorithme original

Début algorithme

Initialisation

x0 = a; �0 = 1; x̂0 = (x0; �0)t et k = 0:

a)- Si


Ax0 � b

 � "; stop : x0est une solution approximative de (PF ) ;

Sinon aller à l�étape b.

b)- Si �k � " stop :x0 est une solution approximative de (PF ) ;

Sinon aller à l�étape c.

c)- Poser Dk = diag(x̂k), B =
�
A b�Aa

�
;

et

r =
1p

(n+ 1)(n+ 2)
;

- Pk =
�
I �Btk(BkBtk)�1Bk

� �
Dk ĉ; � ĉtx̂k

�t
; tel que Bk = [BDk ; � b] ;

- prendre yk+1 = en+2
n+1 � �

kr Pk
kPkk , tel que �

K est le pas de déplacement ;
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- prendre

x̂k+1 = T�1k (yk+1) = (yk+1n+2)D
kyk+1 [n+ 1]

d)- Faire k = k + 1 et retourner à l�étape b.

Fin algorithme.

4.2.2 Modi�cation de l�algorithme de Ye-Lustig (phase 1)

1) Développement

Soit à l�itération k, on dispose d�une solution strictement réalisable (xk; �k) pour le

problème (PL). Pour trouver l�itération suivante (xk+1; �k+1), dans l�algorithme classique,

on calcul Pk, �k puis on revient par T
�1
k . Au lieu de faire ces calculs, on essaye de trouver

un vecteur !k qui véri�e : 8>><>>:
A(xk + !k) = b (a)

xk + !k > 0 (b)

d�où xk + !k est une solution strictement réalisable pour (PO).

� Étape 1 : Commençons par la condition (a) :

cherchons !k tel que :

A(xk + !k) = Axk +A!k = b:

Comme (xk; �k) est une solution strictement réalisable du problème (P̂ L̂), alors on a :

Axk = b� �kq

donc, la condition (a) devient : chercher !k tel que :

A!k = �kq:
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Comme A 2 Rm�n; est une matrice de plein rang, i.e : rgA = m; le système ci-dessus admet

aux moins une solution. Il su¢ t de calculer une. Parmi les quelles :

On cherche !k véri�ant :

(PQ)

�
min




!k � 0


2 : A!k = �kq� :
Le problème (PQ) est un problème quadratique convexe. Pour calculer sa solution optimale,

il su¢ t d�utiliser les conditions d�optimalité sur la fonction Lagrangienne :

'(!k; �) =



!k


2 + (A!k � �kq)�t; � 2 Rm:

En utilisant les conditions d�optimalités, on aura :8>>>>>><>>>>>>:

A!k = �kq (c)

!k +At� = 0 (d)

A!k +AAt� = 0 (e):

Où (e) est une conséquence de (d).

en la remplaçant dans (c), on aura :

� = �(AAt)�1�kq

on en déduit de (d) :

!k = �At� = At(AAt)�1�kq:

Remarque 4.2.1 Le calcul de !k nécessite le calcul de l�inverse de la matrice (AAt), ce

qui est indésirable en pratique. Pour remédier, on procède comme suit :

posons :

uk = (AAt)�1�kq
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qui équivalent au système linéaire symétrique, dé�ni positif suivant :

AAtuk = �kq:

2) Avantage du système (AAtuk = �kq) :

Comme q et (AAt) ne dépende pas de k (constant), on résout une seule fois le

système AAtuk = �kq pour trouver u0: Les autres vecteurs uk sont calculés, évidement, par

la formule suivante :

uk = �ku0:

En e¤et :

d�après l�équation précédente, à l�itération, on peut écrire :

AAtuk = �kq:

De même à l�itération (k + 1); on a :

AAtuk+1 = �k+1q

= �k+1
1

�k
AAtuk

d�où:

uk+1 =
�k+1

�k
uk:

Comme �0 = 1, on aura facilement :

uk = �ku0:

� Étape 2 : Dans cette étape, on doit véri�er la condition (b), c�est à dire que, xk+!k > 0:

Sous certaines conditions D. Benterki & B. Merikhi donnent une condition su¢ -

sante résumée par la proposition suivante :
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Proposition 4.2.2 Pour tout (xk; �k) solution strictement réalisable de (P̂ L̂), si max
i��zki �� < 1 alors xk + !k > 0 et A(xk + !k) = b.

Tel que :

zk = �diag( 1
xk
)Atuk

et !k est solution de (PQ):

Preuve a - On véri�e si A(xk + !k) = b ?

Comme !k est une solution de (PQ), on a :

!k = Atuk

et

uk = �ku0

et comme (xk; �k) est une solution réalisable de (P̂ L̂), alors :

A(xk +Atuk) = Axk +AAtuk

= b� �k(b�Aa) + �kAAtu0

= b� �k(b�Aa) + �k�0(b�Aa)

= b:

Par conséquent :

A(xk + !k) = b

d�où le résultat.

b - On véri�e si xk + !k > 0 ?:
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On a :

A(xk + !k) = b

donc :

A(diag(xk)en + !
k) = b

alors :

A diag(xk)(en + diag
h
(xk)

i�1
!k) = b

comme xk > 0, il su¢ t que :

en + diag
h
(xk)

i�1
!k > 0

pour que xk + !k > 0, posons :

zk = �diag( 1
xk
)!k

= �diag( 1
xk
)Atuk:

L�équation en + diag
�
(xk)

��1
!k > 0 devient :

en � zk > 0:

Ce qui donne, alors :

max
i

���zki ��� < 1
et par conséquent, on aura :

xk + !k > 0:
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3) Algorithme modi�é

Début algorithme

Initialisation

x0 = a; �0 = 1; et k = 0:

i)- Si


Ax0 � b

 � "; stop : x0est une solution approximative de (PF ) ;
Sinon calculer u0 solution du système linéaire :

AAtu0 = �0(b�A):

ii)- Si �k � "; stop : x0 est une solution approximative de (PF ) ;

Sinon

- prendre uk = �ku0:

- prendre zk = �diag( 1
xk
)Atuk;

- Si max
i

��zki �� < 1; stop : xk +Atuk est une solution approximative de (PF ),
Sinon aller à l�étape (iii).

iii)- Identique à étape (c) de l�algorithme original.

iiii)- Faire k = k + 1 et retourner à l�étape (ii).

Fin algorithme.

Pour calcul u0 on utilise par exemple la méthode de Cholesky ou celle du gradient

conjugué.

4.2.3 Tests numériques

Nous présentons à titre indicatif quelques exemples numériques testés par Benterki

& Merikhi [16]. Dans les exemples ci-dessous, on pend " = 10�3 ou.10�6:
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Exemples de taille �xes :

Exemple Taille m� n Nbr d�itér algorithme original Nbr d�itér algorithme modi�é
1 3� 5 4 1

2 3� 6 3 1

3 5� 11 5 4

4 6� 12 3 1

5 6� 12 4 3

6 16� 27 6 5

7 11� 28 7 6
Exemples de taille variables :
a) Exemple cube n = 2m, A [i; j] = 0 si i 6= j ou (i+ 1) 6= j:
A [i; j] = A [i; i+m] = 1; b [i] = 2; pour i; j = 1:::m

Taille m� n Nbr d�itér algorithme original Nbr d�itér algorithme modi�é
50� 100 3 1

100� 200 3 1

150� 300 3 1

200� 400 3 1

b) Exemple Hilbert :
n = 2m; A [i; j] = 1

i+j ; A [i; i+m] = 1;

b [i] =
mP
j=1

1
i+j ; pour i; j = 1:::m

Taille m� n Nbr d�itér algorithme original Nbr d�itér algorithme modi�é
50� 100 3 1

100� 200 3 1

150� 300 3 1

200� 400 3 1

4.3 Amélioration de la phase 2 dans l�approche de Karmar-
kar

4.3.1 Préambule

Dans cette partie, nous allons présenter une modi�cation dans l�algorithme de
Karmarkar introduite par A. Leulmi au niveau de la phase 2 pour calculer la solution
optimale x� du problème (PL):

Cette étude nécessite la préparation du problème sous la forme (P ):
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4.3.2 Préparation du problème

Soit le problème :

(PL)

8<:
min ctx = z�

Ax = b
x � 0

:

Le problème (PL) est équivalent au problème de faisabilité (réalisabilité).Ils �agit
de chercher x qui véri�e :

(FO)

�
A0x = b0
x � 0

où

A0 =

�
A
Ct

�
2 R(m+1)�n

et

b0 =

�
b
z�

�
2 Rm+1:

Nous utilisons la technique de la variable arti�cielle, le problème (FO) est équivalent au
problème d�optimisation suivant :

(APO)

8<:
min �
A0x+ �q = b0
x � 0; � � 0:

Tel que q = b0 �A0a et a 2 Rn+ arbitrairement donné.
Pour résoudre (APO), on doit utiliser la modi�cation introduite dans l�algorithme

modi�é de la phase 1.

4.4 Amélioration de la phase 2 dans l�approche de Ye-Lustig

4.4.1 Préambule

Dans la troisième partie, nous présentons de la phase 2 pour calculer la solution
optimale x�de l�algorithme de Ye-Lustig, qui évité le calcul de la projection à chaque itéra-
tion.

Cette étude nécessite la préparation du problème sous la forme (P ); et pour cela,
Deux possibilités peuvent se présenter :

4.4.2 Préparation de problème

1�ere possibilité :
Dans ce cas, on approxime z� à chaque itération par une borne supérieure, en

prenant :
ctxk = z�:

Le problème (PL) est équivalent au problème suivant :
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Chercher x véri�ant : 8<:
ctx = ctxk

Ax = b
x � 0

k : représente l�itération à l�étape k dans l�algorithme, k = 0; 1; 2; :::
Ce problème est équivalent au problème de faisabilité suivant : Chercher x qui

véri�e :

(F1)

�
A1x = b1
x � 0

tels que :

A1 =

�
A
Ct

�
2 R(m+1)�n

et

b1 =

�
b
ctxk

�
2 Rm+1:

Le problème (F1) est équivalent au problème d�optimisation suivant :

(AP1)

8<:
min �
A1x+ �q = b1
x � 0; � � 0:

Tel que q = b1 �A1a et a 2 Rn+ arbitrairement donné.
La résolution de (AP1) se fait de la même manière que dans (APO).

2�ere possibilité :
Soit xk une solution réalisable (mais non optimale). Nous avons toujours :

ctx � ctxk

donc le problème (PL) est remplacé par une suite de problème qui véri�e :

(PK)

8<:
ctx � ctxk
Ax = b
x � 0:

En introduisant une variable d�écart xn+1, le problème (PK) est équivalent au problème
suivant :

(F2)

8<:
ctx+ xn+1 = c

txk

Ax = b
x � 0; xn+1 � 0

(F2) s�écrit aussi sous la forme :

(F2)

�
A2�x = b2
�x � 0

où

A2 =

�
A 0m; 1
ct 1

�
2 R(m+1)�(n+1)
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b2 =

�
b
ctxk

�
2 Rm+1

�x =

�
x

xn+1

�
2 Rn+1:

Nous utilisons la technique de la variable arti�cielle, le problème(F2) est équivalent au
problème d�optimisation suivant :

(AP2)

8<:
min �
A2�x+ �q = b2
�x � 0; � � 0:

Tel que q = b2 �A2a; a 2 Rn+1 et a > 0:
(AP2) se résout dans de la même manière que (APO) et (AP1).

Remarque 4.4.1 Sur le plan pratique, la 1�ere possibilité apparaît plus intéressant que la
2�ere possibilité, car cette dernière, nécessite l�augmentation de la taille du problème (m; n)
à (m + 1; n + 1), alors que dans la 1�ere possibilité la taille augmente de (m; n) à (m + 1;
n). Par conséquent, dans ce qui suit, on ne s�intéresse qu�à la 1�ere possibilité.

4.4.3 Modi�cation de l�algorithme de Ye-Lustig (phase 2)

Développement

Le problème donc, revient à résoudre un problème du type

(P ~F )

�
~A~x = ~b
~x � 0

où

(A1)

8<:
~A = A0
~b = b0
~x = x

dans le cas où z� est connue.

et

(A2)

8<:
~A = A1
~b = b1
~x = x

dans le cas où z� est inconnue.(1�ere possibilité).

On suit les mêmes étapes faites dans la modi�cation au niveau de la phase 1.
Le problème (P ~F ) est équivalent (en utilisant la variable arti�cielle) au problème

linéaire (A ~P ) :

(A ~P )

8<:
min �
~A~x+ �q = ~b; q = ~b� ~Aa
(~x; �) � 0:

Soit à l�itération k, on dispose d�un solution réalisable (~xk; �k) pour le problème (A ~P ).
Pour trouver l�itération suivante (~xk+1; �k+1), on cherche un vecteur !K qui véri�e :

~A(~xk + !k) = ~b et ~xk + !k > 0:
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� Étape 1 :
Cherchons !k tel que :

~A(~xk + !k) = ~b:

Comme (~xk; �k) est une solution réalisable du problème (A ~P ), alors le problème ci-dessus
revient à : chercher !k tel que :

~A!k = �kq:

Ce système admet plusieurs solutions. Il su¢ t de calculer une, parmi lesquelles : on cherche
!k véri�ant : �

min



!k � 0


2 : ~A!k = �kq

�
:

Considérons la fonction de lagrangienne :

'
�
!k; �

�
=



!k


2 + ( ~A!k � �kq)�; � 2 Rm+1:

En utilisant les conditions d�optimalité, on trouve la solution optimale sous la forme :

!k = ~At( ~A ~At)�1�kq:

Remarque 4.4.2 1- Le calcul de !k nécessite le calcul de l�inverse de la matrice ~A ~At; à
chaque itération k. on procède comme suit :

Posons :
uk = ( ~A ~At)�1�kq

qui est équivalent à :
~A ~Atuk = �kq:

On remarque que : le système précédent est un système linéaire symétrique dé�ni positif.
2 - Dans le cas où zk est connue, q et ( ~A ~At) sont constantes (cas 1), on résout une

seul fois précédent pour trouver u0, et les autres vecteurs uk; on le calcule (évidement) par
formule simple :

uk = �ku0:

� Étape 2 : Véri�ant si ~xk + !k > 0:

Proposition 4.4.3 Si max
i

��zki �� < 1 alors ~xk + !k > 0 et ~A(~xk + !k) = ~b:
Tel que :

zk = �diag( 1
~xk
) ~Atuk:

Preuve Voir proposition 32 de la section (4:2:2) page 45:
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4.4.4 Algorithme modi�é

Présentation de l�algorithme si z�connue (Karmarkar)

Début algorithme
Initialisation

x0 = a; �0 = 1; x0 = (x0; �0)t et k = 0:

a�)- Si


A0x0 � b0

 � "; stop : xk est une solution optimale de (PL):

Sinon : Calculer u0, la solution du système linéaire :

A0A
t
0u
0 = �0(b0 �A0a):

b�)- Si �k � " stop : xk est une solution optimale de(PL):
Sinon :

- prendre uk = �ku0:
- prendre zk = �diag( 1

xk
)At0u

k:

- Si max
i

��zki �� � 1 stop : xk +At0uk est une solution de (PL):
Sinon : aller à l�étape c�.
c�)- Identique à l�étape c de l�algorithme de original.
d�)- Faire k = k + 1 et retourner à l�étape b�.
Fin algorithme.

Présentation de l�algorithme si z� inconnue (Ye-Lustig)

Début algorithme
Initialisation

x0 = a; �0 = 1; x0 = (x0; �0)t et k = 0:

a�)- Si


A1x0 � b1

 � "; stop : xk est une solution optimale de (PL):

Sinon : Calculer u0, la solution du système linéaire :

A1A
t
1u
0 = �0(b1 �A1a):

b�)- Si �k � " stop : xk est une solution optimale de (PL):
Sinon :

- prendre uk = �ku0:
- prendre zk = �diag( 1

xk
)At1u

k:

- Si max
i

��zki �� � 1 stop : xk +At1uk est une solution de (PL):
Sinon : aller à l�étape c�.
c�)- Identique à l�étape c de l�algorithme de original.
d�)- Faire k = k + 1 et retourner à l�étape b�.
Fin algorithme
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4.4.5 Tests numériques

1) z� connue (Karmarkar)

a - Exemples des tailles �xes

Exemple 4.4.4 :

A =

�
�1 1 0
1 1 1

�
; b =

�
1
2

�
et c =

�
�2 �4 0

�t
:

La valeur optimale est : z� = �7:
La solution optimale exacte est :

x� =
�
0:5 1:5 0

�t
:

Tableau comparatif :

Méthode x� z� itér temps (s)
Alg. original ( 0:4999 1:4999 0)t �6:9999 04 0:31

Alg. modi�é ( 0:5000 1:5000 0 )t �7:0000 03 0:31

Exemple 4.4.5 :

A =

�
2 3 1 2
3 0 �2 1

�
; b =

�
2
0

�
et c =

�
4 1 2 0

�t
:

La valeur optimale est : z� = 0:67:
La solution optimale exacte est :

x� =
�
0 0:67 0 0

�t
:

Tableau comparatif :

Méthode x� z� itér temps (s)
Alg. original ( 0 0:6666 0 0 )t 0:6666 07 0:47

Alg. modi�é ( 0:0004 0:6635 0:0022 0:0031 )t 0:6700 03 0:31

Exemple 4.4.6 :

A =

24 1 �1 1 1
2 1 �1 2
1 1 1 2

35 ; b =
24 34
5

35 et c =
�
3 2 1 3

�t
:

La valeur optimale est : z� = 7:67:
La solution optimale exacte est :

x� =
�
0:34 0 0:67 2

�t
:

Tableau comparatif :

Méthode x� z� itér temps (s)
Alg. original ( 0:3333 0 0:6666 1:9999 )t 7:6666 04 0:32

Alg. modi�é ( 0:3355 0:0011 0:6677 1:9977 )t 7:6700 01 0:15
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Exemple 4.4.7 :

A =

24 2 1 0 �1 0 0
0 0 1 0 1 �1
1 1 1 1 1 1

35 ; b =
24 00
1

35 et c =
�
3 �1 1 0 0 0

�t
:

La valeur optimale est : z� = �0:5:
La solution optimale exacte est :

x� =
�
0 0:5 0 0:5 0 0

�t
:

Tableau comparatif :

Méthode x� z� itér temps (s)
Alg. original ( 0 0:4999 0 0:4999 0 0 )t �0:4999 09 0:78

Alg. modi�é ( 0 0:4999 0 0:4999 0 0 )t �0:5000 07 0:62

Exemple 4.4.8 :

A =

2664
�1 1 1 �1 1 0 0
0 2 �3 2 0 1 0
�3 2 1 0 0 0 1
3 5 4 0:5 0 0 0

3775 ; b =
2664
1
2
0
2

3775 et c =
�
1 1 0 0 1 1 �2

�t
:

La valeur optimale est : z� = 0:
La solution optimale exacte est :

x� =
�
0:5 0 0 1 2:5 0 1:5

�t
:

Tableau comparatif :

Méthode x� z� itér temps (s)
Alg original

�
0:4999 0 0 0:9999 2:4999 0 1:4999

�
0 10 0:78

Alg modi�é
�
0:5000 0 0 0:9999 2:4999 0 1:5000

�
0 8 0:62

Exemple 4.4.9 :

A =

26666664

1 0 �4 3 1 1 1 0 0 0 0 0
5 3 1 0 �1 3 0 1 0 0 0 0
4 5 �3 3 �4 1 0 0 1 0 0 0
0 �1 0 2 1 �5 0 0 0 1 0 0
�2 1 1 1 2 2 0 0 0 0 1 0
2 �3 2 �1 4 5 0 0 0 0 0 1

37777775 ; b =
26666664

1
4
4
5
7
5

37777775
et

c =
�
�4 �5 �1 �3 5 �8 0 0 0 0 0 0

�t
La valeur optimale est : z� = 17:
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La solution optimale exacte est :

x� =
�
0 0 2:5 3:5 0 0:5 0 0 05 05 0 1

�t
:

La solution optimale de l�algorithme original est :

x� =
�
0 0 2:5000 3:5999 0 0:4999 0 0 0:5000 0:4999 0 1:000

�t
:

La solution optimale de l�algorithme modi�é est :

x� =
�
0 0 2:5000 3:5999 0 0:4999 0 0 0:4999 0:4999 0 1:000

�t
:

Tableau comparatif :

Méthode z� itér temps (s)
Alg original �13:2499 13 0:94

Alg modi�é �13:2500 12 0:84

b - Exemple de taille variable

Exemple 4.4.10 (Exemple cube) n = 2m; A [i; j] = 0 si i 6= j ou (i+ 1) 6= j:
A [i; j] = A [i; i+m] = 1; b [i] = 2, pour i; j = 1:::m:
La vecteurs optimale est : z� = �2m:
La solution optimale exacte est :

x�i =

�
x� = 2 pour i = 1:::m
x� = 0 pour i = 1 +m:::n

Tableau comparatif :
Taille Méthode z� itér temps (s)
50� 100 Alg original �100:0000 4 0:47

Alg modi�é �100:0000 1 0:15

100� 200 Alg original �200:0000 4 1:40
Alg modi�é �200:0000 1 0:31

150� 300 Alg original �299:9999 4 3:60
Alg modi�é �300:0000 1 0:78

170� 340 Alg original �393:9998 4 5:00
Alg modi�é �340:0000 1 1:25

Commentaires
Ces tests montrent clairement l�impact de modi�cation sur le comportement nu-

mérique de l�algorithme, exprimé par la réduction du nombre d�itération et du temps de
calcul.

De plus, on a présenté une légère modi�cation de l�algorithme pour le problème
de stricte faisabilité. Cette modi�cation a réduit le nombre d�itération.

2) z� inconnue(Ye-Lustig)

Les expérimentations numériques de l�algorithme modi�é cas où z� inconnue de-
mande une étude plus profonde et beaucoup de soins. Car le choix du test d�arrêt qu�on a
utilisé pour le moment ne répand pas d�avantage pour la résolution complète du problème.
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Chapitre 5

Conclusions & perspectives

Malgré le caractère novateur des méthodes de point intérieur et de leurs résultats,
Karmarkar n�imaginait, certainement pas, qu�il allait déclencher une si longue et si fruc-
tueuse série de recherches et de découvertes dans un domaine, si étudié, de l�optimisation
mathématique.

Par ce modeste travail, nous comptons :
- avoir découvert le domaine est très passionnant,
- avoir dépassé le stade de la simple présentation descriptive,
- avoir apporté une compréhension plus ou moins profonde de la méthode propre-

ment dite, de sa justi�cation et des concepts qu�ils lui sont sous - adjacents.
Nous avons constaté que le domaine a beaucoup évolué. Les méthodes, les plus

e¢ caces et les plus récentes, dépassent de loin celles développées au début des années quatre
vingt.

L�emploi des méthodes de points intérieurs, développées en 1997, à départ non
admissible, combinée d�une technique dite de Mehrota est considérée une innovation dans
ce domaine par Karmakar et autres.

Cependant, certains auteurs préfèrent construire leur théorie sur d�autres formes
que le couple primal - dual présenté dans notre travail.

Actuellement, la méthode de points intérieurs peut être considérée qu�elle com-
mence à atteindre sa maturité et ce, par l�apparition des références faisant suite aux innom-
brables publications de recherche.

La méthode de point intérieur est plus ardue que celle de l�algorithme du simplexe.
Sur la base des travaux de D. Benterki et B Merikhi [16], on est arrivé à proposer

une modi�cation au niveau de la phase 2 de l�algorithme originel de Karmarkar.
Cette modi�cation a permis de réduire, considérablement, le nombre ainsi que le

temps de calcul des itérations. Les tests numériques e¤ectués con�rment l�e¢ cacité de cette
modi�cation.

De plus, une étude préliminaire concernant l�extension de cette procédure à d�autres
covariantes, généralisant l�algorithme de Karmarkar, a été initié dans l�algorithme de Ye-
Lustig.

Cependant, il serait très intéressant de complète ce travail en s�appuyant de près
sur le développement numérique de cette modi�cation pour la variante de Ye-Lustig, et
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estimer le nombre d�opérations de l�itération avec modi�cation et le comparer avec celui de
l�itération sans modi�cation (complexité).

De même une étude théorique et numérique de cette modi�cation peut être élargie
pour d�autre problème tel que la programmation semi�dé�nie (SDP ), la programmation
non linéaire (PNL).
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