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Introduction générale

La programmation linéaire est la branche des mathématiques qui étudie la ré-
solution optimale de certaines problémes de minimisation ou maximisation d’une
fonction linéaire, qui a le sens économique d’'un coiit ou d’un profit, sous des
contraintes linéaires d’égalité et/ou d’inégalité.

Historiquement, la programmation linéaire a été développée en 1947 par George
Bernard Dantzig, Marshall Wood et leurs collaborateurs au U.S. Département of
the Air Force. Jusqu’en 1984, I'algorithme du simplexe était le seul algorithme
connu et utilisé pour la résolution des problemes linéaires. Actuellement, il existe
d’autres méthodes concurrentes (la méthode développée par Khachian en 1979
puis, la méthode des points intérieurs développée par Karmarkar en 1984).

Outre une introduction, ce travail est constitué de trois chapitres et d’une
conclusion. Le premier chapitre est consacré aux rappels sur l'algebre linéaire,
ainsi que la notion des ensembles et des fonctions convexes. Le deuxieme chapitre
traite quelques méthodes de résolution d’un probleme linéaire, dont nous abor-
dons : la méthode graphique; la méthode du simplexe; ainsi que la méthode des
deux phases, la méthode du Big M et la méthode dual-simplexe qui sont tous ba-
sées sur la méthode du simplexe.

Le troisieme chapitre, noyau du mémoire, est consacré a la résolution des pro-
blémes de programmation linéaire avec contraintes d’égalité a variables bornées
par la méthode adaptée qui généralise la méthode du simplexe. Cette méthode a
été développée par R. GABASSOV et F.M KIRILLOVA dans les années 70, elle
utilise une métrique différente du celle du simplexe, dite adaptée. Apres 'introduc-
tion d'un nouveau concept qui est ’estimation de suboptimalité qui estime ’écart
entre la valeur de la fonction objectif & une itération donnée et sa valeur optimale,
nous présentons l'algorithme de résolution, illustré par un exemple numérique.
Finalement, ce mémoire s’acheve par une conclusion générale et une bibliographie.



Chapitre 1

Préliminaires

Introduction

Dans ce chapitre, nous allons présenter, brievement, quelques notions et pro-
priétés sur 'algebre linéaire. Tout d’abord, nous définissons certains types de ma-
trices dont on va utiliser leur propriétés dans la suite du mémoire, ainsi que la
notion des ensembles et des fonctions convexes, en suite, on rappelle quelques no-
tions importantes, pour ’étude théorique.

1.1 Rappels d’algebre matricielle :

Une matrice est un tableau rectangulaire de nombres réels, il peut étre repré-
senter de la maniere suivante :

a1 A12 Q1n

Q21 Q22 Q2p,
A= (ai;) = :

m1 Am2 °° Omp

Les termes représentés dans le tableau constituent les éléments de la matrice.
Ces éléments, notés a;;, sont caractérisés par leur valeur et leur position. L’indice
de ligne 7 et I'indice de colonne j indiqqe la position d’up élément dans la matrice.
Ainsi, 'élément a;; se trouve dans la i®™€ ligne et la j*™€ colonne. Une matrice
composée de m lignes et n colonnes est dite d’ordre (m x n).

Une matrice d’ordre (m x 1) est appelée vecteur-colonne, tandis qu’une matrice
d’ordre (1 x n) est appelée vecteur-ligne. Une matrice dont le nombre de lignes est



égal au nombre de colonnes est une matrice carrée d’ordre n.

1.1.1 Définitions

Matrice nulle :
La matrice nulle, notée 0 n’est composée que des 0.

Matrice diagonale :

Il s’agit d’'une matrice A carrée telle que :
aij = dij7 Sie :]

CLijZO, Sll?é]

Matrice identité(unité) :
La matrice identité est une matrice carrée contenant le chiffre 1 sur la dia-
gonale principale et des 0 partout ailleurs. Elle est notée Id ou bien I.

Matrice symétrique :
Une matrice carrée A est appelé matrice symétrique si A = AT .

Matrice triangulaire supérieure :

Soit A une matrice carrée. On dit que A est une matrice triangulaire supé-
rieure si :
a;; = 0, pour 7 > j.

Matrice inversible :
Une matrice A est dit inversible, ou non singuliere ou réguliere, s’il existe
une matrice A~! telle que :

AATT =A1A=1T.

I étant la matrice unité.

En outre, on dit que A est inversible si et seulement si touts les vecteurs
colonnes et lignes sont linéairement indépendant.



Transposée d’une Matrice :
Soit A une matrice dont les éléments sont notés a;;, ou 7 désigne la ligne et
7 la colonne. La matrice B est la transposée de A si :

bij = Qjy, Vi et Vj
On notera B = A”. On a :
(AT)T — A ’ (AB)T _ BTAT 7 (AT)—l — (A_l)T.

On notera souvent A7 = (A~1)T.

1.1.2 Déterminant

A chaque matrice carrée A4, on associe un nombre appelé déterminant que 1’on
note det(A) ou simplement |A|.
Pour calculer le déterminant d'une matrice carré A(nxn) on utilise le cofacteur A;;
de I’élément a;;, tel que : A;; est égal au déterminant de la sous-matrice obtenue a
partir de la matrice originale lorsque 1’on a éliminé la i®™¢ ligne et la ™ colonne,
o aix G2 G413
multiplié par (—1)“*7. Par exemple soit la matrice A = | a9 a9 ass |,
az1 a3z az3
alors le cofacteur de I’élément a1 est A tel que :

asz2
Et le cofacteur de I'élément aqy par exemple est Ayy tel que :

agy @
Ay = (=1)3+Y det < > aii ) = (=1 (agsa33 — agsass).

A22 = (—1>(2+2). det 011 G13 = (—1)(2+2) (CL116L33 — a13a32).
a31 ass
De la méme manieére on calcule les autres cofacteurs.

Donc :
det(A) = anAn + aindio + -+ - + ainAin = Y a;jAjj.
j=1
- Sitn=1 A = (a),det(A) = a.

. _[a b o
-~ Si:n=2 A—(C d),det(A)—ad be.

1.1.3 Indépendance linéaire :

Avant d’introduire la notion de I'indépendance linéaire, il convient de rappeler
quelques notions essentielles concernant les vecteurs.



Chaque colonne d'une matrice peut étre considérée comme un vecteur; par
convention, un vecteur est toujours un vecteur-colonne. Chaque ligne d’une matrice
peut aussi étre considérée comme un vecteur-ligne et correspond a la transposée
d’un vecteur-colonne.

Les éléments d'un vecteur sont appelés composantes de ce vecteur, lorsqu’un
vecteur possede n composantes, on dit qu’il est de dimension n.

Définition 1.1 :Les vecteurs x1,xo, ..., x, sont dits linéairement indépendants si
et seulement s’il existe des constantes A1, s, ..., \, tel que :

)\1$1+)\2I2+...+)\n(l}n202>>\1:/\2:"':)\n:0,

Sinon ils sont linéairement dépendants ou lié.

1.1.4 Inverse d’une matrice

Nous avons vu précédemment qu’a chaque élément a;; de la matrice A corres-
pond un cofacteur A;;. Nous pouvons, des lors, former la matrice des cofacteurs
(A;;). Cette matrice sera notée A°, donc :

All A12 e Aln

A21 A22 e A2n
AC = (Aij) - : : .. :

Anl An2 T Ann

On dit que l'inverse de A existe si et seulement si : det(A) # 0.
Dans ce cas, A est dite non-singuliere, et :

-1 1 e\T
A7 = A

1.1.5 Rang d’une matrice :

Avant d’introduire la notion de rang d’une matrice, rappelons qu’une sous
matrice de A est une matrice obtenue de A en éliminant un certain nombre de
lignes et de colonnes.

La plus grande sous-matrice est la matrice A elle-méme tandis que la plus petite
n’est composée que d’un seul élément de A.

Remarque 1.1 : L’ordre mazimum d’une sous-matrice carrée d’une matrice A
d’ordre (m x n) est égal au plus petit des entiers m et n.



Soit 7 un nombre entier tel que r < min(m X n). Le rang d’'une matrice A
d’ordre (m x n) est égal a r s’il existe au moins une sous-matrice carrée d’ordre
r qui est non-singuliere et si toutes les sous matrices carrées d’ordre supérieur a r
sont singulieres.

Définition 1.2 : Le rang d’une matrice A est égal a ['ordre de la plus grande
sous-matrice carrée de A non-singuliere.

Dans le cas d’une matrice nulle, on dit que le rang est zéro. Lorsque le rang r d'une
matrice est maximal : r = min(m, n) ; la matrice est dite de rang plein.

Propriété : Si le rang d’une matrice quelconque A est égal a r, alors il y a
exactement r colonnes et r lignes linéairement indépendantes.

1.2 Notions sur la convexité

1.2.1 Ensembles convexes

Soit x7 et x9 deux vecteurs de R™. Le segment de droite joignant I'extrémité
de ces vecteurs est ’ensemble des points :

D={xeR"/z=(1—-a)r, +ar, ac[0,1]}.
Définition 1.3 : Un ensemble C' de R" est dit convexe si :

Vay, 29 € Coa € [0,1],0m a : (1 — @)z + axy € C.

Exemple :

1. La boule unité U = {z € R", || = ||[< 1} est un ensemble convexe.

2. Les ensembles suivantes (ot 3 est un réelle et b € R") : {x € R", b7z > 3}
et {x € R", bTx < B} sont appelés demi-espaces fermés, et les ensembles :
{z € R", bTx > B}, et {x € R*, b'x < B} sont appelés demi-espaces ouverts.
Les deux demi-espaces (fermés et ouverts) sont convexes.

3. Les ensembles de la forme : P = {x € R", Az < b} ou A est une (m x n)

matrice réelle et b € R™ sont appelés polyedres. Les polyedres sont convexes
et fermés.

Définition 1.4 : On appelle combinaison convexe de m-vecteur de R™, x1, o, ..., Ty,
le point
m

a1y + aeTy + ... + apx,, ot oo > 0,Vi=1,....m et Z%‘ =1.
i=1



1
4

Ensemble convexe Ensemble non convexe

FI1GURE 1.1 — Ensembles convexes et non convexes

Définition 1.5 : Soit C' un convexe non vide de R™ et x € C, le point x est un
point extréme (point sommet) s’il ne peut étre exprimé comme combinaison
linéaire convere de deuz autre points de C (s’il n'est pas a lintérieur d’un segment
de droite contenue dans C ). Autrement dit x est un point extréme de C si et
seulement st :

Vay,zo € C\Va €]0, 1,z = ax; + (1 — )z = © = 21 = X9.

Définition 1.6 : soit S un sous ensemble de R™ : On appelle enveloppe convexe de
S lintersection de toutes les ensembles convexes contenant S. On le note Conv(S),
c’est le plus petit ensemble convexe de R™ qui contient S.

Définition 1.7 : ’enveloppe convexe d’un sous ensemble finie de R" : Conv ({x1, g, ..., Txi1})
est appelée polytope.
Remarque 1.2 :

1. Un polytope est toujours fermé et borné (un compacte).

2. Notons que tout polytope est un polyedre bornée.

3. Le nombre de vecteurs linéairement indépendants dans R™ ne dépasse pas
n, alors il ne peut y avoir de simplexe dans R™ possédant plus que n + 1
sommets.



1.2.2 Fonctions convexes

Définition 1.8 : Une fonction F': S C R" — R définie sur un ensemble convexe
S est dite convexe si et seulement si :

V(z,y) € S*, VA €[0,1], FOz+ (1 —=Ny) < AF(x) + (1= A F(y).

F est dite strictement convexe si l'inégalité stricte est vérifiée pour x # vy
et A €]0, 1].

b —— i — —

. ¥ " ¥

Fonctionconvexe Fonctionnonconvexe

FIGURE 1.2 — Fonctions convexes et non convexes.
Définition 1.9 : Une fonction F': S C R" — R définie sur un ensemble convexe
S est dite concave si et seulement si : (—F') est conveze.

Proposition : Une fonction F': S C R" — R est convexe si son épigraphe epi(F)
est un ensemble convexe de R"! c¢’est-a-dire :

F est convexe < epi(F) = {(z,a) € R" x R/ F(x) < a} C R"™ est convexe.

Remarque 1.3 : si F est une fonction affine (F(x) = T’z +b/ c € R*, b e R)
alors F est a la fois conveze et concave.

10



1.3 Inéquations linéaires :

Par opposition a une équation linéaire, une inéquation linéaire est obtenue en
remplagant le signe d’égalité par un signe d’inégalité :

a1T1 + asxot, ..., +a,x, ( z > b.

L’ensemble des valeurs des variables x1, 2o, ..., x,, qui vérifient cette inéquation
est appelé solution de I'inéquation linéaire. Il s’agit d’un demi-espace ouvert ou
fermé selon que 'inégalité est respectivement stricte (<,>) ou large (<,>). Un
systeme d’inéquations linéaires s’écrit comme suit :

anry + ... 4+ awmr, < b
anxri + ... 4+ agr, < b
amiTi + ..+ Gntn < by,

Sous la forme matricielle il est donné par : Ax < b.

Dans le plan R? une inéquation linéaire est une inéquation qui peut étre écrite
sous l'une des formes suivantes :

ar+by<c, ar+by>c, ar+by<c, ax-+by>c

ou a,b et ¢ sont des nombres réels.

Graphiquement, la droite ax + by = ¢ sépare le plan en deux demi-plans. Les
solutions d’une inéquation linéaire sont tous les points de I'un de ces demi-plans
la droite frontiere étant incluse pour < ou >, et elle n’est pas incluse pour < ou
> .

11
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FIGURE 1.3 — Les demi-plans de R2.

Les solutions d'un systeme d’inéquations sont les solutions communes a toutes
les inéquations du systeme. Le graphique d’'un systéeme d’inéquations correspond
a une région S du plan contenant les solutions. Dans le cadre de la programma-
tion linéaire, cette région sera appelée polygone dans le cas de deux variables et
polyédre des contraintes dans le cas générale.

1.4 Résolution des systemes linéaires par la mé-
thode de Gauss :

On appelle systeme d’équation a n inconnu x4, xa, ..., Z,, la famille d’équations :

a1 + 12T 4+ ... 4+ ALy = bl
a91T1 + a9y + ... 4+ QonTy, = b2
Am1T1 + QmaTs + ... + QpnTn = b

Ce systeme peut se mettre sous la forme : Ax=Db;
ou A = (a;;),1 <i<metl<j <n,alors A est une (m x n) matrice réelle
donnée par ses éléments a;;, b € R™ de composantes (by,bs,...,b,) et = est le
vecteur inconnu de composantes (1, Tg, ..., Tp,).

Théoréme 1.1 : Soit A € M,(R) une matrice carrée réelle, une condition néces-
saire et suffisante pour que le systéme Ax = b admet une solution unique est que A
soit inversible, autrement dit det(A) # 0, et dans ce cas le systeme est dit systéme
de Cramer.

12



Résolution d’un systéme triangulaire supérieur :

Soit A € M, (R) une matrice carrée réelle, elle est dite triangulaire supérieur si
a;; = 0, Vi > j; dans ce cas le systéme Az = b est dit triangulaire supérieur, il est
de la forme :

a;1r1 + apprs + ... + apr, = b
ao9To + ... + aopT, = b2
AppTp = bn

Si agr # 0,Vk € [1,n], alors le systéeme admet une solution unique z*, telle que :

b — Z ag;T;
* j=k+1 . —
[L’k—T, k—n,n—l,...,l.

Méthode de Gauss :

Soit A € M,,(R) une matrice carrée donnée et b € R", on cherche une solution
du systeme : Ax=b.
La méthode de Gauss consiste a construire un systeme équivalent plus facile a
résoudre (& matrice triangulaire supérieur).

Remarque 1.4 : Les transformations élémentaires suivantes appliquée a un sys-
téme linéaire nous donne un autre systéeme linéaire équivalent :
— Une équation peut étre remplacée par cette méme équation dont on ajoute ou
retranche une autre équation.
— La multiplication de l’équation par une constante non nul.
— La permutation de deux équations ou deuz variables.

On écrit Az = b sous la forme ANz = b avec AD) = (ag)) =A

et b = (b)) =b.

On peut supposer que méme si on permute des lignes ou des colonnes de AM),
aﬁ) # 0, tel que aﬁ) est le premier pivot de I’élimination.

Pour i=2,3,...,n, on multiplie la 1" équation par : g;; = %L ; (la 1°"° équation

ail
est : agll)xl + a%)a:ﬁ, cey —I—a&)mn = bﬁ”), et on retranche de la "

AWz =M on obtient : A®z =@, o :
AP = (a) 5 b = (),

aﬁ-) = a%); 7=12 .n.

¢ équation de

P =0; i=23,..,n;
ag) :al(Jl)_gzlaZ(jl)? ?::2,3,...,71, J :2’37 y 13

b =

13



0 =0 —gabt; i=2,3,..n;
Plus précisément on a :
(€O I C) B ¢ b2

ol |
(2)
PICIN B I U VE N
0 ay - a? b
Soit A € M, .11 (R) avec :
a1 @iz - G, by
- as1 a cer a9, b
A 21 22 2 2
An1 Ap2 - Ann bn

On définie : A® = (A®\bp?) par :
ag) = a%), 7=12 ..n;
a? =0, i=23,..,n

D =) —gaall, =230, j=23 .0

a
On passe a I'étape suivante, en considérant la matrice composée des (n — 1)

derniers lignes et n derniers colonnes de A®).

Si on a le deuxieéme pivot a%) # 0 (sinon on permette les lignes ou les colonnes),

on construit donc une suite de systémes équivalent de la forme : A%z = b ou les

matrices A® sont données sous la forme :

R O () B

N ¢ R

k—1 k—1 k-1

- ' al(c—lk)—l al(c—ln) bl(c—l )

O I I A
0 0 vev-.

0 0 al®) g b

Cest-a-dire : A®) = (A®N\b*)) avec det(AR)) £ 0.
On peut passer au systeme A®*D et supposer que a;’?j # 0 (ce terme s’appelle le
k®me pivot) pour i = k + 1,...,n.

On multiple la k%7€ ligne de A® par : g;, = gk’;, puis on retranche le résultat du

14



1¢" ligne, on obtient A®*1 définie par :

G — g ®i =1 k= 1,2, 1
o = a® —gua®; i—ktln; j=k+Lnt L

les autres éléments sont nulles.

;‘: la derniere étape, c’est-a-dire, pour £k = n on obtient le systeme équivalent
Ay = p™ telle que :

m (1) A0

ajy Qi - A1y
I A
Aln) —
n—1 n—1 n—I1
a7(1—1n)—1 a’SL—ln) b£L—1 )

nn

En effet, nous avons obtenus un systéme triangulaire supérieur.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté des rappels et quelques notions néces-
saires pour ’étude théorique dans le deuxieme et le troisieme chapitre.

15



Chapitre 2

Méthodes de résolution d’un
probleme linéaire

Introduction

Apres la formulation mathématique des problémes de programmation linéaire,
il devient essentiel d’essayer de voir comment les résoudre. Dans ce chapitre, on
donne quelques méthodes de résolution tel que : la méthode graphique qui est
employée pour résoudre les problémes de dimension deux, ou trois; la méthode
du simplexe qui est la méthode classique la plus courante, elle permet de résoudre
un probléme linéaire sous forme standard ; et aussi la méthode de deux phases et
du Big M qui permettent de trouver une base de départ (base unité) pour faire
marcher 'algorithme du simplexe en tableau ; finalement, on présente la méthode
dual-simplexe.

2.1 La programmation linéaire

La programmation linéaire peut se définir comme une technique mathématique
permettant de résoudre les probléemes de décisions, particulierement, ceux ou le
décideur cherche la meilleur utilisation de ressources pour atteindre un objectif
spécifique comme la maximisation des bénéfices ou la minimisation des cofits. Elle
est utilisée en particulier, dans 'industrie et dans la planification économique ...etc.

2.1.1 Technique de la programmation linéaire

La mise en ceuvre de la technique de la programmation linéaire peut étre sub-
divisé en cinq étapes suivantes :

16



e Premiere étape : Identification du probleme comme étant solvable par pro-
grammation linéaire. Cette identification est le fruit d'une expérience dans
la modélisation mathématique des problemes.

o Deuxiéme étape : Formulation du probléme réel avec utilisation d’un modeéle
mathématique linéaire. Elle se fait en collaboration avec le décideur posant
le probleme.

Troisiéme étape : Résolution du probleme théorique en utilisant les tech-
niques algorithmiques.

e Quatriéme étape : Détermination d’une solution réelle a partir de la solution
théorique.

Cingiéme étape : Vérification de la validité de la solution et modification
nécessaire de la formulation mathématique. Cette étape permet d’affiner le
modele afin d’apporter une solution acceptable par le décideur.

Formulation
lMathématigus
Etape 2
Etape 3

5

yd AN

",
-

Probléme réel en Solution
programme lingaire theéorigue

W

Solution
[ Situation réelle ] réelle

Etape5
validation

FIGURE 2.1 — Principe de la programmation linéaire

2.1.2 Formulation mathématique d’un programme linéaire

Généralement, il y a trois étapes a suivre pour pouvoir construire le modele
d’un programme linéaire :
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1) Identifier des variables de décision, on suppose dans un premier temps que ces
variables peuvent prendre n’importe quelle valeur positive.

2) Identifier les contraintes du probléme et les exprimer par un systéme d’équation
et/ou d’inéquation linéaire par rapport aux variables de décision.

3) Identifier la fonction a optimiser (la fonction objectif) et la représenter sous une
forme linéaire par rapport aux variables de décision. De plus, il faut spécifier
si la fonction objectif est & maximiser ou a minimiser.

Exemple :

Un menuisier désire fabriquer des tables et des chaises, il dispose de 50 unités
de bois et de 90 heures de travail. La fabrication d’une table nécessite 10 unités
de bois et 15 heures de travail, celle d'une chaise, 5 unités de bois et 10 heures de
travail. Une table vendue procure au menuisier un profit de 800 DA ; une chaise
un profit de 500 DA. Combien de tables et de chaises devrait il produire afin de
maximiser son profit ?

Formulation mathématique du probleme :
1) Variables de décision :

Pour modéliser le probleme de ce menuisier, il est commode de commencer
par identifier les variables de décision, dans cet exemple elles sont au nombre de
deux et concernent le nombre de tables et le nombre de chaises a fabriquer, on les
notera :
z1 : nombre de tables.

T9 : nombre de chaises.

2) Contraintes du modeéle :

La premiere contrainte est relative & la quantité de bois dont dispose le me-
nuisier qui ne peut exedre 50 unités, ainsi si le menuisier fabrique x; tables et x5
chaises, il doit consommer respectivement (10.z1) et (5.x2) unités de bois, c’est-
a-dire cette quantité de bois consommé (10x; 4+ 5z2) ne peut exedre les 50 unités
de bois disponibles. Cette contrainte s’exprime par 'inégalité : 10z; + bxo < 50.
La deuxieme contrainte est relative au temps dont dispose le menuisier qui ne
peut exedre 90 heures. La fabrication de x; tables et de x5 chaises demande res-
pectivement (15.x1) et (10.z3) heures de travail. Cette contrainte s’exprime par
I'inégalité : 15x; + 1029 < 90 .

De plus les variables x1 et x5 ne peuvent étre négatives puisqu’elle représentent
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des entités physique concrets. D’ou les inégalités :

1 >0 et 9 >0.

3)La fonction objectif :

La fonction objectif a optimiser dépend du nombre de tables et de chaises
vendus et de leurs prix unitaires, et comme cette fonction concerne un profit, elle
est donc a maximiser, si on la note par Z, elle peut s’écrire comme suit :

Maximiser Z = 800x; + 500x5.
En effet, le modele complet est le suivant :

max Z = 800z, + 5001,
10z, + 579 < 50

() 152, + 1025 < 90
:10120, J]QZO

2.1.3 Structure d’un programme linéaire :

Un programme linéaire s’écrire sous I'une des deux formes suivante :

a)La forme canonique :

max Z(z) = c'x
(p){ Az <b
x>0

ou:x€R"beR™ ceR"{0}, A(m x n) matrice réelle.
b)La forme standard :

max Z(z) = c'x

() Az =10
x>0

ou:z € R"beR™ ceR"\{0}, A(m x n ) matrice réelle.
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Remarque 2.1 :

1- On peut vérifiée facilement I’équivalence entre les deux formes précédentes.

En effet, toute inégalité peut étre transformé en une égalité par une addition
d’une variable positive, dit variable d’écart comme suit :

a?:vgb,- = a;fpx%—ei:bi e; > 0.

Et tout égalité équivaur deux inégalités comme suit :

T
T a; v < b
a.- r = b <=
i ! { —al'z < —b;

2- Pour trouver une solution optimale x* d’un probléme de minimisation, il suffit
de multiplier la fonction objectif Z par (—1), prendre max Z = min(—2) et
la valeur optimale s’obtient par : max Z(x*) = — min(—Z(z*)).

2.2 Résolution graphique d’un probleme linéaire

L’objet principal de cette section est de proposer une méthode de résolution
d’un probléme linéaire ne comportant que deux variables de décision. La méthode
consiste a délimiter l'intersection des demi-plans représentant les inéquations des
contraintes et a rechercher sur le bord de se domaine les points donnant I'optimum
de La fonction objectif.

Avant de présenter la technique de la résolution, on va donner les définitions
suivantes :

Définition 2.1 Une solution x est dite réalisable (admissible), si elle vérifie
toutes les contraintes.

Définition 2.2 On appelle domaine réalisable (admissible), I'ensemble S des
solutions réalisables (admissibles) du probléme.

Définition 2.3 On appelle solution optimale, toute solution réalisable donnant
la meilleure évaluation de La fonction objectif.
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2.2.1 Technique de résolution graphique d’un PL :

Il existe deux méthodes de résolution graphique d’'un PL qui sont :
e Premieéere méthode :

1. Représenter les lignes de contraintes et 1’ensemble des solutions réali-
sables.

2. Localiser la solution optimale.
3. Calculer la solution optimale.

1. Représentation les lignes des contraintes et ’ensemble
des solutions réalisables :

Le domaine hachuré représente le domaine du plan formé par I’ensemble des
points vérifiant touts les contraintes (I’ensemble des solutions réalisables).

- - 4 - ' }{1
e o 4 paE™D 8

FIGURE 2.2 — Ensemble des solutions réalisables

2. Localisation de la solution optimale : Soit le probleme de maximisa-
tion précédent :
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max Z = 800x; + 500z,
1021 + 522 < 50

1521 + 10z < 90

T 2 O, i) Z 0.

(p)

Posons Z = 800x; + 500z, = K qui représente 1’équation des courbes de
niveau. Donc, pour maximiser Z, on cherche la plus haute courbe de niveau
qui a une intersection non vide avec le domaine des solutions réalisables.
Tout point appartenant a cette intersection est une solution optimale .

BRSNS N

Z=2000 Z=3000 Z=4000 Z=4600

FIGURE 2.3 — Représentation de la fonction objectif

Pour minimiser le probléme précédent, c¢’est-a-dire résoudre le probleme P1 :
min Z = 800x; 4+ 500z,

101’1 + 51’2 S 50

1521 + 1025 < 90

T Z O, i) Z 0.

Ce probleme de minimisation ne se différe pas du probleme de maximisation
que par la recherche de la courbe de niveau qui donne la plus petit valeur a
Z, tout en satisfaisant toutes les contraintes du modele.

(P1)
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FIGURE 2.4 — Localisation de la solution optimale.

3. Le calcule de la solution optimale : On a localisé graphiquement la
solution optimale, qui correspond au point d’intersection B des deux droites
D et D’ d’équation respectives :

10x1 + 529 =50 et 15z + 10xy = 90.

Donc : Z(z*) = max Z(z) = Z(x} = 2,25 = 6)T = 4600.
@ Deusiéme méthode :

Théoréme 2.1 : La fonction objectif d’'un PL atteint son mazimum (ou
minimum) en un point extréme de l'ensemble S des solution réalisable.

Ce théoreme nous assure que la solution optimale ne peut étre que sur le
bord du domaine des solutions réalisables, de plus, elle est dans le cas géné-
rale donné par un des points extrémes correspondant aux intersections des
droites de contraintes, ceci nous amene a présenter une deuxieme méthode
qui consiste a :

1. Représenter les lignes de contraintes et 1’ ensemble des solutions réali-
sables.

2. Localiser tous les points extrémes (les points d’intersection des droites
de contraintes).
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3. Calculer la valeur de la fonction objectif en chacun de ces points, et
sélectionner la solution optimale.

Dans I'exemple précédant, les quatre points extrémes correspondent aux
points suivante :

0(0,0) Z
A(5,0) Z—4000
B(2,6) Z=4600 |’
C(0,9) Z = 4500

donc la solution optimale est z* = (2,6) avec Z* = 4600.

Théoréme 2.2 : Le domaine admissible S d’un PL peut étre :

e Vide : Dans un tel cas le probléme est non réalisable (et ne posséde évi-
demment pas de solution optimale).

e Borné (et non vide) : Le probléme posséde toujours au moins une solution
optimale quelle que soit la fonction objectif.

e Non borné : Dans ce cas, selon la fonction objectif choisie :
-Le probleme peut posséder des solutions optimales infinie.

-1l peut exister des solution admissibles de valeur arbitrairement grande (ou
petite) dans un tel cas le PL n’admet pas de solution.

Théoréeme 2.3 : Si la fonction objectif atteint son mazximum en plusieurs
points extrémes, elle prendra alors cette méme valeur maximale en tout point
qui est combinaison linéaire convezxe de ces points extrémes. Autrement dit,
I’ensemble des points maximums est convexe.

Preuve :

On a la fonction Z(z) = cTx est concave (car elle est linéaire); supposons

(z!,2?) € S? deux points maximums de Z :

= Z(2') = Z(2*) = max Z(x).

zes
Soit y = Azt + (1 — N)z?, A € [0, 1], alors :
ZOAz' + (1= N)2?) > A Z(2Y) + (1 = N Z(2?).

> AZ(z") + (1= N Z(2") = Z ().
= Z(y) > Z(z') = y est un ponit maximum de Z.

En effet, 'ensemble des points maximums forme un ensemble convexe.
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2.3 Meéthode du simplexe

La méthode du simplexe a était crée par 'américain Géorge Danzig (1914-2005)
en 1947 et elle a été connue en 1951.
Le mot “simplexe” dans ’appellation de la méthode est dit :
— soit au fait que ’ensemble des contraintes S a toute les propriétés mathéma-
tiques des simplexes.
— soit au fait que 'algorithme utilise les points sommets simples (non dégéné-
rés) du polytope S.

Définitions et résultats fondamentaux
Considérons le probleme linéaire suivant :

max Z(z) = c'x

(p) { Az =0

ou:x €R"” ceR"{0}, b€ R™ A(m x n) matrices réelle.

Soit : I = {1,2,---,m} ensemble des indices lignes de A (les indices des
contraintes) ;

J={1,2,--- ,n} ensemble des indices colonnes de A (les indices des variables) ;
A=A(Il,J) = (a1,as,...,a,) = (a;,j € J) ie : a; sont les colonnes de A.
avec rang A =m < n.
On pose : S ={zr € R"/Az =b,z; > 0,Vj =1,n} .
S est appelée I'ensemble des solutions réalisables (ensemble des contraintes), et
Z(x) est la fonction objectif.

Le probleme (P) consiste a trouver un point z* € S tel que :

Z(x*) > Z(x),Yr € S <= Z(2") = max Z(z)

z€eS

(ie : * est la solution optimale de (P)).

Définition 2.4 :On appelle base du probléme (P) toute sous matrice carrée
AB = A<Ia JB) ou JB = {j17j27 o 7jm} - J7 tel que - det(‘AB) 7& 0.

Soit Ap une base du probléme (P), posons : Jy = J\Jg;
Donc : A = [Ap | Ay], tel que : Ay = A(I, Jy) est une sous-matrice de A de
type (m, (n —m)), formée des vecteurs de A qui ne sont pas dans la base Ap, ces
vecteurs s’appellent les vecteurs non basique (ou bien hors base).
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De méme on peut partitionner x et ¢ comme suit :

B
ol = (z1, 29, ), T = ( )

TN

rp : est le vecteur de variables de base;
xpy : est le vecteur de variables hors base.

C
CT: (017027”' JCTL>7 Cc = ( B>7

CN

tel que cg et ¢y sont les vecteurs correspond aux vecteurs de variables de base et
hors base respectivement.

En effet on aura :
ABxB+ANxN =b. (21)

On appelle solution de base (associée a la base Ag), la solution particuliere de
I'équation (2.1) obtenue en posant zx = 0.
xp est alors déterminé d’une fagons unique en résolvant le systeme : Agzrg = b.

Ce qui donne : x5 = Az'b, donc :

1
T = (J;B) = (AB b) est la solution de base.
N 0

Une solution de base est dite réalisable si xz > 0 , c¢’est-a-dire : Aglb > 0.

La base correspondante a la solution de base réalisable est appelée base réali-
sable.

Une solution de base réalisable est dite dégénéré si le vecteur zp = Az'b a des
composantes nulles, et elle est dite non dégénéré ou bien simple si :
rp = Aélb > 0.

2.3.1 Caractérisation des points extrémes
Théoreme 2.4 Soit le programme linéaire :

max Z(z) = c'x

(p) { Az =0
x> 0.

Soit le polyédre convexe S = {x € R"/Ax = b,x > 0}, alors :
(x € S est solution de base réalisable) < (x € S est point sommet de S).

26



Corollaire :

Le polyedre convexe S = {x € R"/Az = b,x > 0, } a un nombre fini de points
extrémes qui ne dépasse pas C)".

|
Autrement dit, le nombre de points extrémes de S < CJ*, ou C)' = S L
m!(n —m)!
2.3.2 Critere d’optimalité
Formule de ’accroissement de la fonction objectif :
Considérons le probleme de programmation linéaire suivant :
max Z(z) = c'x
(P) ¢ Az =10
x>0
avec : A= A(I,J); I ={1,2,--- ,m};J ={1,2,--- ,n} et rang A = m.
Soit & = (x1, 29, ,x,) une solution de base réalisable, et Ap = A(I, Jp) la

matrice de base associée, avec Jp est les indice de base.

Soient Jy = J\Jg, Ay = A(I, Jy), et x = (;"ﬁ) tel que :
rp ={r;,j € Jg} = z(Jp),on = {7;,j € Jn} = 2(JIn).

c= (), tel que : ep = {¢;,j € Jp} = e(Jn),on = {¢;,5 € In} = e(Jn).

C

Introduisons une autre solution de base réalisable T quelconque tel que :
T=x+Azvalors: AZ =T —clo=c'(x+ Azx) — T,
alors on aura :

AZ =c" N (2.2)

Comme z et T sont tout les deux des solutions réalisables alors :

{Ax:b = Az—2)=0= AAxz=0

AT =b
ANz =AgNag+ Ay DN ay =0 (2.3)
= Awp = —Az' Ay A zy. (2.4)
De (2.2) et (2.3) on aura : AZ =l Az =ch(—Az' Ay A ay) + ek Ay
= ANZ = —(ch A5 Ay — cn) A oy, (2.5)

Construisons le vecteur des potentiels U = U(I) € R™, donné par :

UT = cL AR (2.6)
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et le vecteur des estimations £ = E(J) € R™ donné par ET = UTA — cT, en effet,
on aura :

EL = E(Jp) =UTAp — & =0,

(2.7)
l;% ZZIE<JN) Zil]TfiN _'C%u
De (2.6) et (2.7) on aura :
NT = —(UTAN - C%) AJ?N == Ejj\; A.TN
donc :

JjE€JIN

Critere d’optimalité :

Soit x solution de base réalisable du probléme (P) avec Ap = A(I, Jg) la base
associée.

Théoréme 2.5 (Critére d’optimalité) :
1) L’inégalité :
Ex = E(Jy) >0, (2.9)
est suffisante pour l'optimalité de la solution de base réalisable x.
ie : En > 0= x est une solution optimale.

2) Cette méme condition est aussi nécessaire si x est non dégénérée.

Preuve :

1) On montre que si “Ey > 0 = z est une solution optimale”, on a z est une
solution de base réalisable =z = (ii), rg > 0etzy=0.
Soit T une solution de base réalisable quelconque et Ty > 0 alors :
Axy =Ty — oy =Ty > 0.
De (2.8)ona: ANZ =2(x)— Z(z) = —FEL A xy.
si:Ey>0 = AZ=—-FELAay <0.
= Z(x) > Z(z),VT € S.
= x est une solution optimale du probleme (P).
2) On montre que si z est une solution optimale non dégénéré du (P) = Ey > 0:
On a : x est une solution optimale non dégénéré c’est-a-dire :

z; >0, V] € Jg. (2.10)
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Démontrons par absurde I'implication ( “<" ) :
Alors supposons que Ey # 0, c’est-a-dire : Jjy € Jy tel que Ej, < 0.
Construisons alors un vecteur T de la forme :

T=x+0l avec: 0 >0 RetlecR" tel que:

Al =0. (2.11)
lﬂ_{o si jAg SN

L= (;2)  tel que = Ip = U(Jp), Iy = ().

Ona: AT = Av +0Al = Az =b. (car Al =0).
Tp = xp + 0lg T vérifie les contraintes.

De (2.11) on aura : Al = Aglg + Ayly =0
= lg = —AglANlN, ona: Axly = jy -

= lp = —Az'aj,. (2.12)
Donc :
Tp =xp + 0l
=xp — 0A5 . (2.13)
Ty =y +0ly =0y > 0. (2.14)

De (2.13) et (2.10) on déduit que pour un 6 suffisamment petit, Tz > 0.
Donc on a :

{ ;41;20 b —> T est une solution réalisable de (P).

De (2.8) on aura :
ANZ=cT—c"e=-> E;Au

J€IN
=—0 > Ejl;=—-0E; >0. (2.15)
J€IN
Alors 37 € S, tel que : Z(T) > Z(z); Yz € S, donc :
x n’est pas une solution optimale de (P).
Ex # 0= z n’est pas optimale.
En effet, si x est une solution optimale non dégénéré = Ey > 0.
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Condition suffisante pour ’existence d’une solution optimale non borné :

Soit le probleme :
T

max Z(z) =c'x
(P)s Az =1
x>0
Admettons que pour une solution réalisable de base x, le critere d’optimalité (2.9)
n’est pas vérifié, c’est-a-dire : 3jy € Jy tel que : Ej; < 0.

On utilise les relations (2.13) et (2.14), si :Az'a;, < 0 on aura :

Ip =X — 914231(1]'0 >0, Vo > 0.
fN:ZEN—f—@lN ZO

Alors T est une solution réalisable.

De (2.15) on a :
NZ =—0E;, >0,¥0>0= 6" alos AZ .

Théoréme 2.6 : Si parmi les composantes non basiques du vecteur d’estimation
Ey, il existe une composante E;; < 0 qui correspond au vecteur Aglajo <0, alors
la fonction objectif n’atteint pas son mazximum c’est-a-dire : le probléme est non
borné.

2.3.3 Algorithme du simplexe :
Principe de la méthode :

Géométriquement, 'algorithme du simplexe s’interprete comme un chemine-
ment d'un point extréme a un autre point extréme adjacent de long de la frontiere
de S (S est 'ensemble des solutions réalisables).

Algébriquement, la procédure s’interprete comme la détermination d’une suite
de bases adjacent Apg,, Ap,, ..., Ap, et de solution de base réalisable 0, z!, ..., 2%,
jusqu’a 'obtention d'une base optimale et ainsi une solution optimale.

Amélioration de la fonction objectif

Soit x une solution de base réalisable du probleme (P) et Ap = A(I,Jp) la
base associé.

1) Si le critere d’optimalité (2.9) est vérifié alors x est solution optimale de pro-
bleme (P).
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2) Sinon, deux cas peuvent se représenter :

i) 3jo € Jy telque : Ej, < 0et Az'aj, <0, alors le probleme (P) est non
borné (d’apres le théoreme(2.3)).

ii) Pour jo € Jy tel que : Ej, < 0 et le vecteur Az'a;, possede des com-
posantes positives alors avec ’algorithme du simplexe on construit une
nouvelle solution, qui assure un accroissement maximal de la fonction
objectif d’apres la relation (2.15).

Alors, il faudra choisir le nombre 6 aussi grand que possible et 'indice
Jo tel que :
E;, =min[E;,j € Jyl. (2.16)

On prend @ le plus grand possible tel que le vecteur T donné par les
relations (2.13) et (2.14) soit une solution réalisable :

fB =B — QAglajO,
Ty =axn +0ly > 0.

Pour cela il faut avoir :

TB:xB+€l320:>Tj::cj+6lj20, VjEJB. (217)
En posant : Ag'a;, = X(Jg) = {z,j,, j € Jr}.
De (2.13) on aura :
Tj =T; — el’jjo, VJ S JB. (218)
Pour les zj;, > 0 on doit avoir :
lL‘j .
0 < —— pour j€ Jg. (2.19)
Lijo
Les composantes de T; sont tous positives T; > 0 (si x;;, < 0).
Si § < min{h; = b , jj, > 0, j € Jg}, alors le vecteur 7

JJ0

construit avec (2.13) et (2.14) sera une solution réalisable du probleme
(P).

x .

Remarquons que pour § > min{f; = —

Jjo
teur T aura des composantes négatives, donc il ne sera pas une solution
réalisable.

, T >0, j€ Jp}levec

Par conséquent la plus grand valeur 6° telle que : T = x + 6°1 soit
solution réalisable est égale :

0 =0, = ;’i — min{f; = ;—J 15, >0, jE 5. (2.20)
JJo JJo



Dans le cas ou x est une solution de base réalisable non dégénéré, la
valeur de 0° sera strictement positive et en vertu de la relation (2.15)
on aura :

Z(7) = Z(z) — 0°Ex > Z(z).

Montrons que le vecteur T = x + 0°1 est solution de base réalisable :
Remarquons que :

xj:szoaj#]bajEJN-

le =T — QoAgliL‘jo =T — 901‘]‘1]’0
=5 — ¢ Ljrjo = 0.
j1do
Le vecteur T & (n — m) composantes nulles.
z;=0,j€ Jy tel que: Jn ={(Jn/jo) U1}
ZB:A(I,TB) avec 732{(J3/j1)U]0}:J/7N

Pour que Ap (matrice associé & Tg) soit une base réalisable on doit
démontrer que les vecteurs a;, j € Jp sont linéairement indépendants.

Posons :
AB = AB(I, JB)
Agl = Agl(‘]Ba[) = (uijai S JB)j € I)
ABAEI = ]m = Z a; Uiy = €5, ] el (221)
i€Jp

On va faire sortir le vecteur a;, et rentrer a;,.

Ag'aj, = X (Jp) & aj, = ApX(Jp)

A, = Z Qi Tjjq - (222)

i€Jp

z;,j, par construction (2.20), alors de (2.22) on déduit :

Qj, = 2o Qilijo = A5, Tjjo T 2 Qi

i€Jp iEJB/jl
> e,
a; icJg/j
= a5, = 20— - B/J.l.
%140 %140
De (2.21) on aura :
a/. x..
Jo 1) . .
T Uy, 5 + Z ai(uij - :1,’7) =€ ] el (223)
J1jo i€/ Jijo
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Formons la matrice u = u(Jp,I) = (u;;,i € Jp,j € I);
ou :
0 i # ot € Jp,j €1,
J1J0
Yl gig = jo,j €.

Tj140

(2.24)

De (2.24) on aura : Z iy = ej,7 € I, Cest-a-dire : A(I, Jp)u = I,.
€Jp

Ce qui montre que Ag = A(I, Jp) est inversible et que :

—1

A, =u (2.25)

Remarque 2.2 Les élémentsu;; de la matrice inverse de Ap = A(I, Jp)
sont calculés en fonction de ceur de Ag' et des composants du vecteur
Al}lajo.

—-1 N .
On peut encore calculer Az de la maniere suivante :

A, = A5 (Tp, 1) = D(T g, Jp) A5 (Jg, ). (2.26)
1 si =7,
0 si i #J,7# 0,
Ouw:D =D(Jp,Jp) = (dij,i € Jp,j € Jp), dij =1 =, St 1#Jo.J =],
L si i=jo,J =ji.
J1J0

En posant :

Jp = {i1,d2, o i1, Tk = J1, Tht1y oo B )

Jp = {ilai% "'77:k—1a7:k = jO)ik—‘rh 7Zm}

10 0 0 —=& 0 0
J1Jo

01 0 -+ 0 =20 0 -0 0
J1J0

D:D(jB,JB): :

0 -+« oo o 0 x‘1‘ 0 --- 0
7170

0 -« oo oo 0 % 0O --- 0
J1J0

En utilisant tous les résultats précédant, I’algorithme du simplexe s’écrit :

33



Schéma de l’algorithme :

Soit Jp les indices de base, avec Ap est inversible et x est une solution de base
réalisable.

Etapel : Calculons U? = cZA5"
Etape2 : Calculons E; = Ula; —¢j, j € Jy.
Etape3 : Il y a deux cas :

1. Si: E; >0, Vj € Jy, alors z est une solution optimale du probleme
(P), et le processus de résolution est terminé.

2. Sinon : Jjp € Jy tel que : Ej, <0, Ej, = min{E;, j € Jy} et calculons
le vecteur Az'aj, = X (Jp) = (2}, j € Jp) :

a) Sile vecteur Az'aj, < 0 alors : le probleme (P) est non borné ie :

sup Z(x) = +00, et le processus est arrété.
zes

b) Sinon :
— Calculons : 0° =6, = min{—, x;;, >0, j € Jp} = —.
Jgjo L1340
— Calculons : T = (Tp, Tn), tel que :

T(JB) = $(JB) — HoAglajO
T;=2;=0,j¢€ (JIn/jo)
Ty, = 09,

— Posons :

J = (Jp/j1) U Jo;
Jn = (In/jo) Ui

A Paide de la relation suivante calculons :
Ay = A5 (T, 1) = D(Jp, J5) A5 (J, T),
ouD = D(jB, JB) = dij, 1€ jB, ] € Jg.
1 si1=j,
o sii = jo, J = J1,
Avec : d;; =
0 sii#j, Jj# Ju

_:L'ijo

sii # jo et j = Ji.

Tj140
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En posant :

JB = {il,ig, --wik—l’ik = jl;ik—i-h ,Zm},
Jp = {i1, 2, s Tk—1, 1k = Jo, Tkt 1, s T }-

Etape4 : Aller a I'étape 1 avec Jg = Jp.

Théoreme 2.7 : Sous l’hypothése de non dégénéréssance, l'algorithme du sim-
pleze converge en un nombre finie d’itérations (qui ne peut pas dépasser le nombre
de sommet de S).

Preuve : Il suffit d’observer qu’il existe un nombre finie de point sommet de
S (< C™), et que la croissance stricte de la fonction objectif Z interdit de passer
deux fois méme point sommet (Z(z%) < Z(z!) < ....).

Exemple :
Soit le probleme (I’exemple précédent) :

max 4 = 800z; + 500z,
101‘1 + 51’2 S 50

1521 + 1025 < 90

21 20,29 >0

(PL)

max Z = 800zx1 + 500z + Oe; + Oeqy
101‘1 + 51’2 + e = 50

151[’1 + 10$2 + €2 = 90

21 20,292>0,e1>0,e22>0

Le programme standard de (PL) est :

a1 Az az G4

(105 10\ , [(50\ 4
A_(15 0 0 1>,b—<90>,c _(800,500,0,0).

Ona:rang A=2. 27 = (21,29,e1,e0); J={1,2,3,4}; 1 = {1,2},

0 1 01
Jp = {3,4}, Jy = {1,2}.

10 5
Av=1 15 10 )¢

B =
_ 10 50 50
Ona:xB:ABlb:<0 1><90>:<90>.
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Donc : 2 = (0,0,50,90)7 est la solution de base réalisable de départ associée a

Ap,.

Itération 1 :

Etapel : Calculons U7 :

UT:ch;:(o,o)<(1) ?):(0,0).

Etape2 : Calculons Ey :

10 5 800 800
EN:UTAN_CN:(O’O)<15 10)‘(500>:<—500><0‘

Etape3 : On a: £j, = min{E;,j € Jy} = min{—800, —500} = —800 = j, = 1.

e P B
Calculons le vecteur Az a;, = Az a; :

ABa=<é$><}g>:<ig>

Ona: Agz'ay = {r;,5 € Jg} > 0 donc :

— Calculons :
€T T 50 90
0;, = 2 =min L x5, >0,j€J _{}
J Tj mln{levle yJ B min 10715

= min{5,6} = 5.

93:5:>j1:3.

— Calculons : 7 = (Tp,ZTy).

_ 50 10 0
ona:xB:xB—HgABlalz<90>—5<15>:<15>.

Tj=2;=0,j € (In/{1}) = T2 =0.

T1:93:5:>f]\/: (5)
5
_ 10
Donc : 7 = 0
15
— Posons :

Jp = (Jp/j1) Ujo = {1,4};
Jn = (JIn/j0) U1 = {3,2}.
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- - 10 0 15
DODCAB:A(JB):<15 1>,AN—A(JN> (O 10)
ch=c"(Jp) = (800,0 ), ek =cT(Jy) = (0,500 ).

On a : det(Ap) =10 — 0= 10 # 0.
— 0
-1 < L 1 0\ _ |10
Alors : Ay = det(ZB)(COHVAB) =10 < 15 10 ) = ;
2
2
Itération 2 :
On pose : Jg = Jp ={1,4}, Jy = Jn = {3,2}.
At =Ay Ay =An, 5 =75, L =¢k, v =7.
Etapel : Calculons U7 :
1
— 0
) 10
UT = chAz! = (1800,0 ) = (80,0 ).
3
21
2

Etape2 : Calculons Ey :

EN:UTAN—CN:(80,0)<(1) f0>—(0,500):(80,—100)<0.

Etape3 : On a : Fj; = min{E}, j € Jy} = min{80, =100} = —100 = j, = 2.

e B
Calculons le vecteur Az a,, = Az as :

L 5 1
10
-3 1 ;

On a: Agz'ay = {zj9,7 € Jy} > 0 donc :

— calculons :
T . T . o [5 15
0; = —= :mln{],SL‘]'2>0,J€JB}:mm{175}
Tj2 Zj2 2 2

= min{10,6} = 6.
84 =6= jl =4.

— Calculons : 7 = (Tp,Zy) :

Ona:xB:xB—94ABla2:<?5>—6

DO | Ot DN | =
Il
VR
(el \V}
~—
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Tj =12, 0,]6(JN/2):>T3:0
.T2:84—6:>.TN: g
Donc : 7 = ( 2,6,0,0 )T

~ Posons : Jp = (Jg/j)Ujo={1,2}.
Jn = (In/Jo) Ujr = {3,4}.

— — 10 5 — —= 1
Donc:AB:A(JB)=<15 10), ANZA(JN):<O

ch=c"(Js) = (800,500 ), e = cT(Jy) = (0,0 ).
On a : det(Ap) = 100 — 75 = 25 # 0.

i)
~

2

. 1 _ 1 10 —5 )
At — ol AN — —
B = de(a,) v AE) = o ( ~15 10 ) ;

>

(SR

o] DN

Itération 3 :
On pose : B
Jp=Jp=1{1,2}, Jy=Jn =1{3,4}.

-1 A A T =T T =T —
AB :AB 5 14]\[:14]\/'7 CB:cB7 CN:ch xr =2x.

Etapel : Calculons U7 :

UT = ch Az = (800,500 ) ° = (20,40 ).

ot w
(G201 \)

Etape2 : Calculons Ey :

EN:UTAN—CN:<2O,4O><(1) ?)—(0,0):(20,40)>0
E; >0, V) € {3,4}.

Donc : = (2,6) est une solution optimale de Z, et la valeur optimale
Z(xz*) = max Z(x) = 800(2) 4+ 500(6) = 4600.
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2.3.4 Algorithme du simplexe en tableau :

Le tableau simplexe est un tableau qui rassemble tous les éléments nécessaires
pour faire marcher 'algorithme manuellement, en essayant d’éviter le calcule de
Iinverse de la matrice de base Ap dans chaque itération, en utilisant a chaque
itération la base unité.

La méthode du simplexe consiste a transiter d’'un sommet du polyedre convexe
a un autre, en améliorant la valeur de la fonction objectif, jusqu’a 1’obtention
du sommet qui assure une valeur optimale. Or, comme chaque nouveau sommet
correspond a une nouvelle base réalisable, il est nécessaire de pouvoir effectuer
algébriquement le changement de base grasse au pivotage, afin, d’avoir une base
unité.

-Dans chaque itération simplexe il faut :

1. Choisir une variable entrante.

2. Choisir une variable sortante.

3. Faire le pivotage pour que la variable entrante prend la colonne de la variable
sortante dans le systeme d’équations.

Le premier tableau du simplexe reprend les éléments du programme linéaire
standard (PLS), supposons que les variables de base (VB) sont z;, j € Jp et les
variables hors base (VHB) sont z;, j € Jy.e premier tableau du simplexe est
représenté comme suit :

| Base | af | T (b6 ]

Irp AB:[ AN

7 |EL=0|EL=UTAy—J%| Z=

TABLE 2.1 — Le premier tableau du simplexe.

L’intérét du tableau simplexe est de rassembler de facons condensée tous les
éléments nécessaires au déroulement de 1’algorithme du simplexe. En effet, la solu-
tion de base réalisable s’obtient par lecture directe du tableau, comme les (VHB)
xj, j € Jn sont nulles, c’est-a-dire :  xy = 0.

En outre, le vecteur de variable de base : x5 = Az'b = Ib =b,
alors :
7 = chap + CNTN = Chrp = Chb.

En fin, le vecteur des estimations Ey est obtenue par lecture directe de la der-
nier ligne du tableau, il permet en particulier de voir immédiatement si la solution
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de base courante est optimale (Ey > 0) ou non.

2.3.5 Changements de bases
a) Critére d’entrée dans la base :

Une variable hors base z; candidate a entre en base est celle qui possédé le
coefficient le plus petit dans la fonction objectif. Il est définie par I'indice jo tel
que :

Jo = arg ]rrel}g E;.

b) Critére de sortie de la base :

Une variable de base z; quitte la base c’est-a-dire, sera hors base, celle définie
par l'indice j; qui s’obtient par :

J1 = arg ]rrelbg 0;.
Tel que : §; = min{é—jo,xjjo > 0,5 € Jg}; xj,j, est le pivot.

Critére d’arrét :

La solution de base courante est optimale si tous les coefficients £; > 0, j € Jy.

Renouvellement des tableaux (opération de pivotage)

(k)
]
de la €€ ligne et la j¢€ colonne du k€ tableau et ayf;-() le pivot du k€€

tableau.

Soient jj et j; les indices des variables entrantes et sortantes, soit a,.’ I’élément

(k)
(k+1) _ %15 .
g T (k)
J1jo
. k+1 k k k k)N, e
— Regle Z : a§j+ ) = agj) - (ag-u)» X az(jo))/(ag-u)»o); i#£j0;j=1,...,n+ 1

— Ligne pivot (Diviser sur le pivot) a

S

nouveau élément =

élément correspond dans la ligne du pivotxélément de la colonne du pivot
prvot

ancien élément—
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Exemple :

Soit le probleme (I’exemple précédent) :
max /4 = 800x; + 500z,

10z1 4+ Hxy < 50

1521 + 1025 < 90

x1 20,29 >0

(PL)

max Z = 800z + 500z + Oe; + Oes

. 10271 + 512 +e = o0
Le programme standard du (PL) est : 1521 + 102y + 3 = 90

120, 202>20,e1 20,620
a; Qo Az Q4

(B 518 0-(3) -

15 10 0 1 90
T1
x = 22 , J={1,2,3,4}, I ={1,2}, on a : rang A = 2.
1
€2

Jg ={3,4}, Jy = {1,2} = la base initiale est : Ap = ( (1) 2 >

4 (10
= A _<0 1),

etAN:Gg ?o)’ c5=(0,0), ex = (800,500 ).

Ona:xB:Aglb:<gg>:<gg>.

EN = UTAN — CN = CgAélAN — CN = —CN = ( —800, —500 ) = ( El,EQ )
La solution de base réalisable associé a la base Ag = I, est 2° = ( 0,0, 50,90 )T
avec : Z(z%) = 0.
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base | 71 2 ep ey | b |0 )

- M 3 T 0 5005 min{—800, —500} = —800 = =
61 5 10 ol1 loole rentre dans la base.

2 .

- min{5,6} = 5 = e; sorte de la

Z -800 | -500 |0 |0 | Z=0 base.
base |71 | @2 |ex |ex|b |6 min{—100} = —100 = =
21 1| 1/2 11/10 10 |5 |10 rentre dans la base.
€ 0 [|5/2(|-3/2 |1 |15|6 min{10,6} = 6 = ey sorte de la
Z 0 |-100 | 80 0 | Z=4000 base.
base | 21 | 25 | &1 e b 1o Le critere d’optimalité est véri-
I 10 [2/5 [-1/5]2 fié, la solution optimale est d’op-
o 0 |1 |-3/5[2/5 |6 timalité x* = (2,6) avec Z(z*) =
Z |0 [0 |20 [40 |Z=4600 4600.

Problémes linéaires particuliers
Le probléme non réalisable :

Un programme linéaire est dit non réalisable si certaines des ses contraintes
sont contradictoires, lorsque un tel cas se présente, la formulation doit étre revue
on reconnait tel modele, a la fin de la phase 1 de la méthode des deux phases ou
la méthode du big M par la présence d’une variable artificielle non nulle.

Le probléme non borné :

Un programme linéaire est dit non borné si son optimum est infini. On reconnait
un tel cas, lorsqu’a une itération donnée du simplexe, tous les éléments de la
colonne de la variable rentrante sont négatifs ou nuls.

Le probléme linéaire a infinité de solutions optimales :

Ce type de modele apparait lorsqu’a la fin de la résolution par la méthode du
simplexe, une variable hors base possede un coefficient nul dans la fonction objectif.
Dans ce cas une itération supplémentaire donnera le second point extréme.

2.4 Obtention d’une base réalisable de départ :

En principe dans 'algorithme du simplexe on peut prendre n’importe quelle
base réalisable comme base de départ.
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Généralement, on s’arrange pour avoir une matrice unité comme base de dé-
part, en transformant le probleme initiale par 1’ajoute des variables artificielles
(supplémentaires) y; > 0 et appliquer, en suite, I’algorithme du simplexe en deux
phases appelé méthode de deux phases ou encore utiliser la méthode du Big M
(pénalité).

2.4.1 La méthode des deux phases

Lorsque les problemes de PL ne permettent pas de mettre une solution de base
réalisable en évidence, nous pouvons utiliser la méthode des deux phases pour es-
sayer d’en générer une. Comme son nom l'indique, la méthode des deux phases est
composée de deux étapes.

Mais avant de lancer la premiere phase, il faut d’abord transformer le probleme
de programmation linéaire sous forme standard, en ajoutant des variables d’écart et
des variables artificielles nécessaires, et construire la fonction objectif artificielle ¢
en changeant les coefficients de la fonction objectif originale de la maniere suivante :

nbr
maXZ:ch maxgp:—ziyk
(PLS)q Az =1b — (PLA) k=1
B r>0,y>0

Tel que : le (PLS) est le programme linéaire standard et son PL auxiliaire as-
socié (PLA), et nbr est le nombre de variables artificielles ajoutées, le vecteur x
est constitué des variables de décision et de variables d’écart et le vecteur y des
variables artificielles.

Le principe de la méthode des deux phases consiste a appliquer le simplexe en

deux phases :

— Phase 1 : Résoudre le Probléme auxiliaire (PLA) par la méthode du sim-
plexe. Si le probleme possede une solution optimale finie, alors cette solution
est de base réalisable pour le (PLS).

— Phase 2 : Résoudre le (PLS) en utilisant la solution obtenue a la fin de la
premiere phase comme solution de base réalisable de départ.

Algorithme du simplexe en deux phases :

1. Mettre les contraintes sous forme d’égalités.
2. Rendre positif le second membre des contraintes.

3. Introduire les variables artificielles dans les contraintes.
4. Phase 1 : résoudre le (PLA)
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v’ Sitous y; = 0 (¢ = 0) passer a 5.
v" Sinon FIN. Le probleme est non réalisable.

5. Phase 2 : Résoudre le (PLS) en utilisant la solution obtenue en 4.

Remarque 2.3

1. Il n’est pas toujours nécessaire d’introduire m variables artificielles pour les
contraintes, il suffit de les introduire en nombre suffisant pour avoir une
premiere solution de base réalisable.

2. Lorsqu’une variable artificielle sorte de la base, elle ne doit plus étre prise
en considération dans la suite de la procédure.

3. Dans la méthode des deux phases, le premier tableau du simplexe de la phase
2 est identique au dernier tableau du simplexe de la phase 1, a l'exception de
la ligne des Ej, qui est modifiée.

Exemple : Résoudre par la méthode des deux phases le PL suivant :

max Z = bxy + 619 max Z = bxy + 624

—ZE1+JI2§4 —l’1+$2+61:4

ox1 + 39 = 60 Forme standard ¢ 5z; + 322 = 60

i) Z 5! Tg — €9 = 5!

r1 2 0,29 > 0. 21 20,29 > 0,e1 > 0,62 = 0.
-1 11 0

A = 5 3 0 0 |, donc il faut ajouter deux variables artificielles a la

0 1 0 -1

deuxieéme et la troisieme contrainte. Le PL auxiliere (PLA) associé est :

max ¢ = —y1 — Y2
—T1+x04+e1 =4
51’1 +3£L‘2 +y = 60 ...... (1)
To—e+Y=5 ... (2)

>0, Vi=1,...,2:
>0, Yi=1,...,2:
gy >0, Vi=1,...,2.

de (1) = U1 :60—51’1 —3$2
de (2) = yo =5 — 29 + €9
Alors :

(,O:—60+5$1+3I2—5+J]2—62:—65+5$1+4CL’2—62.
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Phase I :

[Base [ @1 @2 |1 | e |y |y ] Po| 0 |
ev |1 1T]1[0o]o]0]4] -
m 3/0/0]1/[0/60]| 12
yo |01 0]|-1]0]|1]5]| -

Z [5]6[0[0[0]0] Z=0
¢ | 5[4]0[1][0]0]p=-65

’Base\xl mg\el\ez\yﬂyﬂpo‘@‘
er [0[8/5]1] 0 0 [ 1610
i | 1]3/5]0] 0 0 | 12120
yo | 0 0/ -1 155
Z o] -3]0]0 0 | Z=60
e 0] -1]0]1 0 p=-5

e1 0 0 118/5 - 8
T 1 0 01]3/5 -1 9
T 0 1 0] -1 - 15
Z 0 0 0| -3 - | Z=T75
%) 0 0O 0] O - p=10
Phase II :
’Base\xl\xQ\el\eQ \PO\Q‘
e1 010 1 8/5(] 8 | 5
1 110 0 3/5 1 9 |15
T 0] 1 0 -1 5| -
Z 010 0 -3 7= "T5
’ Base ‘ T ‘ ) ‘ €1 ‘ €9 ‘ PO ‘ 0 ‘
€9 0|01 5/8 1 5
1 110 |-3/8 0 6
T 0| 1] 5/8 0 10
Z 0|0 ]15/8 0 Z= 90
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min{—5,-4} = -5 = 1
rentre dans la base.
min{—,12, -} = 12 = y; sort
de la base.

min{—1} = —1 =z, rentre
dans la base.

min{10,20,5} = 5 = y, sort de
la base.

Le critere d’optimalité est véri-
fié; de plus on a ¢ = 0,donc on
déduit que o7 = (x1, 19, €1, 69) =
(9,5,8,0) est une solution de
base réalisable pour le probleme
standard, donc on passe a la
phase II.

min{—3} = —3 = e, rentre dans
la base.
min{5,15,—} = 5 = e; sort de
la base.

Le critere d’optimalité est véri-
fié, donc on déduit que la solu-
tion optimale du probleme initial
est * = (6,10) avec Z* = 90.



2.4.2 La méthode du Big M (Pénalité)

La méthode de Pénalité consiste a choisir un parametre M > 0 suffisamment
grand pour que toutes les variables artificielles sortent de la base (c’est-a-dire
y; = 0). On obtient, ainsi, la solution optimale du probleme linéaire si une telle
solution existe.

Supposons que dans un probleme de programmation linéaire sous forme stan-
dard (PLS), la matrice A ne contient pas de sous-matrice identité, on considere,
alors, le probléme linéaire auxiliaire (PLA) :

nbr
max Z = c'x maxp=c'z—M> y
(PLS)S Az =0 — associé (PLA) k=1
x>0, Arx+y=2>b

x>0,y >0,

ou nbr est le nombre de variables artificielles ajoutées, le vecteur = est constitué
des variables de décisions et de variables d’écarts, et le vecteur y est constitué des
variables artificielles, et on résoudre le (PLA) par la méthode du simplexe :

— Si tous y; = 0 Fin. La solution optimale du PL de départ est atteinte.

— Sinon, le probleme original est non réalisable.

Remarque 2.4 Les remarques annoncées précédemment dans la remarque (2.3)
( a lexception de la 3¥™°) pour le cas de la méthode des deux phases restent valables
pour le cas de la méthode du Big M.

Exemple : Résoudre par la méthode des Big M le PL suivant :

max Z = bxy + 62 max Z = bxy + 65

—x1+ a9, <4 —x1+a0+e =4

511 + 319 = 60 Forme standard ¢ 5x; + 325 = 60

i) Z 5! ’ Tg — €9 = 5}

x120,x220. xlz(),xgz(),elz(),egz().
-1 11 0

A = 5 3 0 0 |, dongc, il faut ajouter deux variables artificielles a la

0 1 0 -1

deuxiéme et la troisieme contrainte. Le PL auxiliaire (PLA)associé est :

max ¢ = o1 + 6xy — My, — Mys
—T1+xo+e =4

5:51 + 3I2 + Y1 = 60 ... (1)
$2—€2+y2:5 ...... (2)
r; >0, Vi=1,...,2;

e; >0, Vi=1,...,2;

y; >0, Vi=1,...,2.
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De (1) on a : y; = 60 — 5z — 3.

De (2)ona:y,=5—x9+ €.

Alors :

@:5$1+6I2—My1—My2 = 5$1+6$2—M(60—5ZE1—3ZL‘2)—M<5—ZL‘2—|—€2)
= —65M + (54 5M)xy + (6 +4M)xy — Mes.

(Base| 1 | 2 Jefe[nlp[R] 0 | g5 — s5m-6 —
el -1 1 L10j0,0}1 4] - 4M} = —5 — 5M = x;
U1 3 010 10|60]| 12 rentre dans la base.
w2 | 0 | 1 Jolalolt|5 | - | Min{-12-} =12 =
p |-5BM | -6-4M | O [ M| 0 | O | p=-65M y; sort de la base.

(Base|aa | @ | es [ & [wnfw|[R] 0 | ww{-3 - M =
el 0 8/5 1 0 - 0|16 10 —3 — M = x, rentre
1 1| 3/5 0 0 - 10 )12 20 dans la base.

Y2 | 0 0 1 |- |15 5 min{10,20,5} = 5 =
% 0|-3M| O M -1 0| p=60-5M yo sort de la base.
’ Base \ T \ T \ el \ €9 \ i \ o \ P, \ 0 ‘ min{—j} :l_l?; = €2
rentre dans la base.
e 0 0 1 8/5|| - |- 18 5 Min{5,15, —} = 5 =
1 1 0 0 3/5 1 -1-19 15 ey sort de la base.
T 0 1 0 -1 -1 -15 -
% 0 0 0 -3 - - p="T5
Le critere d’optima-

’ Base ‘ T ‘ T2 ‘ €1 ‘ €2 ‘ (% ‘ Y2 ‘ ) ‘ 0 ‘ lité est vérifié, et on a
€2 0 0 5/8 1 - - ) Yy = 0,y2 = O, donc
ry |1 0 [-3/8 0 - | -6 on déduit que la solu-
T 0 1 5/8 0 -1 - 110 tion optimale du pro-
¢ |0 0 |[15/8| O - - o= 90 bléme initial est z* =

(6,10) avec Z* = 90.

2.4.3 La Dualité en programmation linéaire

Nous allons voir qu’il est possible a partir d’un programme linéaire d’en former
un autre directement lié au premier. Celui-ci est appelé primal et le second dual.
La notion du dualité a été introduite par Von Neumann en 1947, puis développé
par Gal, kuhn et Tucker en 1951.
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Elle est un concept fondamental on programmation linéaire et conduit a un
résultat de grande importance théorique et pratique (théoreme du dualité).

Les méthodes primales se caractérisent par le fait qu’elles opérent directement
sur le probleme primale, elles engendrent une suite de solutions en assurant une
amélioration de la fonction objectif, elles représentent donc avantage important :
si le processus itératif est interrompu (arréte), alors elle nous donne une solution
approchée de la solution optimale satisfaisant les contraintes, par contre, elles
ont généralement l'inconvénient de la mise au point délicate et la propriété de
convergence globale est souvent difficile a obtenir. Par opposition, les méthodes
duales sont plus robustes et la convergence globale est souvent plus facile a obtenir.

Formulation du dual d’un programme linéaire :

Considérons le programme linéaire sous forme générale suivant :

n
max Z = Z CiT;

7j=1

ij_bl,w h+1,....m

&
HM:II M:

ZO,VJ—l,...,kgn.
:L‘jE]R,Vj:/{:—l—l,...,n

Alors, le dual du probléme (P) par définition est le programme linéaire suivant :

mingp:Zbiyi

i=1
dagyi > Vi=1,...,k<n
(D) &
Zaijyi:cjavj:k-i-l,...,n

=1

v >0Yi=1,... h<m.

y ERVi=h+1,....,m

La variable y = (y1,¥2, ..., ¥m). est appelée variable dual.

Le programme linéaire (P) est tres lié au programme linéaire (D), en effet :

1. Le probléeme de maximisation dans le primale (P) devient un probleme de
minimisation dans le dual (D).
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2. La matrice des contraintes de (D) est la transposée de la matrice des contraintes
de (P).

3. Les coeflicients économiques ¢; dans (P) deviennent les seconds membres des
contraintes dans le (D).

4. A chaque contraintes de (P) de type (<) lui correspond une variable dual de
signe (> 0).

5. A chaque contraintes de (P) de type (=), on lui correspond une variable dual
eR.

6. A chaque variables de décision positive dans (P), on lui correspond une
contrainte de type (>) dans (D).

7. A chaque variables de décision de signe (€ R) dans (P), on lui correspond
une contrainte de type (=) dans (D).

Propriétés de la dualité

Un probleme primale et son dual ne sont pas distincts mais ils constituent deux
facettes du méme probléme. En fait, quand on résoud 'un deux, on résoud égale-
ment l'autre.

Remarque 2.5 : le dual de dual est le primale.

Théoréeme 2.8 : Six et y deux solutions réalisables du primale et dual respecti-
vement, alors :

Z(z) = 'z < ply) =b'y.
Théoreme 2.9 : Une solution réalisable du primale x est optimale si et seulement
s’il existe une solution réalisable du dual y pour laquelle c"x = b"y.

Théoréme 2.10 : (Théoréme de de la dualité) Etant donné un programme
linéaire (P) et le programme dual (D) de (P) alors on a :

a) si (P) et(D) ont des solutions, alors chacun d’euz a une solution optimale z*
et y* respectivement et max Z(x) = c¢'z* = bTy* = min ¢(y).
b) si l'un d’euzx a un optimum non borné l'autre n'a pas de solution ie :
~ si (P) admet une solution x et c'x est non borné alors (D) n’a pas de
solution.

— si (D) admet une solution y et bTy est non borné alors (P) n’a pas de
solution.
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Théoréme 2.11 (Théoréme des écarts complémentaires) :

Une condition nécessaire et suffisante pour que les vecteurs réalisables X* = (x7, 5, ...

et Y* = (yi,ys,...,y’) soient optimauz (dans les programmes primal et dual res-
pectivement) est que leurs composantes vérifient les relations :

x;(Zaijyf—Cj>:07 Vi=1,...,n i =0, Yj=1,...,n
Zzl -

v (Zaz-jx;f‘bi)ﬂ% Vi=1,....m yre; =0, Yi=1,..,m
i=1

Autrement dit, a 'optimum :

1. A toute variable d’écart primale (duale) positive correspond une variable de
décision duale (primale) nulle .

2. A toute variable de décision primale (duale) positive correspond une variable
d’écart duale (primale) nulle.

Primal Dual
variables de décision variables d’écarts
er; >0 = ev; =0
er; =0 <~ ev; >0
variables d’écarts variables de décision
ec; >0 = ey, =0
ec, =0 <~ oy, >0

TABLE 2.2 — La relation entre les variables dual et primal.

Algorithme dual du simplexe

L’algorithme dual du simplexe permet de résoudre un PL sans avoir recours
aux variables artificielles. Ainsi, on réduit le nombre de variable dans le modele et
le nombre d’itérations nécessaire pour 1'obtention de la solution optimale.
Cette méthode, qui a été développée par C.E.Lemke, utilise le fait qu’a chaque
tableau, la solution du dual doit étre réalisable. L’algorithme démarre avec une
solution de base non réalisable mais optimale (E; > 0), et un changement de base
correspond au passage vers une solution de base non réalisable plus proche de la
solution réalisable optimale.
L’algorithme dual du simplexe s’applique a tout programme linéaire dont :

v' la solution de base de départ du primal n’est pas réalisable (z5 < 0);

v et le dual a une solution réalisable.
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Algorithme dual-simplexe

1. Mettre les contraintes du PL sous forme égalité, trouver une solution de base
non réalisable et optimale de départ (E; > 0 Vj) et poser k = 1.

2. SiVi € Ip (Iindice de base) on a bgk) > 0, alors 2(¥) est une solution réalisable
optimale. Aller en 8.

3. Sinon sélectionner la variable sortante x telle que : bgk) = Irel}n {bgk), avec b; < O}.
1€lp

4. Si agl;) >0, Vj € Jy, alors le probleme est non réalisable. Aller en 8.

5. Sinon Sélectionner la variable entrante x, telle que :

E®) Bk
T~ = max {gk tel que ¥ <0},
a

k s
agr) J sj)

as- est dit le pivot.

6. Utiliser le changement de base par opérations de pivotage (voir algorithme
du simplexe) pour passer a la nouvelle base.

7. k=k+1, aller en 2.
8. FIN.

Exemple : Résoudre avec I'algorithme dual-simplexe le programme linéaire dual
de 'exemple précédant :

min Z = 50x; + 90z, max —Z = —50x; — 90x,
10z 4+ 1525 > 800 10z, 4+ 1529 — e; = 800

(D) 521 + 1025 > 500 — Y 521+ 102 — €5 = 500
r1 20,20 > 0. r1 20,29 > 0,61 > 0,62 > 0.

max —Z = —50x; — 90z4
—101131 — ].51['2 +e = —800
—5x1 — 1025 + e5 = —500
120,29 > 0,e1 > 0,e9 > 0.

On dispose d'une solution de base non réalisable optimale (0,0, —800, —500).
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’ Base ‘ i ‘ T ‘ e ‘ €9 ‘ P, ‘On a min{—800, —500} =
— donc e sort de la base.
er |[—10]] -15 1 ] o0 - 800 800 1
e | 5 | 10 | 0 | 1 500 (max{2, S} = =55 done
7 50 90 0 0 7=0 x1 entre dans la base.
On a min{80, —100} = —100
’ Basc ‘ 7 ‘ 2 ‘ a ‘ 2 ‘ o ‘done ey sort de la base.
1 1 3/2 |-1/10 | 0 80 15 5) i
es | 0 [[=5/2]] 172 | 1 Q00 M) Tp Ty T Odone
-7 0 15 5 0 | -Z=-4000 |z entre dans la base.

’ Base ‘ T ‘ To ‘ el ‘ es ‘ P, Tous les b; > 0; le cri-
" 1 0 /5 | -3/5 20 tere d’optimalité est vérifié.
xl 0 1 5 2/5 40 La solution optimale est :

2 - * ok % %
7 1 0 0 5 1 6 | -Z=- 4600 |(¥1 % €1 €3) = (20,40,0,0)
avec —Z* = —4600 et donc
Z* = 4600.
Conclusion

Dans ce chapitre, on a vu quelques méthodes de résolution d’'un probleme
linéaire. Premierement, nous avons présenté la méthode graphique pour résoudre
un probléme linéaire a deux variables de décision, la solution optimale obtenue par
cette méthode est un point d’intersection des droites de contraintes qui donne la
meilleure évaluation de la fonction objectif. En suite, nous avons exposé la méthode
du simplexe qui est la méthode la plus courante et la plus connue, elle est basée
sur un processus itératif de construction des solutions qui améliore la valeur de la
fonction objectif. Puis, nous avons illustré la méthode de deux phases, la méthode
de pénalité et la méthode duale du simplexe qui sont utilisées lorsque on n’a pas
une base unité de départ.
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Chapitre 3

Méthode adaptée pour la
résolution d’un programme
linéaire

Introduction

Dans ce chapitre, nous présentons la méthode adaptée développée par R. Ga-
bassov et F.M.Kirillova pour un probleme de programmation linéaire avec contraintes
d’égalité a variables bornées. Cette méthode est une généralisation de la méthode
du simplexe. Elle utilise une métrique différente du celle du simplexe, dite adaptée.

3.1 Position du probleme et définitions

Les problemes de programmation linéaire dans la pratique sont, généralement, a
variables bornées, ainsi, le probléeme de programmation linéaire a variables bornées
se présente sous la forme canonique suivante :

max Z(z) = c'x

Az =b (3.1)
d- <z <dt.

ou ¢,z,d”,d", sont des vecteurs de R", et b € R™;

A est une matrice d’ordre (m x n), avec rangA = m < n.

I={1,2,--- ,m} est 'ensemble des indices lignes de A (indices des contraintes).
J={1,2,--- ,n} est 'ensemble des indices colonnes de A (indices des variables).

Nous pouvons alors écrire les vecteurs de la maniere suivante :

d= =d=(j) = (dj,j € J), d* =d*(j) = (dj,j € J); & = x(j) = (2,5 € J).
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c=cj) =(¢,5€J)
Soit I’ensemble des solutions réalisables (ensemble des contraintes) :
X={zeR"/Az =0b, d <z <d"}

Définition 3.1 : Un vecteur x vérifiant les contraintes générales Ax = b et les
contraintes simples d- < x < dt est appelé plan ou solution réalisable du
probléme (3.1).

Le probléme (3.1) consiste a trouver un plan optimal 2° € X tel que :

Z(2%) > Z(z),Vz € X & Z(2°) = rznea)?(Z(x)

Définition 3.2 : Soit € un nombre positif ou nul choisi a l'avance, un plan x° est
appelle e-optimal ou suboptimal si :

Z(2%) — Z(2°) = "2® — Ta" < e.
ot 20 est une solution optimale.

Définition 3.3 : l'ensemble de m indices Jg,, C J est appelé support du probleme
(3.1) si la sous-matrice Agyp = A(I, Jsyup) est inversible.

Le support Js,, est le sous-ensemble des indices de J, telle que quelle que soit le
chois du composantes de xnx = (x;,j € Jy), Iy = J\ Jsup, les contraintes générales
reste satisfaite pour les composantes du z,, = (:cj, YRS Jsup).

Réellement, les contraintes générales Ax = b peut étre écrit comme suit :
Asupxsup + A(Iy JN):L‘N = b7
alors cette égalité reste vérifiée pour :

Toup = AL (b — Anay), avec Ay = A(L, Jy). (3.2)

sup

Définition 3.4 : La paire {z, Jg,,} formée du plan © et du support Js,, est appelé
plan de support ou bien solution réalisable de support.

Le plan de support {x, Js,} est dit non dégénéré si :

d;y <xj<df, Vj € Joup.
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3.2 Critere d’optimalité

Formule d’accroissement de la fonction objectif :

Soit {x, Jsup} un plan de support et considérerons un autre plan quelconque

T = x+ A x. L’accroissement de la fonction objectif s’écrit comme suit :

NZ=27)—Z(x)=cz—cTv=c"rx.

Ane=AT—z)=AT - Ar=b—-b=0.

Ax . .
A$:< SW), Axy=(Axj,7 € JIN) A Top = (D 25,5 € Jup).

A TN

Alors, on aura :
Asup A L sup +AN AxTny = 0.

En effet :
A Lsup = —Ail AN ANZTN.

sup

En substituant le vecteur A x dans (3.3) on obtient :

T T T 4- T
AZ = cly, D Tap + oy = —(ch,AnpAN — cy) b 2.

sup” sup

Définissons le vecteur des potentiels U donnée par :
T T —1 m

U = copAsuy € R™.

Ainsi que le vecteur des estimations E donnée par :

E"=(E,jed)=c A LA—c=U0"A- "

J sup” ~sup
Il est clair que toutes les composantes support de E7 sont nulles :
T T - T
Esup = CsupAsulpASUP — Coup = 0.
Les composantes non-support de E7 sont définie comme suit :
Ej:UTCLj—Cj, jEJN,
ol a; est le j*™ colonne de A. De (3.6) et (3.7) on a :

ANZ =—Eybsay=— Y E;Aux;.

JjE€JIN
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Le critére d’optimalité :

Soit {x, Jsup} une solution réalisable de support du probleme (3.1), Ex est le
vecteur des estimation non-support.

Théoréme 3.1 :

1. Les relations suivantes sont suffisantes pour l'optimalité d’une solution réa-
lisables x :

Ej Z 07 S1 Xy = d]_,
E; <0, siz;=d], j € Jn; (3.10)
_ .= +
2. Ces méme relations sont aussi nécessaires dans le cas ot la solution réalisable
de support {z, Jeup} est non-dégénéré.

Preuve :

1. Suffisance : Soit {x, Jo,,} un plan de support vérifiant (3.10), pour tout
plan T du probléme (3.1), la formule d’accroissement (3.9) nous donne :

NZ=2(x)~Z(x)=— Y. Eim—d;)- Y. Ej@—df)

E;>0,5e)n E;<0,jedN
et comme on a :
dy <z <df =7 —d; >0etT; —d <O0.
Donc, on déduit que :
2(z) — Z(z) < 0= Z(z) < Z(z),V7 plan

alors, le vecteur z est donc un plan (solution) optimal du probleéme (3.1).

2. Nécessité :
Soit {x, Jsup} un plan de support optimal non dégénéré, et supposons que
les relations (3.10) ne sont pas vérifiées. Alors, il existe au moins un indice
Jo € Jn tel que Ej; > 0 et x;, > d;; ou bien Ej; <0 et z;, < d;-t).
Construisons alors un autre plan (solution réalisable) T =z + Az = x + 0,
ou 6 est un nombre réel strictement positif et [ = I(J) un vecteur vérifiant :

l;, = —signkj,
li=0,5#Jo,j € JIN
U Jsup) = —ALLANI(IN) = —ALLai Ly = Asbaj,signE)j,.

sup sup sup
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On a :
Al (Jsup) + Anl(In) = Al =0 et AT = A(z +6l) = Az + 0Al =b.

Le vecteur T vérifie, ainsi, les contraintes générales, donc pour que T soit un
plan du probleme (3.1), il doit aussi vérifie les contraintes simples.

d<z<dted <z+0l<d"ed —z<0l<d" —u.
En écrivant composante par composante, on obtient

{d;—xjgelgdj—xj, 7€ Joup; (3.11)
— . + .
dj, — zj, < —Osignkj, < dj — ;.

Puisque le plan de support {z, Jg,,} est non dégénéré, on a alors :
dy <z;<df ©d; —x; <0<df —x;,j € Joup.

De plus, on a :

Jo

d;, —xj, <0, siEj, >0;
d;;—$j0 >0, si Ejo < 0.

Pour un nombre strictement positif assez petit, les relations (3.11) serons
vérifiées, et le vecteur T sera un plan du probleme (3.1).
La formule d’accroissement (3.9) nous donne alors :

2@ —Z(x) = — Y EiT—x;)=-0 3 Ejl

j€JIN Jj€JIN

= —HEjO(—signEjO) = 9|Ej0’ > 0. (312)

On en déduit que Z(Z) > Z(x), ceci contredit le fait que = est un plan opti-
mal du probleme (3.1).

Par conséquent, si {x, Js,;,} est un plan optimal non dégénéré, alors les rela-
tions (3.10) serons forcément vérifiées.

Définition 3.5 : La paire {x°, J,,,} qui vérifie les relations (3.10) est une solution
réalisable de support optimal.

3.3 Critere de suboptimalité

Estimation de suboptimalité

Soit {x, Js,} un plan de support et choisissons un autre plan 7 = 2+ A x, tel

que les composantes non-support de T vérifient les contraintes simples :

d;gfj:xj—l—A:cjgdj, jEJN.
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d’ou :

dj_—{L‘jSAQ?de;_—l‘j, jGJN.

Pour estimer I’écart qui existe entre la valeur optimale Z(2°) et la valeur Z(z)
d’un plan de support quelconque, remplagons dans la formule d’accroissement (3.3)
le vecteur T par z°, et majorons la valeur de I'expression (3.9) :

max AZ(z) = max (— Y E; A xj>

di —x; <A ;< d;“ —x; jein
JEJIN

= Z ( max (—E; A a:]))

— +
jeIn d]- —IjSAIdej —;

= Y Bilw—dj)+ Y Eila;—df)

E;>0,j€JN E;j<0,5€Jn
Posons :
6($7 Jsup) = z Ej($j - dj_) + Z Ej(xj - d;_) (313)
E;>0,j€)N E;<0,je€Jn

Par conséquent, on obtient une majoration de ’écart qui existe entre la valeur
optimale Z(x°) et la valeur Z(z), qui est donnée par :

Z(a%) = Z(z) < Bz, Ja). (3.14)

Le nombre réelle 5(z, Jg,,) défini par (3.11), est appelé estimation de suboptimalité
du plan de support {z, Js,}

Théoréme 3.2 (Condition suffisante de suboptimalité) :
Soit {x, Jsup} un plan de support du probléme (3.1), et € > 0 un nombre arbitraire.
Si B(x, Jsup) < €, alors le plan x est suboptimal (¢ — optimal).

3.4 Algorithme de la méthode

Etant donnée un nombre réel positif ou nul quelconque € et un plan de support
initial {z, Jsp}, le but de l'algorithme est de construire un plan optimal z° ou
carrément un plan e-optimal x° . Une itération de la méthode adaptée consiste a
passer d’'un plan (solution réalisable) z & un autre 7 telle que : Z(Z) > Z(x). Pour
le faire on construit le nouveau plan T = x + 60l, 6 > 0,
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ou | est la direction d’amélioration (I € R") avec Al = 0, et 6 le pas le long de
cette direction.

Pour que l'accroissement AZ = — Y E;(T; — z;) = —0 Y. E;l; soit maxi-
jEIN JEIN
male, il faut choisir 6 aussi grand que possible et choisir j; tel que :

|Ej,| = max [Ejl,
JEINN
avec Jyy représente le sous ensemble de Jy des indices non optimaux (ne vérifient
pas le critere d’optimalité), alors j; sera indice de support.

Construction d’une direction d’amélioration adaptée

Considérons la métrique suivante pour les composantes non supports de la
direction admissible 1 :

dj_ — Ty S lj S d;— — Iy, j € JN. (315)

Cette métrique dépend du plan courant x, et de ce fait, elle est dite adaptée.
Les composantes (3.15) se calculent en rendant maximal I’accroissement de la fonc-
tion objectif dans ’espace des variables non supports.

Ainsi, en tenant compte de la métrique (3.15), 'accroissement de la fonction
objectif atteint son maximum pour les valeurs des composantes non supports sui-
vantes :

d]_ — Ty St Ej > 0,
lj = d;_ — T St Ej < 0, j€ Jn. (316)
0 St Ej =0.

On a aussi :
Al = Asuplsup + ANZN =0= Asuplsup = —ANZN.

Alors on aura :

lup = — AL Anly. (3.17)

sup

Calcul du pas maximale ¢°
Construisons un nouveau plan Z sous la forme :
T=x+ 0,

ot 1 est la direction d’amélioration définie par (3.16),(3.17) et le nombre 6° est le
pas le long de cette direction ; ce dernier ce calcule de fagon a ce que les contraintes
générales et simples soient satisfaites. Pour les contraintes simples on doit avoir :

d; —Z; < eolj < d;r — % J € Joup: (3.18)
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dj_ — Iy S Golj S d;_ — Iy, ] € JN. (319)

De (3.16) et (3.19) nous déduisons que :
0° < 1. (3.20)

En outre, pour satisfaire les contraintes (3.18) . On doit choisir #° tel que :

0° <0;,, 0, = min 0;, (3.21)
J€Jsup
ou :
(df —x)/l; si 1; >0,
9] = (d; — xj)/lj si lj < 0, (322)
oo si lj =0.

De (3.20),(3.21) la valeur de 6° choisis comme suit :
0° = min{0,,,1}. (3.23)

Ce choix va nous assurer que lors du déplacement le long de la direction 1, les
contraintes (3.18) (3.19) ne seront pas violées, c¢’est-a-dire il va nous garantir 1’ad-
missibilité du nouveau plan Z. Dans ce cas I’écart qui existe entre la valeur optimale
Z(2°) et la valeur de Z(T) sera majoré comme suit :

Z(@%) - Z@) =2’ =TT =2’ — e — 0% < B(w, Jap) — 00T (3.24)
De plus, nous avons :
B, Joup) = 0°cTl = B(@, Juup) = 0°(u” Ay — E)I(j)
= B(z, Jsup) + 0° (BTl — uTAsupl)
= B(@, Joup) = 0°B(, Joup) = (1 = 6°)B(x, Juup)-
Finalement, nous aurons :
Z(2%) - Z(@) < (1 —6")8(x, Jsup)- (3.25)

De la, trois cas peuvent se présenter :

1. 8 =1 :le plan T = x + [ vérifie le critére d’optimalité, il est donc optimal
et le processus de résolution est terminé.

2. (1 —6°8(z, Jap) < € : le plan T est donc e-optimal et le processus de
résolution peut étre arrété.

3. (1 —6°8(z, Jaup) > € : poser Jg, = (Joup\Jo) U Ji1, Jn = (Jn\j1) U Jo et
passer a l'itération suivante avec £ =T, Jgup = Jsup-
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3.5 Exemple numérique
Soit le probleme linéaire étudié dans le chapitre deux :

max Z = 800x; 4 500z,
10.1'1 —|—5l'2 + T3 = 50
152151 + 10%2 + x4 = 90
1 Sl’l §5

OS[Eg S 7

a; Qao CL3 ay

A= (12 ?o 0 1) < ),CT:(SOO,E)OO,O,O).
)
I

d"=(1,2,0,0 = (510,73 ), a7 =( 2, 20,252 ).
J={1,2,3,4}, ={1,2}, rangA =2.

Itération 1 :
Jsup = {2,3}, In = {1,4};

(5 1 . (0 1/10 . 10 0
AS“P‘(m 0) Asup = (1 —1/2>’AN (15 1)
on prend z& = (1,0) = (dy,dy)

Tsup = A7l (b — ANCL’N)

sup

10 0 10
alors,ANxN:<15 1>< >:<15>

1
0

50 10 40

b=dven=1| g9 |~ 15>:<7

(0 1/10 \[40\ _ [75/10\ [ 2
Tow =\ 1 —12 )\ ) T \s2 ) T ey )
Donc z7 ( 1,75/10,5/2,0 ) est une solution réalisable.

= (500,0), ¢k = (800,0).

sup
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E],I\;' == CZ;LPA;:Z;AN - C% = O
0 1/10
T -1
AL = (500,0) ( .y ) = (0, 50).

ET — (0,50) ( o ) —(800,0) = (750,50) — (300, 0) = (=50, 50) = (E, Ey).
Ona: Fy <0, vy =1=4dj, j =1= j; ne vérifie pas le critere d’optimalité,
Ey >0, x4y =0=d,, j=4 vérifie le critere d’optimalité.
Calculons la direction [ :

—df — = — =
{ll—dl T 5 1 4 :>l%:(4’0)

l4:d2—$4:0—0:0
lsup = AL ANZN

sup
a0 =110 (10 0 _ (=3/2 —1/10
supTN T\ 1/2 15 1) \ —=5/2 1/2 '
I -3/2 —1/10 4\ [ —6 (L
w =\ _5/2 1/2 o) =\ -10)= 1)
Alors [T = (4,-6,—10,0).
Calculons le pas maximale 6° :

On a : 0° = min{6;,, 1}, tel que :

6, = min 6; = min{fh,,05}.
J€Jsup

_ dy—ws _ 0-5/2 _
Oy = G2 = 052 /4,

Alors : ;) =1/4 =63 = 6% j, = 3 sorte le support (sera indice non support).

Calculons le nouveau plan 7 :

1 4 2
o ol 1 -6 | |6
T=x+01= 5/2 —1—4 _10 0
0 0 0
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Donc la nouvelle solution réalisable est 7 = (2,6, 0, 0) avec le nouveau support

T = {2,1} et Ty = {3,4}.
Itération 2 :
T =77 = (2,6,0,0), Joup = Jeup = {2, 1}, Jy = Jn = {3,4}.
(5 10 (=35 2/5
Asup = ( 10 15 ) = A = ( 2/5 —1/5 )

AN - < (1) (1) ) ’ Cgup = (5007800)’ C% = (0’0)

On pose : x

E% = (500, 800) ( 2_/35/5 2_/15/5 ) ( (1) (1) ) —(0,0) = (20,160) = (Es, E,).

Ey=20>0, 25 =0=dj.

E,=160>0, 2y, =0=4d,.
Le critere d’optimalité est vérifié, par suite %7 = (2,6, 0,0) est une solution opti-
male, avec Z* = 4600.

Remarque 3.1 : La résolution de l’exemple précédent par la méthode du simplexe
et la méthode adaptée, nous confirme que la méthode adaptée converge plus rapi-
dement que la méthode du simplexe, ce résultat reste a confirmer en programment
ces deux méthodes, et de les tester sur plusieurs exemples.

Conclusion

La méthode que nous avons présentée a la particularité de tenir compte des spé-
cificités des problemes tels qu’ils sont formulées lors de leur modélisation premiére.

Outre la méthode du simplexe, la méthode adaptée possede une autre métrique
pour le choix de la direction d’amélioration, elle a aussi un critere d’arrét, si une
certaine précision obtenue est satisfaisante : en effet, le calcul d’'un nombre appelé
estimation de suboptimalité permet d’estimer 1’écart entre la valeur de la fonction
objectif a une itération donnée et sa valeur optimale ; si cette écart est inférieur a
(¢ est un nombre positif ou nul donné a I'avance), on dit que la solution réalisable
obtenue est e-optimale ot suboptimale.

En pratique, on peut alors arréter le processus de résolution dés que la précision
obtenue sera suffisante, cela évitera de faire encore de nombreuses itérations pour
obtenir qu'une amélioration négligeable de la fonction objectif.
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Conclusion générale

Notre travail consiste a étudier une méthode de résolution d’un probléme de
programmation linéaire, en particulier, la méthode adaptée pour résoudre un pro-
gramme linéaire avec contraintes d’égalité a variables bornées. Pour cela nous
avons donné dans le premier chapitre des rappelés et des notions fondamentales
sur l'algebre linéaire, qui seront utilisées dans le reste du travail.

Le deuxieme chapitre, traite quelques méthodes de résolution d’'un probleme
linéaire, dont nous avons vu : au premier lieu, la résolution graphique; en suite
nous avons présenté la méthode du simplexe, qui est la méthode la plus connue et
la plus utilisée dans le domaine de programmation linéaire, elle permet de résoudre
un probléme linéaire écrit sous une forme standard, dans le cas ou le probleme est
sous la forme canonique on doit faire des transformations et le rendre standard
puis, nous avons exposé la méthode des deux phases et la méthode de pénalité qui
sont employées pour trouver une base unité de départ, par I'ajoute des variables
artificielles ; finalement, on a abordé la méthode duale du simplexe qui est un autre
outil de résolution.

Dans le troisieme chapitre nous avons étudié la méthode adaptée pour résoudre
un programme linéaire avec contraintes d’égalité a variables bornées, le principe
de cette méthode est simple : partant d'un plan de support initial (constitué d’une
solution réalisable et d’un support), chaque itération de I’algorithme de la méthode
consiste a trouver une direction d’amélioration et un pas maximal le long de cette
direction, de fagon a améliorer la valeur de la fonction objectif, tout en s’assurant
de ne pas sortir du domaine admissible déterminé par les contraintes du probléme.

Dans I'algorithme du simplexe nous travaillons avec des solutions réalisables
basiques qui sont tres particulieres, de plus I'algorithme ne peut indiquer que si une
solution basique donnée est proche ou non de la solution optimale, par contre la
méthode adaptée permet de voir si une résolution est proche ou non, en calculant
d’estimation de suboptimalité. Contrairement aux solutions réalisables de base
les plans de support admettent d’autre métrique pour la direction admissible dite
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adaptée. De plus la méthode adaptée s’applique sur le probleme initial directement
par contre la méthode du simplexe suppose que le probleme linéaire est sous la
forme standard.
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Résumeé

La programmation linéaire est une technique mathématique qui permet de ré-
soudre des problemes linéaires précis. Parmi les méthodes qui sont utilisées pour
la résolution de ces problemes, nous avons présentées : la méthode graphique dans
le cas ou le probleme linéaire a deux variables de décision ; ainsi, la méthode du
simplexe qui est la méthode la plus connue et la plus utilisée, elle converge en
un nombre finie d’itérations sous 'hypothese de non dégénérescence. Finalement,
nous avons étudiée la méthode adaptée qui est connue par son efficacité, rapidité
de convergence, simplicité algorithmique et capacité de résoudre des problemes de
grande taille; de plus, la méthode adaptée est une généralisation et amélioration
en méme temps de la méthode du simplexe, elle utilise une métrique différente du
celle du simplexe dite adaptée. La particularité de cette méthode réside dans le
fait qu’elle évite toute transformation préliminaire du probléme, et elle possede
un critere de suboptimalité qui permet d’arréter ’algorithme avec une précision
désirée.

Mots clés : Programmation linéaire, solution optimale, méthode du simplexe,
méthode adaptée.

Abstract

Linear programming is a mathematical technique to solve a linear problem. In this
work, the following methods are treated : The graphical method where the linear
problem has two decision variables ; the simplex method which is the most known
and most used method, it converges in a finite number of iterations under the
assumption of non-degeneracy number. Finally, we studied the adapted method
which is known for its effectiveness, speed of convergence, computational simplicity
and ability to solve large problems, in addition, this method is a generalization
of the simplex method, it uses an adapted metric different from that of the sim-
plex. The particularity of this method is the fact that it avoids the preliminary
transformation of the problem, and he has a suboptimal criterion which stops the
algorithm with the desired accuracy.

Key words : Linear programming, oplimal solution, the simplex method, the
adapted method.
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Réesumeéeé

La programmation linéaire est une technique mathématique qui permet de
résoudre des problemes linéaires précis. Parmi les méthodes qui sont
utilisées pour la résolution de ces problémes, nous avons présentées : la
méthode graphique dans le cas ou le probleme linéaire a deux variables de
décision; ainsi, la méthode du simplexe qui est la méthode la plus connue et la
plus utilisée, elle converge en un nombre finie d’itérations sous I’hypotheéese de
non dégénérescence.

Finalement, nous avons étudiée la méthode adaptée qui est connue par son
efficacité, rapidité de convergence, simplicité algorithmique et capacité de
résoudre des problemes de grande taille; de plus, la méthode adaptée est une
généralisation et amélioration en méme temps de la méthode du simplexe, elle
utilise une métrique différente du celle du simplexe dite adaptée. La
particularité de cette méthode réside dans le fait qu'elle évite toute
transformation préliminaire du probléeme, et elle posséde un critére de
suboptimalité qui permet d'arréter l'algorithme avec une précision désirée.

Mots clés: Programmation linéaire, solution optimale, méthode du simplexe,
méthode adaptée.

Abstract

Linear programming is a mathematical technique to solve a linear problem.
In this work, the following methods are treated: The graphical method where
the linear problem has two decision variables; the simplex method which is the
most known and most used method, it converges in a finite number of
iterations under the assumption of non-degeneracy number.

Finally, we studied the adapted method which is known for its effectiveness,
speed of convergence, computational simplicity and ability to solve large
problems, in addition, this method is a generalization of the simplex method, it
uses an adapted metric different from that of the simplex. The particularity of
this method is the fact that it avoids the preliminary transformation of the
problem, and he has a suboptimal criterion which stops the algorithm with the
desired accuracy.

Key words: Linear programming, oplimal solution, the simplex method, the
adapted method.
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