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Introduction

Dans la littérature, on attribue souvent le nom de la dérivation fractionnaire & la

généralisation de la dérivation & un ordre quelconque, entier, réel ou complexe.

Le concept de calcul fractionnaire revient a la fin du 17¢™¢ siécle

[1, 2, 6, 9], ’époque ot Newton et Leibniz on développé les fondements de calcul
différentiel et intégral, Leibniz a présenté le symbole %{ pour désigner la n®me
dérivée d’une fonction f ot n € N, et 'Hopital est interpolé en 30 septembre 1695

[2] sur le sens et la possibilité de la dérivée fractionnaire d’ordre %

Les dérivées non entiéres possédent un effet de mémoire, cette effet est une raison

pour laquelle le calcul fractionnaire a connu un intérét considérable.

Une des branches émergeant de cette étude est la théorie des équations différen-

tielles d’ordre fractionnaire et ses résolutions lorsqu’elles admettent des solutions.

Dans ce mémoire, on s’intéresse a la résolution numérique des équations différen-
tielles d’ordre fractionnaire et la présentation d’un certain nombre des méthodes

numeériques permettant de résoudre ces équations.

Nous commencons par rappeler, dans le chapitre 1, les notions de dérivation et inté-
gration fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov, Riemman-Liouville et Caputo

avec leurs propriétés.

Dans le chapitre 2, nous étudions 'existence et 1'unicité de solution pour un pro-
bléme aux valeurs initiales, ensuite, nous donnons la solution analytique de I'équa-
tion différentielle linéaire d’ordre fractionnaire, unidimensionnelle et multidimen-

sionnelle.

On consacre le 3°™¢ chapitre & la résolution du probléme aux valeurs initiales par
différentes méthodes numériques et nous donnons les principes et les techniques
de chaque méthode. En fin, on termine notre travail par un chapitre consacré a

I’application des résultats théoriques qu’on a vu précédemment.

4



Chapitre 1

Dérivées et intégrales d’ordre

fractionnaire

Dans ce chapitre nous allons étudier quelques approches qui généralisent les notions
de différentiation et intégration a l'ordre arbitraire [10]; ces approches sont les

définitions de Griinwald-Letnikov, Riemman-Liouville et Caputo.

1.1 Dérivée fractionnaire au sens de Griunwald-Letnikov

1.1.1 L’unification des dérivées et des intégrales d’ordre en-

tier

Dans cette section nous décrivons une approche a 'unification des deux notions,
qui sont souvent présentées séparément dans ’analyse classique : dérivées d’ordre
entier n et l'intégrale répétée n fois [5|. Comme il sera montré ci-dessous, ces

notions sont proches I'une de 'autre que celles qu’on suppose habituellement.

Considérons une fonction continue y = f(¢). Selon la définition bien connue, la

dérivée premicre de la fonction f(¢) est définie par :

d
7= 5 =

(1.1)

ft) = ft—h)
p .
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L’application de cette définition deux fois nous donne la dérivée seconde

_df(t) f't) = f'(t—h)

Fi0) == = I h ’
o L) = ft=h)  f(t—h)— f(t—2h)
_}Z“E%E{ h - h }
—2f(t—h —2h
:;lfi%f(t) f(t h2)+f(t ) (1.2)
En utilisons (1.1) et (1.2) on obtient
B f(t) = 3f(t—h)+3f(t —2h) — f(t — 3h
() = dt§>:% (t) —3f(t—h) h3( ) — f( ).
et par récurrence
Wy @) 1~
ﬂ%wdﬁ—gﬁM&nQMwm, (13)

ou

9

(n) _n(n—l)---'(n—r—i—l)

est la notation habituelle des coefficients de bindme.

Considérons maintenant I’expression suivante généralisant les fractions (1.1) et
(1.2) :

10 = 35 2 (7)o = o, (1.4)

r=0

ol p est un entier positif; n est aussi un entier

Evidemment pour p < non a :

dr
tim 77(1) = 10(0) = T2,

car tout les coefficients du numérateur apreés (Z ) sont nuls

Considérons les valeurs négatives de p, on note :

lp]:p@+m-~@+r—n

on a alors :
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En remplacant p dans (1.3) par —p on a

AP0 =5 [ ! ] f(t=rh),

r=0 r
ol p est un entier positif.

Si p est fixé, alors f,(L_p ) (t) — 0 quand h — 0. Pour arriver a une limite non nulle,
t—a

on suppose que n — oo quand 2 — 0. On peut prendre h = =% a € R, et on

considére la valeur limite, soit finie ou infinie de f, ?(¢) que 'on notera comme suit :

lim f77(8) = oD, £ (2). (1.5)
nh=t—a

Considérons maintenant quelques cas particuliers :

Pour p=1on a
i (0 = hY St —rh).
r=0

En tenant compte de t — a = nh et que f est supposée continue, on conclut que :

i 1) = D) = [ pe =)z = [ pioin

h—0

Pour p=2on a

=r+1,
r!

[2]:2><3><---><(2+r—1)

et on a
n

2@ =0y (r+ Dhf(t—rh),

r=0

et posons t + h = y on peut écrire

n+1

VD) =0 (rh) f(y — rh).

En faisant tendre h — 0, nous aurons

lim f2(8) = D2 (1) = / At - )z = / (t — 7)f(r)dr,

h—0

car y — t quand h — 0.

Le troisiéme cas particulier, & savoir p = 3, nous arrivons a l’expression générale
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de ,D,”. En tenant compte de :

3| 3x4x---x@B+r—-1) (r+1)(r+2)
N rl 1.2 ’

r

on a
n

A S (r+1)(r + 2R f(t - rh),

(=3)
t) =
=133

et en notant par ¢t + 2h = y on écrit

n+1
) = s S e+ DRy~ h)
h :1111 9 n+l
=T ;(rhff(y —rh) + ;(rh)f(y —rh).

Si h — 0, nous obtenons :

DS = 21'/_&221‘(2?—2)6&':—/ (t = 7)2f(r)dr.

car y — t quand h — 0 et

2 n+1

}LIE%)MQTZ:O(M)JC(@/_M_}% l/t_T =0.

Les relations précédentes suggérent 'expression générale suivante :

n

- . p 1 ! -
P — P _ - _ A\p-l
D, 7 f(t) = lim h ;O [ ) ] f(t—rh) = T / (t — 7P~ f(r)dr.  (1.6)
Montrons maintenant que la formule (1.4) est une représentation d’une intégrale
répétée n fois.

En intégrant la relation

d, 1
SD W) =

de a & t nous obtenons :

D7 (t) = / WD f())dr, LD () = / (D2 (7)) dr, .
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et ainsi

_ / it / (D7),
:/dt/dt/ (D7 f(t))dt,
:/a dt/a dt---/a F()dt

TV
p—fois

On voit que la dérivée d’ordre entier n (1.3) et l'intégrale répétée p fois (1.6) d’une

fonction continue f(t) sont des cas particuliers de I’expression

DPf(t) = lim hpz(_w(f)f(t —rh), (1.7)

h—0
r=0
qui représente la dérivée d’ordre m si p = m et Uintégrale répétée m-fois si
p = —m. Cette observation entraine naturellement 1'idée d’une généralisation des

notions de différentiation et d’intégration en imposant & p, dans (1.7) d’étre un
nombre réel ou méme complexe, arbitraire. On se restreindra aux valeurs réelles

de p.

1.1.2 Intégrale d’ordre arbitraire

Considérons le cas p < 0, remplagons par —p dans l'expression (1.7). Alors (1.7)
prend la forme :
_ . ~| P
P _ P _
oD P f(t) = lim h Z [ ) ] f(t—=rh), (1.8)
avec nh = t — a. Pour prouver I'existence de le la limite dans (1.8) et évaluer cette

limite on a besoin du théoréme suivant

Théoréme 1.1. Prenons deux suites (Bk), (ank), k=1,2,...et supposons que :
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lim B = 1, (1.9)
k—o0
lim oy, = 0; pour tout k, (1.10)
n—oo
n11_>nc>10204n7k = A; pour tout k, (1.11)
k=1
Z lan k| < K pour tout n, (1.12)
k=1
alors
nh—{Eo;a”kﬁk = A. (1.13)

Le théoréme (1.1) a une conséquence simple, & savoir, si on prend

lim g, =B alors lim Z an Bk = AB.
k=1

k—o0 n—o0

Pour appliquer le théoréme (1.1) afin d’évaluer la limite (1.8) on écrit :

D) = S [ Y ] f(t—rh),

<

— 1 1 p p-1 —
— }1113% 2 [ ) ] h(rh)P=" f(t — rh),
1 ST e ],
=) ;1112% 2 |, h(rh)P=" f(t —rh),
n i T . . p—1 B

_ 1 lim Fp)|p|t—a(t—a f t—rt ay

I'(p) hmo = rp=t | n n n

— —a\"! —
On prend ﬁrzl;p(z)[p]; am:tna(rtna) f<t—rtna>
r

En utilisant I'identiti£] I'(z) = nh_}rgo I S g n);

on aura

r—00 r—00 Tp_l

lim 6, = lim _%) [p] — 1. (1.14)



Chapitre 1. Dérivées et intégrales d’ordre fractionnaire 11

Evidemment, si la fonction f(¢) est continue sur l'intervalle fermé [a, t] alors

. zn: y En:t—a t—a pﬁlf . t—a
1m Oy = 1111 T — T s
n—00 p— ’ n—+00 e n n n

— T p—1 _
}g%;h(rh) f(t—rh),

:/ (t — )P~ f(7)dr. (1.15)

En tenant compte de (1.14) et (1.15) et en appliquant le théoréme (1.1), on conclut

que :
DS =l iy [p ] fle=r) = 5 [ = ey i (L)

Si la fonction f(t) est de classe C™([a,b]), alors en intégrant par parties , on

pourra écrire (1.16) sous la forme

-p _ - f(k) ((l)(t — a)p-i—k 1 ! p+m £(m+1
DA _Zk_o Tp+k+l)  To+m+l) /a (t = o (m)dr.
(1.17)

1.1.3 Dérivées d’ordre arbitraire

Commencons par considérer le cas p > 0. Notre but, comme ci-dessus est d’évaluer

la limite

DO =l S (P) 1t - = fim (0. (119

—0 T
r=0

Afin de calculer la limite (1.18), nous commencons par transformer tout d’abord
Pexpression de f)(¢) comme suit :

En utilisant la propriété connue des coefficients de binome

0=+ (119
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ol nous notons par
Af(t—rh)= f(t—rh)— f(t—(r+1)h).

En appliquant la propriété (1.19) des coefficients de binéme répétée m-fois, en
partant de (1.19) on obtient :

1) = kf(—l)“ (p o 1) hTANf(a+ kh)+

=Y

T

(—1)" (p e 1> A™HLE(E ). (1.21)

;—m—l
=0
Calculons la limite du k-iéme terme de la premiére somme de (1.21)

: _1\n—k p_k_l -p Ak
lim (1) ( . )h AF f(a+ kh)

IERT _1\n—k p_k_l . p—k
_ilzlgcl)( 1) ( n—=k )(n k)

y ( n )p—’“ (nh)%kakf(ﬁkh)

n—=k hk ’

n—00 n—k

p—k k
x lim —A flat kh),
h—0 hE

= (t—a)"*" lim (—1)"* (p ok 1) (n — k)"

_ FW(a)(t = a)
D(—p+k+1)

(1.22)
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Car

. wf(p—k—1 % (=pH+k+1)--(=p+n)

1 _1nkp —k’kaI

dim (1) (n_k )<” N = e T R
B 1
CT(-p+k+1)

p—k k
R e e A

Pour calculer la limite de la seconde somme dans (1.21), écrivons la sous la forme :

n —1

1 —m
F(—p+m+1) Z

r=0

(—1)'T(=p+m+1) (p B T a 1) I

mep A™HLf(t —rh)
hm+1 :

X h(rh)

Pour appliquer le théoréme (1.1) on prend

b= (- Tptm (P77 ),

’
ATt —7h) b t— a

hm—H n

Q= h(rh)™

En s’aidant toujours de I'identité

nln?

F<Z>:nh—>nc}oz(z—|—1)---(z+n)'

On peut vérifier que

lim g8, = 1. (1.23)
r—00
On résumé, si m — p > —1 alors
n—m-—1 t
: — _ \ym—p £(m+1)
lim z; Cp / (t — 7)™ P fm (1) dr, (1.24)
En tenant compte de (1.23) et (1.24) et en appliquant le théoréme (1.1) on conclut
que
n—m-—1 D m 1
. —p _ r - - ’I’I’L+1 _
lim ZE (—1) ( . )A f(t —rh)
1

T T(—p+m+1) /a (t =y fm D (7)dr, (1.25)



Chapitre 1. Dérivées et intégrales d’ordre fractionnaire 14

De (1.22) et (1.25), on obtient finalement la limite (1.18) :

JDEF(t) = lim f37(8),

X~ SO o)
B kZ:O L(—p+k+1)

1
+
I'(=p+m+1

) / (t — T)m_pf(m+1)(7)d7. (1.26)

La formule (1.26) est obtenue sous ’hypothése que les dérivées f*)(t),
(k = 1,---,m + 1) sont continues dans [a,t] et que m est un entier vérifiant

m > p — 1. La petite valeur de m est déterminée par 'inégalité :

m<p<m-+1.

1.1.4 La dérivée fractionnaire de (t — a)’

Calculons la dérivée fractionnaire D} f(t) au sens de Griinwald-Letnikov de la
fonction polynome f(t) = (t —a)” ott v € R. On va commencer par considérer des
valeurs négatives de p, ce qui veut dire qu’on utilisons la formule (1.16) :
1 t
DUt —a)’ = —/ (t —7) P Y1 —a)’dr, (1.27)
' F(_p) a
et supposons que v > —1 pour la convergence de I'intégrale. Et posons dans (1.27)

T =a+ &(t — a) et en utilisant la définition de la fonction Béta.

B(z,w) = /0 11 — )T, (R(z) > 0, R(w) > 0),

on obtient :
1 1
D =) = st — o) [ -
1 vp
= mﬁ(v +1,-p)(t —a)"",
I'(v+1)

— m(t —a)’"; (p<0,v>-1). (1.28)
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Considérons maintenant le cas 0 < m < p < m + 1. Pour appliquer la formule

(1.26). 11 faut imposer v > m pour la convergence de 'intégrale, on a alors

1 t d™ (T —a)v
DVt —a)’ = t—7)" P ———————dr.
((t—a) L(=p+m+1) /a (t=7) drm+l T

En tenant compte de

dm+1 (7. _ a)v

)v—m—l
dTerl

=v(w—1)---(v—m)(T—a

~ T(v+1)
- T(v—m)

Y

(1 —a)""™ L

Posons 7 = a 4+ £(t — a) on aura :

C(v+1) ¢ mep R
Mo —m)T(—p+m+1) / (t =)™t —a)™"dr,
T+ 1)B(-p+m+1,0v—m)
- Tlw-m)IT(—p+m+1)
I'(v+1)

= )y (1.20)

DYt —a)’ =

(t—a)"",

Notons que l'expression (1.29) est formellement identique a 1’expression (1.28),
on peut alors conclure que la dérivée fractionnaire au sens de Griinwald-Letnikov

de la fonction polynéme f(t) = (t — a)” est donnée par la formule :

F(v+1)
DIt —a) = ——— _(t—a)"?
t( a’) F(U—p+1)( CL) )
otll (p<0,v>—1)oubien (0 <Mm<p<m+1,v>m).

1.1.5 Composition avec les dérivées d’ordre entier

Notons que nous avons une seule restriction pour m dans la formule (1.26), & savoir

la condition m > p — 1, écrivons s & la place de m et réécrivons (1.26) comme :

S B ()t — a)-PHE

~ D(-p+k+1)
1 t
+ ptstl) / (t — T)S_pf(s+l)(7)d7. (1.30)

Dans ce qui suit on suppose que m < p < m + 1.
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Calculons la dérivée d’ordre entier n de la dérivée d’ordre fractionnaire p de la

forme (1.30), ot on prend s > m +n — 1. Le résultat est :

dm f t _ CL) —p—n+k
dt” (DEF(E) Z - —n+k:—|—1)
1 ' _ \s—p—n £(s+1)
F(_p_nﬂﬂ)/a(t ) ),
— DIT(R), (1.31)

Comme s > m +n — 1 est arbitraire, prenons s = m +n — 1 ceci donne :

dn P _ pTn
(DY) = DI (1),

m4n—1 t— (l) —p—n+k

f
Z - —n+/€+1)

1

_— t — p)ymp=LgmEn) (2 gy .
+r<m_p>/a<t prr o () (1.32)

Considérons maintenant 'opération inverse. En utilisant la formule (1.30), nous

obtenouns :

p xS SO )t a)
oD (dtnf<t)) B I(—p+k+1)

k=0
i/ 7

1
[(—p+s+1

En posant s = m — 1, on obtient :

dn m—1 f(n+l<:)<a) (t _ a)—p-f—k
dtn 2 I(—p+k+1)

P / (t — 7y Pl (2 g (1.33)

et en comparant (1.32) et (1.33), on conclut que
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dm B f t—a) —p—n+k
%<“Df (t) = Dp dt” Z —p—n+k+1) (1.34)

La relation (1.34) veut dire que = et ,Df commutent c’est-a-dire que

tTL

d P = P d" _ D+n
2 @PLF() =a D (oo f(t) =a DI (D), (1.35)

si et seulement si, en la borne inferieure ¢t = a de la différentiation fractionnaire,

ona: f®)=0 (k=0,---,n—1).

1.1.6 Composition avec des dérivées fractionnaires

Considérons maintenant la dérivée fractionnaire d’ordre ¢ d’une dérivée fraction-
naire d’ordre p : D} (, DY f(t)).

Deux cas seront considérés séparément p < 0 et p > 0.

— Cas p < 0 : Prenons d’abord ¢ < 0, alors on a :

1

el Rk RO
1

_ W / (=) / (- e)de,
/f df/ (t = 7)1 (7 — &) ar,

Im/( — &) f(€)de,
= DITS(). (1.36)

Di (DY (1) =

Supposons maintenant que 0 < ¢ < n+1, on remarque que ¢ = (n+1)+(¢—n—1)
ot ¢ —n — 1 < 0 et en utilisant les formules (1.31) et (1.36) on obtient :

dn+1

DHDLf1) = g {DE WD ()}

dn+1 p+q S
dtn-{—l { f (t>}’

=, DYTUf (1) (1.37)
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De (1.36) et (1.37) on conclut que si p < 0 alors pour tout réel ¢ on a

DI DY f(t) =a DYTS(1).
— Cas p > 0 : Supposons que 0 < m < p < m+ 1, alors d’aprés la formule (1.26)

Prenons ¢ < 0, on voit que l'intégrale d’ordre —q de , DY f(t) existe si et seulement

si

f® (a) = 0; (k=1,2,---,m—1), (1.38)

Donc sous les conditions (1.38), on arrive a

DD () = DI F(1). (1.39)

Prenons maintenant 0 < n < ¢ < n+1 on suppose que f(t) satisfait les conditions
(1.38) et en tenant compte du fait que ¢ —n — 1 < 0, la formule (1.39) peut ainsi

étre utilisée, on obtient :

dn+1 I
DHDLI(D) = s (oDE (DI ()}

dn+1 o
= oy LD (O} = DI (1),

Ainsi on conclut que si p < 0, alors (1.39) a lieu pour tout réel arbitraire g, si
0<m < p<m-+1,alors (1.39) a lieu aussi pour tout réel arbitraire ¢, si la

fonction f (t) satisfait les conditions (1.38).

1.2 Dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville

La manipulation avec les dérivées fractionnaires au sens de Griinwald-Letnikov

définie comme limite d’une différence d’ordre fractionnaire n’est pas commode.

Considérons Iexpression (1.26) comme un cas particulier de I’expression
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) 1 d\™ ot -
DO = sy () [ € mp<m,
(1.40)

L’expression (1.40) est la définition la plus connue de la dérivée fractionnaire, elle

est souvent appelée la définition de Riemann-Liouville.

1.2.1 Intégrale d’ordre arbitraire

Supposons que la fonction f(¢) est continue sur tout intervalle fini [a, t] on définit

la formule de Cauchy comme suit :

1

f(_")(t) = W/ (t — )" Lf(7)dr. (1.41)

Supposons maintenant que n > 1 est fixé et prenons un entier £ > 0, évidemment

on obtiendra :

P = 07t [ (= st

ott le symbole D~* (k > 0) désigne k-intégrations itérées.
D’autre part, pour un n > 1, et un entier £ > n la (k — n)-iéme dérivée de la

fonction f (t) peut s’écrire comme :

1

f(k_”)(t) = ka/ (t — )" L f(r)dr, (1.42)

ot le symbole D¥ (k > 0) désigne k-différentiations itérées.

Pour étendre la notion n-uple intégration en valeur non entiére n, on peut démarrer

de la formule de Cauchy (1.41) et remplacer I'entier n par un réel p > 0 :

DI F(t) = % / (t — 2P f(r)dr (1.43)

On a, sous certaines hypothéses raisonnables
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lim D77 F(t) = £ (1),

et on peut alors poser ,DYf(t) = f (¢).

Si f (t) est continue pour t > a, alors 'intégration d’ordre réel arbitraire définie

par (1.43) posséde la propriété importante suivante

D" (D f(1) = D).

En effet, nous avons

D7 (D f(1)) = ﬁ [ =t s
o | ¢ [ r e
1 t t - -
Z—F(p)r(q)/Qf(ﬁ)df/{(t—T) (r— &) ar,
1 t

:m/a (t =" f(&)de,

= D).

Evidemment, on peut inter changer p et ¢, nous avons alors
aDt_p (aD;qf@)) = aDt_q (aDlt_pf<t)) = aDt_p_qf(t)' (1'44>

1.2.2 Deérivée d’ordre arbitraire

La représentation (1.42) pour la dérivée d’ordre entier k—n donne une opportunité

pour étendre la notion de différentiation & un ordre non entier.

A savoir, on peut garder I'entier k£ et remplacer I'entier n par un réel a et alors

k — a > 0. Ceci donne :

JDIf(t) = ﬁ%/{l (t — 1) f(r)dr; 0<a<l). (1.45)
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En notant par p = k — « on peut écrire (1.45) comme

P 1 d* ' k—p—1
ath(t):m%/a (t—7) f(r)dr; (k—=1<p<k), (1.46)
ou bien
P _ d* —(k—p) .
DU (t) = 2 (DT A(0) (k-1<p<k).  (147)

— Considérons maintenant quelques propriétés des dérivées fractionnaires au sens

de Riemann-Liouville.

La premiére propriété est peut la plus importante de la dérivées au sens de

Riemann-Liouville est que pour p >0 et t > a :

DY (D Pf(1) = f(1). (1.48)

Cette derniére propriété est un cas particulier de la propriété générale :

DY (D f (1) = DITf (1), (1.49)

ou f est continue et, si p > ¢ > 0 la dérivée ,DY 7 f(t) existe on a deux cas :

Si ¢ > p > 0 alors en utilisant les propriétés (1.44) et (1.48) on a :

DY (DUf(1) = JDF (D;? D, V(1))

= DU () = DYS(1).

Si p > g > 0 notons par n et m deux entiers tels que : 0 < m—1<p < m et
0<n-—1<p-—gq<n alors, d’aprés la définition (1.47) et la propriété (1.44), on

obtient :
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D} (D (1) = S LD D)}
{aDp_q_mf(t)} )

P dm
_dt_m
{DY ()} = JDITUf().

dt”
Comme la différentiation et l'intégration conventionnelle d’ordre entier, la diffé-
rentiation et l'intégration fractionnaire ne commutent pas.

Si la dérivée fractionnaire DY f(t), (k—1 < p < k) d’une fonction f (¢) est inté-

grable, alors :

.D;? (,DVf(t) zk: DY £(t) (t —a)™ (1.50)
= taF@—j+D' '
Cette propriété est un cas particulier de la propriété plus générale
: (t—a)y™
DT (DIf(t DT Dq J _ 1.51
" (DIf(E) = JO=2 D O] a8

Jj=1

on (0<k—-1<g<k).

1.2.3 Dérivée fractionnaire de (¢t —a)"

Calculons la dérivée fractionnaire ,DY f(¢) de la fonction f(t) = (t —a)’ ou v € R.
Supposons que n — 1 < p < n et rappelons que, d’apreés la définition de la dérivée

au sens de Riemann-Liouville

dn

e {aDZ(”_p)f(t)} ; (n—1<p<n). (1.52)

DY f(t) =
En appliquant, dans la formule (1.52), I'intégrale fractionnaire d’ordre « = n — p

de cette fonction, que nous avons déja évaluer (voir la formule (1.29)) :

I'(1+w)

D=9 = s T

(t —a)"™; v>—1,
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nous obtenons :

I'(1+wv)

Di((t—a)’) = Ta+v=p)

(t —a)". (1.53)

Exemple 1.1. Prenons la fonction f(t) = t* et calculons (DY f(t). La Figure

(1.1) représente la dérivée fractionnaire de f pour quelques valeurs de p.

12

FIGURE 1.1: (DY t3 pour quelques valeurs de p.

1.2.4 Composition avec les dérivées d’ordre entier

La composition de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-Liouville avec des

dérivées d’ordre entier apparait dans plusieurs problémes appliqués.

En utilisant la définition (1.45) nous obtenons :

o 1 vk gt -
G DEI0) = g [ =7 S ()
= DS O<asy, (L5

et en notant par p = k — a nous aurons :

d" p — nrp
= WD) = D) (1.5)

Afin de considérer les opérations d’ordre inverse, on doit tenir compte du fait que
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0 = o [ =
— [Pt —a)
f(t) = NTEST (1.56)
et que
DIg(t) = Dy (D "g(t)). (1.57)

En utilisant (1.56) et (1.57) et (1.53), nous obtenons

D7 (w) = DIPWD (1),

dtm
n—1
— Dn-i'p f t B CL)
alJdy ] + 1 )

7=0
! JOa)(t = arr
'j+1—p—n)

n—

= Dy f(t) -

Y

=0

.

qui est identique a la relation (1.34). De plus, comme dans de le cas des dérivées

des Griinwald-Letnikov, on voit que

o WDE(0) = 0t (CH) = pps),

si et seulement si la borne inférieur de la différentiation fractionnaire de la fonction
f(t) satisfait les conditions : f*)(a) = 0, (k=0,1,---,n—1).

1.2.5 Composition avec les dérivées fractionnaires

On s’intéresse maintenant & la composition de deux opérateurs de dérivation frac-

tionnaire ,Df (m—1<p<m)et D} (n—1<qg<n).

En utilisant par la suite la définition de la dérivée fractionnaire au sens de Riemann-
Liouville, la formule (1.50) et la composition (1.55) avec la dérivée d’ordre entier

on aura :
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dm
P q _ 4 (m—=p) rTya
D} (DEf(1) = 2o { D" (DLF(D) }

dm D n (t _ a)m*p*j

_ n Dq J
dtm{a Z /) t“F(1+m—p—j) 7

= DPf(t) — zn: [ Dq_jf(t)} M. (1.58)

' e =T (l-p—j)
En inter changeant p et ¢ (et donc m et n ), on peut écrire :
q p p+q S p—Jj (t — a)_q_j
D (,D}f(t)) = Dyf (¢ Z DY £(2) — (L.59)

La comparaison des relations (1.58) et (1.59) dit que dans le cas général les opé-
rateurs DY et ,D} des dérivées fractionnaires, au sens de Riemann-Liouville ne
commutent pas avec seulement une seule exception (en plus du cas trivial p = ¢q) :

& savoir, pour p # g on a :

D{ (.Dif(t)) = .D} (.D{f(t)) = D7 f (1),

si et seulement si les sommes dans deux membres de droite (1.58) et (1.59) sont

nulles. Pour cette raison nous demandons la vérification simultanée des conditions :

DI f(1)],_, = O; (G=1,---m),

et des conditions

DI f(1)],_, =0; (j=1,--n).

1.3 Dérivée fractionnaire au sens de Caputo

Parmi d’autres approches de généralisation de la notion de différentiation et d’in-
tégration, on s’intéresse a ’approche proposée par Caputo a cause de son utilité

pour la formulation et la résolution des problémes appliqués.
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La définition de Caputo peut étre écrite comme :

v B 1 e (r)dr '
ODPf(t) = F(ﬂ_p)/a o (n—1<p<n), (1.60)

sous des conditions naturelles sur la fonction f (¢).

Pour p — n, la dérivée de Caputo devient une dérivée n-iéme conventionnelle de
la fonction f (¢). En effet supposons que 0 < n—1 < p < n et que la fonction f (¢)

admet (n + 1) dérivées bornées continues dans [a, t] pour tout ¢ > a. Alors

: M) (t—a)""
lim DPf(t) =1
pg{l@a tf() ngTIL F(n—p—I—l) +

1 t
im ——— t — )P £(ntl) d
pgp<n_p+1)£( )P (7) dr

= f(n)(a) + /t f(n+1) (T) dr = f(n)(t); (n =123, )

L’avantage principal de ’approche de Caputo est que les conditions initiales des
équations différentielles fractionnaires avec la dérivée de Caputo acceptent la méme

forme pour les équations différentielles d’ordre entier.

Une différence entre la définition de Riemann-Liouville et la définition de Caputo
est que la dérivée de Caputo d'un constant est nul. Par contre dans le cas d’une
valeur finie de la borne inférieure a, la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville

d’une constante C' n’est pas égale a 0, mais

Ct—a)”

VY _
DO = I'(1-p)

(1.61)

Il y a aussi une autre différence entre ces deux approches, qu’on voudrait men-
tionner et qui semble importante pour les applications. A savoir, pour la dérivée

de Caputo on a

SDIE D f(1) = DY f(L); (m=0,1,2,--+ n—-1<p<n), (162)

quant a la dérivée de Riemann-Liouville :
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D DY) = DI (), (m=0,1,2,-- n—1<p<n), (1.63)

L’inter changement des opérateurs de différentiation dans les formules (1.62) et

(1.63) est permis sous différentes conditions :

SDIE DI (1) = D (DY) = SDI (1),

D} (DY f(t)) =« DYDY (1)) = Dy (1),

f®@=0, s=01,---m—1, (m=0,1,2,-- n—1l<p<n).

On voit que contrairement a l'approche de Riemann-Liouville, dans le cas de
la dérivée de Caputo, il n’y a aucune restriction sur les valeurs f)(a) (s =
0,1,...,n—1).

1.4 Dérivée fractionnaire séquentielle

L’idée principale de différentiation et d’intégration d’ordre arbitraire est la géné-

ralisation d’intégration et de différentiation itérées.

Dans toutes ces approches le but générale est le méme : "remplacer" la valeur

tiere d ot d brati té 1 1 bole 4
entiere du parametre n d’une opération notée, par exemple, par le symbole 7=
par un paramétre non entier. Toutefois, il y a aussi une autre approche qui est
moins bien connue, cette approche est basée sur 'observation que, en fait, une
différentiation du n-iéme ordre est tout simplement une série de différentiations

de premier ordre
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U _dd d
dtr dtdt dt

f(t), (1.64)

n

S’il y a une méthode convenable pour "le remplacement" de la dérivée du premier
ordre % par la dérivée D*d’ordre non entier, ou 0 < v < 1, alors il serait possible

de considérer ’analogue de (1.64) suivant :

D f(t) = D*D" - - - D* f(t). (1.65)

n

Miller et Ross [8] ont appelé la différentiation généralisée définie par (1.65), diffé-
rentiation séquentielle ; o D désigne n'importe quel type de dérivée fractionnaire

qu’on a proposeé.

Au lieu de (1.65), il est possible de remplacer chaque dérivée de premier ordre
dans (1.64) par des dérivées fractionnaires d’ordres qui ne sont pas nécessairement

égaux, et de considérer I'expression la plus générale :

DYf(t) = DD ... D f(t), a=ar+ay+- -+ ap, (1.66)

qu’on appellera aussi la dérivée fractionnaire séquentielle.

1.5 Quelques propriétés des dérivées fractionnaires

Dans cette section nous introduisons quelques propriétés d’intégration et de diffé-

rentiation fractionnaire, qui sont souvent utilisées dans les applications.

1.5.1 Linéarité

Similairement & la différentiation d’ordre entier, la différentiation fractionnaire est

une opération linéaire :

DPAS(E) + pg(t)) = ADf(t) + pDg(t), (1.67)



Chapitre 1. Dérivées et intégrales d’ordre fractionnaire 29

ou DP désigne n’importe quelle mutation de la différentiation fractionnaire. En

effet pour les dérivées de Griinwald-Letnikov on a :

DY) + ug(t)) = lim Z(—w (Z)xtte =ty + e o),

—0 = r

= Alimh 7y ’”(p)ft—rh
h—0 r
. p . P

+ plim A~ g(t —rh),
h—0 r

= \Dy f (t) + uan g(t).

1.5.2 La régle de Leibniz pour les dérivées fractionnaires

Prenons deux fonctions ¢(t), f(t) et partant de la régle bien connue de Leibniz

pour calculer la dérivée n-iéme du produit o(t)f(t) :

o ) =3 ()10 (1.68)

dtn
k=0

Prenons maintenant le membre & droite de la formule (1.68) et remplagons le
parameétre entier n par le paramétre réel p. Ceci signifie que la dérivée d’ordre
entier f("=*) (t) sera remplacée par la dérivée fractionnaire de Griinwald-Letnikov

d’ordre fractionnaire ;DY " f(t).

La régle de Leibniz pour la différentiation fractionnaire est la suivante. Si f(¢)
est continue dans [a,t] et (t) admet n + 1 dérivées continues dans [a, t], alors la

dérivée fractionnaire du produit ¢(t) f(t), est donnée par

DEe0r0) =Y (1) 00110 - 200

k=0

oun=>p+1et

avec



Chapitre 1. Dérivées et intégrales d’ordre fractionnaire 30

lim RP(t) =0,

n—oo

si f(t) et p(t) avec toutes ses dérivées sont continues dans [a, t]. Sous cette condi-

tion, la régle de Leibniz pour la différentiation fractionnaire prend la forme :

DYy i( ) )aDy T f (1)

k=0

1.6 Transformée de Laplace des dérivées fraction-

naires

Rappelons quelques outils de base de la transformée de Laplace.

La fonction F(s) de la variable complexe s définie par

Fo)=L{f0ish= [ et (1.69)
0
est appelée la transformée de Laplace de la fonction f(t), et pour l'existence de

(1.69) f(t) doit étre d’ordre exponentiel «, ce qui veut dire qu’il existe deux

constantes positives M et T telles que

e ()] < M, pour tout t > T.

La transformée de Laplace de la convolution

:/Otf(t—T dT—/f g(t —7)d (1.70)

de deux fonctions f(t) et g(t), qui sont égales & 0 pour t < 0, est égale au produit

de leurs transformées de Laplace :

LA{f(t)xg(t);s} = F(s) G (s), (1.71)

sous I'hypothése que F'(s) et G (s) existent. On a aussi comme propriété :
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L{f(t);s} = "F (5) = 3871 £09(0),
= §"F (s) — X_: sk k=1 (), (1.72)

Dans ce qui suit, on suppose que a = 0.

* La transformée de Laplace des dérivées fractionnaires de Riemann-

Liouville :

La transformée de Laplace de l'intégrale fractionnaire d’ordre p > 0 de Riemann-
Liouville et de Griinwald-Letnikov peut s’écrire comme une convolution de deux

fonctions g(t) = % et f(t):

oD f(t) = oD f(t) = : )/0 (t =) f(r)dr = g(t) % f(2),

L (p)

et on a G(s) = L{tP';s} =T (p) sP. Donc en utilisant (1.71) on a

L{oD?f(t);:s} = L{cDi"f(t); s} = s7F (s). (1.73)

Pour la transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Riemann-Liouville,

qui peut s’écrire sous la forme

oDV f(t) = g™ (1),

t
g(t) = oD f(1) = ¢ (nl_ 5 /0 (t—7)"" f(r)dr;  (n—1<p<n).
On utilise (1.72) on obtient
n—1
L{DYf(t); s} = "G (s) = p_s"g" ™ 71(0), (1.74)
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et on a la transformée de Laplace de g(t) est : G (s) = s~ P F (s)

et

dn—k—l

gt = Sy oD () = oD (R),

On arrive a l'expression finale de a transformée de Laplace de la dérivée fraction-

naire de Riemann-Liouville

[y

L{DLf(t); s} = s"F (s) = D" oDV * ()] 5 (n—1<p<n).

t=0
0

3

i

* La transformée de Laplace des dérivées fractionnaires de Caputo :

Ecrivons la dérivée de caputo sous la forme

CDf() = oD " Pgt),  g(t) = f(),  (n—1<p<n).

En utilisant la formule (1.73) on aura

L{Dyf(t);s} =s " PG (s), (1.75)
ou grace a (1.72)
n—1
G (s) = s"F (s) = 3 5" {0 (0),
k=0
n—1
=s"F (s) = > _s*f+1(0). (1.76)
k=0

D’aprés (1.75) et (1.76) on obtient :

n—1

L{IDIf(t);s} = s"F (s) = > " *1fW(0);  (n—1<p<n).

k=0



Chapitre 1. Dérivées et intégrales d’ordre fractionnaire 33

* La transformée de Laplace des dérivées fractionnaires de Griinwald-

Letnikov :

Considérons le cas 0 < p < 1. on peut écrire la dérivée fractionnaire de Griinwald-

Letnikov (1.26) avec a = 0 de la fonction f(t) comme suit :

FO)EP |
Ti-p) T-p

D F() = ) /0 (=) f'(r)dr,

En utilisant la transformée de Laplace de la fonction tP~! et la transformée de

Laplace de la convolution (1.71) et la relation (1.72) on obtient :

Loy =10

e (sF(s) — f(0)) = sPF(s). (1.77)
La transformée de Laplace de la dérivée fractionnaire de Griinwald-Letnikov d’ordre
p > 1 n’existe pas dans le sens classique, car dans un tel cas on a des fonctions non-
intégrables dans la somme de la formule (1.26). Les transformées de Laplace de
telles fonctions sont données par des intégrales divergentes. Cependant, la formule

(1.77) pour p > 1 a lieu au sens des fonctions généralisées (distributions).



Chapitre 2

Equations différentielles d’ordre

fractionnaire

Dans ce chapitre, nous discutons la question classique concernant les équations
différentielles d’ordre fractionnaire [3], ¢’est-a-dire la question d’existence et unicité
des solutions, puis on donne la solution analytique des équations différentielles

linéaires d’ordre fractionnaire.

2.1 Existence et unicité

Soit a un réel positif vérifiant m — 1 < a < m. §D* désigne l'opérateur de

dérivation de Caputo.

Considérons le probleme aux valeurs initiales :

(2.1)

§Dy(t) = f(t,y(1)),
& Dry(0) = i, k=0,1,---,m—1.

Théoréme 2.1. Soient K >0, h* >0 et y”, - - -,yémfl) € R. Définissons

2 — thy
G =< (ty) eR* te0,h], y—kz | <K
=0

34
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St la fonction f: G — R est continue, lipschitzienne par rapport a y c’est-a-dire :

v(tay1)7 (tva) €G: |f(t>y1) - f(t7y2)| <L |y1 - y2| :

Alors, le probléme aux valeurs initiales (2.1) admet une unique solution continue

1
y € C'[0,h], ot h = min {h*, (W)a }, avec

M = sup |f(t,y)|
(t,y)eG
Lemme 2.2. Sous les mémes hypothéses du théoréeme (2.1). La fonction y €
C'[0, h] est solution du probléeme (2.1) si et seulement si elle est solution de I’équa-

tion intégrale non linéaire de Volterra :

Démonstration. Premiérement supposons que y est une solution de (2.2). On peut

écrire (2.2) sous la forme

y(t) = I8ty ().

HZJ
0

e
I

Si on applique l'opérateur (D sur les deux membres de cette relation, on aura

immeédiatement que y est solution de (2.1).

Appliquons maintenant 'opérateur ¢D*, 0 < k < m — 1 sur I’équation de Volterra
(2.2) :

m—1 ;
g -
oDry ()= Dkﬁyéj) + o DEIGTTRf (8, y (1))

J=0

Pour j > a — kon a ¢D¥t/ =0 et pour j < a—k ona Dt/ =0sit=0. Alors

tF o
0Dy (0) = oD* |+ I (L ()] -

t=0

Puisque o — k > 1, l'intégrale 157" f (t,y (t))|t:0 est nulle.
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Par suite : oDy (0) = .

D’autre part ; définissons z (t) = f (¢,y (t)) alors z € C'[0, h], réécrivons ’équation

sous la forme :

z(t)=f{ty@t) = oD%(t)= oD (y — Trn-11[y,0]) (),
= oD"I)" (y — Thne1 [y, 0]) (1),

Ton-1[y, 0] est le polynéme de Taylor de degré m — 1 pour la fonction f autour de
0; T [y,0] (1) = S0y o™

On applique 'opérateur /" on obtient

gz (t) = Ig"* (y = Tna [y, 0)) (1) + ¢ (1),

avec ¢ un polynome d’un degré ne dépasse pas m — 1.Comme 2z est continue la
fonction [J'z a un zéro d’ordre au moins m. De plus, la différence y — T,,,—1 [y, 0]
a la méme propriété par construction. Et alors la fonction 15" (y — 15,1 [y, 0])
doit avoir un zéro d’ordre m aussi. Par suite ¢ a la méme propriété, mais comme

il est de degré ne dépassant pas m — 1 il en résulte que g = 0.
Par conséquent : [z (t) = I (y — Trn—1 [y, 0]) () .

En appliquant I'opérateur de dérivation de Riemann-Liouville D"~ sur les deux

membres de cette équation, elle devient :

y(t) = Tna [y, 0] (1) = 52 (1) .

Substituons z (¢) et T,,—1 [y, 0] (£), on retrouve ’équation de Volterra :
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Lemme 2.3. Sous les mémes hypothéses du théoréme (2.1), I’équation de Volterra

m—1 L t
" (k) 1 / a1
=> — — | - d
y( ) P k‘y() + F(O{) 0 ( T) f(Tay(T)) T,
posséde une unique solution y € C'[0, h].

Pour prouver le théoréme (2.1) ; d’abord il faut transformer le probléme aux valeurs
initiales (2.1) & une forme équivalente qui est ’équation intégrale de Volterra
(lemme (2.1)), puis prouver l'existence et l'unicité de solution de cette équation

(lemme (2.3)). Le théoréme (2.1) est conséquence immédiate de ces deux lemmes.

2.2 Equations différentielles linéaires d’ordre frac-

tionnaire

Les équations différentielles fractionnaires linéaires apparaissent dans les applica-
tions. Pour cette raison, on donne dans le théoréme suivant une expression explicite
de la solution en utilisant la transformée de Laplace et la fonction de Mittag-Leffler
E,, définie par :

E,(z)= -
a (2) g I'(1+ ak)

Théoréme 2.4. Soit a« > 0, m un entier tel que m — 1 < a < m et A € R. La

solution de probléeme aux valeurs initiales suivant

avec
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et up (t) =5 Dy %eq (1), k=0,1,---m—1 et e, (t) = E, (M),

2.3 Systémes linéaires d’ordre fractionnaire

En plus des équations différentielles fractionnaires, les systémes fractionnaires ont
lieu aussi dans plusieurs applications parce que des nombreux problémes dans la
physique, la chimie, et la géométrie sont modélisés mathématiquement par ces

systémes.

Dans cette section on introduit I'un des méthodes de résolution analytique des

systémes fractionnaires linéaires.

Considérons le systéme fractionnaire linéaire :

DX () =AX(t), 0<t<a, (2.3)

on: X eR" a>0 A€ M,(R)et D* est la dérivée fractionnaire au sens de
Caputo d’ordre «, avec 0 < o < 1.

Pour construire la solution générale du systéme (2.3) on fait la méme procédée
pour les systémes linéaires d’ordre entier, homogéne & coefficient constants o
I'exponentiel Exp(t) sera remplacé par la fonction de Mittag-Leffler E, (t*). Ceci

conduit & la solution de la forme :

X (t) = uBa (M), (2.4)

ou le constant A et le vecteur u sont & déterminer, le vecteur X donnée par (2.4)
est une solution de (2.3) si A est une valeur propre de la matrice A et u son vecteur

propre associée. Donc la solution générale de (2.3) est donnée par :

X(t) = ciuWE,(MtY) + cuP Eg(\at®) + - - - + cou™ By (A1),

ol ¢y, -+, ¢, sont des constantes arbitraires, Aq, ---, A, et u(M, -+, u(™ sont les valeurs
propres et les vecteurs propres correspondants pour I’équation caractéristique (A —

A )u = 0. (C’est le cas ou A est diagonalisable).
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Si la matrice A admet une valeur propre A de multiplicité k, alors on a deux possi-
bilités : Soit il existe k vecteurs propres linéairement indépendants correspondant

a la valeur propre A, ou bien il existe moins de k vecteurs propres.

Dans le premier cas, soient v, u® ... u®) les k-vecteurs propres linéairement

indépendants associés & A de multiplicité k. Alors

XY t)=uVE, M), XD @) =uPE, (M), X® ) =uPE, (XtY),

sont des k-solutions linéairement indépendants de (2.3).

Cependant, s’il existe moins de k vecteurs propres linéairement indépendants cor-

respondant & A de multiplicité k, alors il existe moins de k solutions.

Supposons par exemple que A est une valeur propre double de A, mais elle admet

un seul vecteur propre u(!), alors une solution de (2.3) est :

XUty =uVE, (M),

En utilisant les propriétés de la fonction de Mittag-leffler, on peut trouver une

deuxiéme solution de (2.3) de la forme :

X (1) = uWt*EWD (M) + P E, (M?),

ou E (z) = 4 F, (z), le vecteur constant u!) satisfait I'équation (2.3) et le

vecteur constant u(? se détermine par :

(A= ADu® =W,

Et on peut montrer facilement que X (¢) et X (¢) sont deux solutions linéai-

rement indépendantes de (2.3).

Dans le cas général, si la matrice A admet une valeur propre A de multiplicité k

avec m vecteurs propres linéairement indépendants, ott m < k, alors
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XO @) =uVE, (M),
X () = uWte D (M) + u@ E, (M),

X (k=m) (t) = u(l)ta(k—m—l)E&k—m—l) (ALY) + u(2)toe(k—m—2)E(g€—m—2) (AL)
4. _|_u(k—m)Ea ()\ta) 7

\

sont k — m solutions linéairement indépendantes de (2.3).

Remarque 2.5. Le probléme a valeur initiale consistant le systéme linéaire fraction-
naire (2.3) et la condition initiale X (0) = X, admet une unique solution continue

X(t) dans (0, a] qui satisfait la condition initiale.

Remarque 2.6. Soit [X1(t), Xa(t),- - -, X, (t)]", la solution du probléme a valeur
initiale consistant le systéme linéaire fractionnaire (2.3) et la condition initiale
X (0) = Xp. Alors le probléme a valeur initiale pour le systéme fractionnaire non

homogéne :

dOL
=X =AX (D) +b(t), 0<t<a X(0)=Xo

ou b(t) = [by (£),by(t),- - by (t)]" € R?, admet la solution

[Y1(t), Ya(t),- - -, Yo (£)]" telle que :

Y;-(t):Xi(t)Jr/OtXi(é—t)bi (&) dg; t=1,---,n.

Exemple 2.1. Considérons le systéeme :
DO{
"l=n (x> (2.5)
D>y Y

2 -1
B = , ou ) <a<l1.
4 =3

Les wvaleurs propres de la matrice B sont : A\ = 1, Ay = —2 et leurs vecteurs
propres associés sont : ut) = [1, 1]T ,u® =1, 4]T respectivement. Donc la solution

générale de (2.5) est :

X(t)=c G) E, (t*) + ¢ <i> By (—2t%),
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ol ¢y et co sont des constantes arbitraires. En particulier, le probleme a valeur

mitiale :

(0o)-2C) G-

admet 'unique solution



Chapitre 3

Quelques méthodes de résolution

numeérique

Dans plusieurs applications; mécaniques des fluides, viscoélasticité, biologie et
physique, il y a une intérét considérable pour les équations différentielles d’ordre
fractionnaire, ordinaires ou partielles. Mais malheureusement, il n’y a pas des mé-
thodes générales pour trouver les solutions analytiques exactes, alors on doit utili-
ser 'approximation et les techniques numériques. Il existe deux types de méthodes
pour résoudre les équations différentielles d’ordre fractionnaire : les méthodes fré-
quentes et les méthodes temporelles |7, 11|, et dans notre étude nous intéressons

au deuxiéme type.

L’objectif de ce chapitre est de décrire quelques méthodes permettant de résoudre
numériquement les équations différentielles d’ordre fractionnaire de type Riemann-

Liouville

Dy (t)=f(ty(t); D "y (0) = by (3.1)
—1.92 ... n—1 li n—a — b
k 2, -n—1, lim J" % (2) = by,

ou de type de Caputo

“Dyt)=f(ty(t); Dy(0)=b; k=12 n-1L (3.2)

ota>0,a¢Netn=|a],(n—1<a<n).

42
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On cherche a déterminer une solution y(t) de l'équation (3.1) ou (3.2) dans un
intervalle fermé [0,7] avec T" > 0. Etant donné une subdivision tp = 0 < #; <

- <ty =Tdel0,T] ou N =T/h, on note par y,, 'approximation de y (¢,,) et
également f,, = f (tm,Ym), m =0,1,--- N.

3.1 Meéthode basée sur la définition de Grunwald-

Letnikov

Avant de considérer le probléme (3.1) ou (3.2), on commence par le probléme

DY) =f(ty®); y(0)=0, 0<a<l, (3.3)

ou ¥ D> désigne I'opérateur différentiel de Griinwald-Letnikov. Tant qu’on a un
probléme aux conditions initiales homogeénes avec 0 < « < 1, alors (3.3) est

équivalent aux problémes (3.1) et (3.2).
Rappelons que la définition de la dérivée de Griinwald-Letnikov est :
Sy () = tim — 3 (1) (¢ )yt —kh), a0,
he k ’

h—0
lh=t k=0

Si on fixe h proche de 0, on a 'opérateur fini de Griinwald-Letnikov

1 m

LDy (t, :ﬁz () m—kh), a>0, m=0,1--- N.
k=0

En utilisant les points t,,, m = 0,1,---, N on a alors le probléme discrétisé :

% 3o (-1 (Z) Y(tm = k) = f(tm, y(tm)),

«

k
une a chaque point t,, par :

si on pose : wy = (—l)k ( ) on peut résoudre cet ensemble d’équations une par
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= hf (tms Ym) Zwky —kh), m=1,--- N. (3.4)

Cette formule calcule la solution numérique de I’équation (3.3), malheureusement ;
la solution y,, apparait dans les deux membres de l’équation (3.4), mais dans

chaque pas, la m-iéme équation contient y,, comme la seule valeur inconnue, car

on a déja calculé yy, yo, - -+, ym_1 dans les calculs précédents. Donc on peut résoudre
la formule (3.4) pour tout m = 0,1,- - -, N d’une maniére pas par pas, et dans le

cas général, les équations sont non linéaires, et pour les résoudre on doit utiliser

des méthodes unidimensionnelles.

Pour le probléme (3.3), 'opérateur fini de Griinwald-Letnikov donne une approxi-
mation de premier ordre de 'opérateur de Riemann-Liouville, et celle de Caputo
par le choix du condition initiale homogene dans (3.3). Par suite la formule (3.4)
nous donne une méthode numérique de premier ordre pour résoudre les équations
de type (3.3) et de méme les équations de type (3.1) et (3.2) avec 0 < v < 1 et la

condition initiale homogéne.

On va généraliser le probléme (3.3) dans le cas ot 0 < a < 1 et la condition initiale

n’est pas nécessairement homogene.

Les coefficients wy, peuvent étre calculés d’'une maniére récursive (avec wy = 1)

comme suit

1
wy, = (—1)" (2) = (1 - a;{k > wg—1;  pour k € N.

La formule modifiée est donnée par

- haf m7ym Zwky - kh — WmYo, m = 17 ) N7 (35>
ol
m=“ B
Wm = I'(m—a) _Z%
7=0

On s’intéresse maintenant & la solution numeérique du probléme (3.2) (probléme gé-
nérale de Caputo). D’apreés [11] ; la relation entre opérateur de Griinwald-Letnikov

et celle de Caputo est
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Dy (t) = “EDY(y (t) — Tt [y: 0] (1)
= GLDay (t) — DaTn—l [y7 O] (t> :

ou y (t) est supposée n-fois continument différentiable. Donc, on peut écrire la

formule (3.5) pour @ > 0 comme suit

= h*f(tm, Ym) Zwky — kh) — wiYo, (3.6)
+h* DT, 1 [y; 0] (t) m=1,2--- N,
ou
n—1

bktﬁ;a

D*T—1 [y; 0] (tm) Th—a+tl)

, d’aprées [11].

I
o

dont 'erreur satisfait :

oax [y (tm) = Y| = O(h).

3.2 Meéthode de Diethelm basée sur la quadrature

Dans cette section nous allons décrire une deuxiéme méthode pour la résolution

numérique des équations différentielles fractionnaires.
Lemme 3.1. soit « >0, « ¢ N et n = [a|. Supposons que f € C™[0,T] alors

Dof(t) = ﬁ /0 (t— 7)1 (7) dr. (3.7)

Lemme 3.2. sous les mémes hypothéses du lemme (3.1) on a

DY) = g [[0= U@ =Tl ) 68)

(-

Pour la preuve consulter [11].
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Appliquons la transformation linéaire 7 = tu dans (3.7) on trouve :

U
CDAf(t) = —/ uw tg(u)du; pour tout t € [0,T].
0= Fa | v o 0.7

ou g(u) = f(t — tu).

On s’intéresse maintenant a I'approximation de l'intégral fini

1
| gt
0

qui a une singularité locale a I’origine.

Pour I'approximation numérique de cet intégral, on a besoin d’utiliser la formule
quadratique composée de degré d € Ny, c’est-a-dire on fait le procédé suivant :
premiérment, on défini un réseau 0 =ty < t; < --- < t; = 1, puis, on construit
une fonction g, qui interpole la fonction g dans tout sous intervalle [t,_q,t,] (v =
1,2,--+,7), la fonction g, est définie pour étre le polynéme de degré d qui interpole g
dans les nceuds équidistants t, 14 pu(t, —t,—1)/d, p = 0, ---, d. prises respectivement

a la fonction u=1.

Alors, on obtient notre approximation désirée.

Qilal= [ vt

sous la condition o« < n < d+ 1.

Pour notre étude, on s’intéresse au cas ot d = 1 (interpolation linéaire par mor-

ceaux).
En combinant les résultats obtenus dans cette section, on trouve une approxima-

tion pour la dérivée fractionnaire de Caputo comme suit :

e
[(=a)

“Dy(t) ~ Q9]

ou : g(u) =y(t —tu) — T,—1 [y; 0] (t — tu), avec t > 0.
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Maintenant, on va appliquer les informations précédentes sur le probléme de type
Caputo (3.2), et discuter le cas d = 1 seulement, (quadrature basée sur I'interpo-
lation linéaire par morceaux), a donc satisfait la condition 0 < o < 2 et on a les

conditions initiales :

y (0) = by; si0<a<l,
bo, ¥’ (0) = by; sil<a<?2.

Supposons que la fonction f dans (3.2) réalise les hypothéses du théoréeme (2.1);

I’algorithme de cette méthode est donné comme suit :

Choisir un entier positif N et subdiviser l'intervalle de travaille en N parties de
méme longueur h = %, pour obtenir un réseau régulier de points t,, = mh,
m =0,1,---, N, en suite on écrit I’équation (3.2) pour ¢t = ¢,,, en utilisant I'identité
(3.8) on obtient :

f (tmyy (tw)) = “Dy(tm) = D*yY(tm) — DTy [y5 0] () ,

1
=" / u Ny (t — tpu) du — DTy, 1 [y; 0] (tn)
0

! bot - bt
— —a—1 tm _ tm d _ 0 m _ 1 m ]
r(—a>/0“ yl W e T TR —a)

danslecason 0 < a<1lonab =0.

Dans cette relation, on remplace l'intégral par la formule quadratique @Q,,, et
introduit l'erreur quadratique R,,, en utilisant 'abréviation ¢, (v) =y (t,, — tmu)

on a

' [« byt bl
I'(—a) (; Wemgm (k,m) + R [gm]> T 1—a) T 2—a) [ty (tm))

avec la notation g, (k,m) =y ((m —k)h).

en ignorant lerreur R,,, ¥, (m =0,1,--- N) est alors la solution de
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te & bot > bitl-
k=0

I'(-a)

Dans le cas des points équidistants ¢, = mh, (3.10) devient

> G (b — k) = T (=) (mh)* f (L ym) + FF(i—_oz;) mhT (—a)

et pour wg,, on peut écrire :

(kar (2 — Oz)
—a(l—a)m—

Wkm =

Finalement la solution pour y,, est :

Y = h*f (bms Ym) = > Dkm¥m (tm — k) + h*DT,y [y 0] (tm) , (3.11)
k=0
ou
(
1; pour k = 0,

_ —a; pour k=m =1,
ﬂ=< 21— — 9 our k=1etm>2
r2-a . . pourh = =

(k—=1)""+(k+1) " =2k pour 2 <k <m—1,
\ k—=D""—(a—1) k@ — k', pour k =m > 1.

La question importante qui reste pour la formule (3.11) est concernant le compor-
tement de l'erreur de (3.11). La réponse de cette question est donnée dans [11]

pour un type spécial de fonction f :

ft,y) = —py +q(t),

ou i > 0 et q continue, avec 0 < o < 1.
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Théoréme 3.3. Soit0 < a <1 oul < a < 2. Supposons que f(t,y) = —py+q(t),
avec q une fonction continue et pu > 0. L’équation (3.11) admet une solution unique

pour tout h.

Théoréme 3.4. Soit 0 < a < 1; Supposons que f(t,y) = —uy + q(t) avec q une
fonction continue et u > 0 telles que la solution y € C?[0,T)],alors il existe une
constante A dépend que « et y (et donc de u et q) telle que Uerreur de la méthode

vérifie :

(tn) — ym| < AmR2, m=0,1,--- N.

Corollaire 3.5. Sous les mémes hypotheéses de théoréme précédent, 'erreur global

de la méthode d’approrimation de Diethelm admet [’estimation suivante :

max [y(tn) — ym| = O(h*~*).

m=0,---,N

3.3 Meéthode de Prédiction-Correction

La méthode de Prédiction-Correction (La méthode d’Adams-Bashforth-Moulton)
[1, 4, 11] est une méthode numérique pour résoudre les équations différentielles
fractionnaires, basée sur I’équation intégrale de volterra (2.2). Elle est considérée

la plus adaptée pour les équations non linéaires.

Le principe de cette méthode est de remplacer 1’équation (2.1) par I’équation inté-
grale de volterra (2.2), puis utiliser la formule (produit de quadrature des trapézes)
pour remplacer I'intégral dans les noeuds ¢;, 7 = 0, 1, ---, n+1 prises respectivement

a la fonction (t,41 — .)a_l, autrement dit, on applique I’approximation :

tn+1 . tnt1 -
/ (thyr — 1) g (r)dr =~ / (tnp1 — 7)° Gnya (1) dT,
0 0

ol gn41 est linterpolation linéaire de g. Le second membre peut s’écrire comme

suit :

n+1

tn+1
/ (g1 =) Guir (1) d7 = @519 (1),
0 =0
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ou

tn+1 1
o
Ajnt+1 = / (tpg1 — 7) ¢j,n+1(7')d7'a
0

et

(7= t51)/(t; = tj-1); sitj <7<t
Gjn+1(T) = (tjs1 —7)/(Ljs1 — t)); sity <7 <tj,
0; sinon.

Dans le cas des nceuds équidistants ¢; = jh, avec un pas fixé h les derniéres

relations se réduisent A :

. sij=mn+1.

L { Q(ZL) (n*t — (n — a)(n+1)*); sij=0,
jn+l —
a(a+1)?

etpour 1 <j53<n

hOé

aarn [T+ (=) =2 =g+ )T

Ajnt+1 =

Donc, on obtient la formule de correction (corrector) :

m—1 n
t* 1
Yn+1 = § kjl y(() ) + T (Oé) < E aj,n—‘rlf(tjayj) + an—i—lm—i—lf(tn-‘rbyg—f—l)) )
k=0 ) j=0

oty désigne la formule de prédiction (predictor).

Pour déterminer g/, on fait la méme procédure comme précédemment mais 1'in-

tégral sera approximé par la régle des rectangles :

tnt1 n
[ =0 g ar = Y b (1),
0 j=0

ou
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tn+1 B 1
bjmt1 = / (tnsr —7)" " dr = o ((tara = t)" = (tar1 — tj41)") -
tn
De méme, pour le cas équidistant on a I'expression simple :

(e}

h/ A\ A\
b = (0 1= )~ (n = §)°)
finalement, on obtient la formule de prédiction :

m—1

t 1 —
P _ n+1 (k) 4 o
Ynt1 = X Yo T T (a) ;:0: bjnirf (t,v5)

k=0
L’algorithme est bien déterminé par ces formules, I'erreur est estimé par :

max ly(tn) — yn| = O(RP), ot p=min{2,1+ a}.

3.4 Méthode de Lubich

Les méthodes de Lubich forment une famille des méthodes linéaires multi pas
d’ordre fractionnaire, qui sont premiérement présentées par Lubich et appliquées
numériquement par Lubich, Hairer et Schlichte [11] pour un type spécial d’équa-

tions intégrales de Volterra.

Considérons le probléme de type (3.2) ; comme on a vu précédemment il est possible

de transformer ’équation dans (3.2) & une équation intégrale de Volterra :

Y (8) = T [ 0] (£) + ﬁ / (t— 1) (ryy (7)) dr.

Théoréme 3.6. Soient o > 0 et n = [a]. La méthode de Lubich d’ordre p €
{1, --,6} pour une équation différentielle de type Caputo (3.2) écrite comme une

équation intégrale de Volterra () est donnée par

Ym = Tn1 [y; 0] (tm) +haZwm,jf(tj,y(tj)) + h“Zwm,jf(tj,y(tj)), (3.12)
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pour m =1,2,--- N, ot w,, sont donnés par la fonction générée

o (6) = (Z%u—c)’f) ,

k=1

et wy,j sont donnés par la solution de systéme d’équations linéaires

I'1+7)
m 7—— ot m—iJ €A,
avec A ={y=k+ja; k,jeENy, y<p-—1}; Card A =s+ 1.

Théoréme 3.7. Soient o > 0 et n = [a]. La méthode de Lubich d’ordre p €
{1, --,6} pour une équation différentielle de type Caputo (3.2) est donnée par

m = hf (tm, Ym) Zwm Gy (t Zwmjy )+ h* DT [y; 0] (tm)

pour m =0,--- N, ot w,, sont donnés par la fonction générée

et Wy, sont donnés par la solution de systéme d’équations linéaires

Zwm,j :L Zwm ;77 vy e AL

Fl+~v—a)
avec A ={y=k+ja; k,j e Ny, v <p—1}; Card A =s+ 1.

L’erreur de la formule (3.12) satisfait :

max |y(tm) - yml = O(hp_e)v

m=0,,N

ol ¢ est suffisamment petit.
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3.5 Le principe de la mémoire courte pour une

équation différentielle fractionnaire

Podlubny [10] a présenté ce qui est appelé "le principe de la mémoire courte”
(appelé aussi le principe de la mémoire courte). 1'idé de base est qu’au lieu d’uti-
liser I'intervalle [0, ¢] tout entier pour la différentiation fractionnaire d’une fonction

f (t), il est mieux d’utiliser le "mémoire courte” [t — L, t] de longueur L seulement.

La propriété du "principe de la mémoire courte” peut étre observée directement

de la définition finie du dérivée de Griinwald-Letnikov :

G0 (0 = 3 > (0t (F) Fle =k, =t

k=0

Podlubny a prouvé que 'utilisation du "principe de la mémoire courte” de longueur

L & la définition finie de Griinwald-Letnikov introduit une erreur E qui satisfait :

ML~

E =D ) = £ ] < my—ap

L<t<T,

ou f(t) < Mpour0<t<T.

Cette inégalité peut étre utilisée a la détermination de la longueur de "la mémoire

courte” en fonction de la précision € d’'une méthode donnée, i.e.

M 1/
E<esi L>| —+——— .
el (1—-a)

Avec cette nouvelle approximation (principe de la mémoire courte), le nombre de
termes dans la définition finie de Griinwald-Letnikov ne dépasse pas [L/h]. En

outre pour une méthode numérique donnée d’ordre O (h”) qui utilise la "mémoire
courte”, il faut bien choisir L (d’ordre O (h7#/).
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Applications

Dans ce chapitre, nous allons appliquer les résultats théoriques obtenus dans le

chapitre précédent sur un nombre de problémes.

Exemple 4.1. Considérons I’équation linéaire d’ordre fractionnaire

2

CDay(t> = tz + m

27 — (1) 0<a<l. (4.1)

combinée avec la condition initiale y(0) = 0.
Cette équation admet comme solution exacte la fonction : y(t) = t*

On calcule les solutions approchées de (4.1) par les méthodes numériques de Grinwald-
Letnikov (GL), Lubich d’ordre p = 2 (Lp2) et Diethelm (D) pour o = 0.5 et v = 0.1

et des différents pas h. On introduit les erreurs commises par ces méthodes ent = 1
dans les tableauz suivants : (la notation —5.53(—3) désigne —5.53 x 1072 ).
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FErreurs ent =1

h GL Lp2 D

1/10 | 3.06(—2) | 1.24(=3) | —=7.72(=3)
1/20 | 1.46 (—2) | 3.08 (—4) | —2.82(—3)
1/40 | 7.11(=3) | 7.86 (=5) | —1.02(—3)
1/80 | 3.51(=3) | 2.01(=5) | —3.64 (—4)
1/160 | 1.75(=3) | 5.15(=6) | —1.30 (—4)
1/320 | 8.71(—4) | 1.31(=6) | —4.62 (—5)
1/640 | 4.35(—4) | 3.33(=7) | —1.64 (=5)
1/1280 | 2.17(—4) | 8.43(—8) | —5.82(—6)
1/2560 | 1.09 (—4) | 2.12(=8) | —2.06 (—6)

Tableau (4.1) : Résultats numériques de trois méthodes pour o = 0.5

Erreurs ent =1

h GL Lp2 D

1/10 | 2.74(=3) —5.53 (—4)
1/20 | 2.35(=3) | —4.49(=3) | —1.63 (—4)
1/40 | 1.27(=3) | —1.10(—=3) | —4.73 (—5)
1/80 | 6.41(—4) | —2.76 (—4) | —1.36 (—5)
1/160 | 3.20(—4) | —7.07(=5) | —3.86 (—6)
1/320 | 1.60 (—4) | —1.83(=5) | —1.09 (—6)
1/640 | 8.00(=5) | —4.75(—6) | —3.07 (=7)
1/1280 | 3.99 (=5) | —1.24(—6) | —8.57 (—8)
1/2560 | 2.00 (=5) | —3.24(=7) | —2.39 (—8)

Tableau (4.2) : Résultats numériques de trois méthodes pour o = 0.1

On peut voir ici que les résultats théoriques du chapitre 03 sont satisfaits pour les
deuz choiz de o, autrement dit on obtient O (h), O (h?) et O (h?*~*) comme les
erreurs de méthodes de GL, Lp2 et D respectivement. La précision des solutions
dépend de la valeur du pas h, parce que lorsqu’on diminue h la solution numérique

sera tres proche de la solution analytique.
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La plus part des méthodes exposées avaient peut étre effectivement mises en ceuvre
au moyen de programmes écrits en plusieurs langages de programmation, cet effet
nous permet de donner les solutions numériques de (4.1) graphiquement dans les

figures suivantes :

(Le graphe rouge : solution exacte, graphe bleu : solution numérique).

Solution par GL

Solution par GL (Zoom)

x 10
1.4 4.5
0.3635
1.2} 4r
0.363| 3.5f
— 3
0.3625 g o5l
- g
5 2
0.362| 3
st
0.3615} 1t
0.5}
0.361,
o
0.6010.6015.6020.6025 o 0.005 0.01
t h

FIGURE 4.1: Solution de (4.1) par GL pour @ = 0.1 et h = 0.008

FIGURE 4.2: Solution de (4.1) par D pour «

1.4r

1.2

o.8r

0.6

o.4ar

o.2r

Slution par D

Solution par PECE

Slution par D (Zoom)

Solution par PECE ((Zoom)

o.a4f
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0.39
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0.371

0.5
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|
w
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=0.1et h =0.004
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0.012

o.o1p
0.008 -
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0.004

0.002
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h x107°

FIGURE 4.3: Solution de (4.1) par PECE pour aw = 0.8 et h = 0.004

On remarque que les figures précédents représentent presque les méme résultats ;
les solutions analytiques et numériques sont coincides, mais si on met l'image en

zoom on peut voir la différence entre eux.
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On voit ausst que l'erreur est proportionnelle a h, si on augmente les valeurs de

h, Uerreur augmente.

Exemple 4.2. Systéme financier

Le modeéle dynamique de finance [1] est un systéme composé de trois équations
différentielles d’ordres fractionnaires, le modéle décrit la variation temporelle de

trois variables qui sont :
x : la moyenne d’intérét.
y : la demande d’investissement.
z : indice des prix.
le systéme est donné par
D'z =z+(y—a)z

D?y=1—by — a* (4.2)

DBy = —x —cz

D% est ['opérateur de dériwation de Caputo, 0 < ¢; < 1 1=1,2,3.

Le parametre a > 0 est le montant d’épargne, b > 0 le cotdt dinvestissement et

c > 0 Uélasticité de demande des marchés commerciaux.

Pour résoudre le systéeme (4.2), on applique la méthode numérique d’Adams-Bashforth-
Moulton (PECE), nous fizons les paramétres a = 3, b = 0.1, ¢ = 1 avec la condition

initiale (o, Yo, z0) = (0.5,5,0).

le systeme (4.2) devient

D'z =z+(y—a)x
D#y=1-0.1y — 22
DBz =—x—2

On veut étudier trois cas :

X oqi= qy=q3=q
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g=0.985 h=0.05

-3 -2 -1 0 1 2 3

FIGURE 4.4: La dynamique de (4.2) pour ¢ = 0.985

La Figure (4.4) représente la dynamique du systéeme (4.2) pour q¢ = 0.985 et un
pas h = 0.05.

** qu=q3=1 et q;= 0.69

q1=0.69 h=0.05

FIGURE 4.5: La dynamique de (4.2) pour ¢; = 0.69

** q1=qy,=1 et q3= 0.6

Les Figures (4.4),(4.5) et (4.6) tracées par la méthode (PECE) montre que la so-
lution des équations différentielles d’ordre fractionnaire depend de cet ordre, pour
notre systéme la variation de ['ordre de dérivation génére une variation a la solu-

tion (la solution est un attracteur chaotique [1] ).
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q3=0.6 h=0.05

FIGURE 4.6: La dynamique de (4.2) pour g3 = 0.6



Conclusion

Ce mémoire a pour but I’étude numérique des équations différentielles d’ordre
fractionnaire. Dans les deux premiers chapitres nous avons rassemblé les outils
nécessaires pour cette étude (la dérivation fractionnaire, équations différentielles

fractionnaires).

Cette étude numérique a été présentée dans le troisiéme chapitre, dont le but est
de trouver une solution approchée du probléme aux valeurs initiales, pour cette
raison, on a exposé un certain nombre de méthodes permettant de calculer cette
solution. D’apres les exemples qu’on a vu, nous avons remarqué que la précision de
la solution numérique dépend de I'ordre de I’équation et de pas h aussi, le probléme
de la résolution numérique est que cette derniére est trés cotiteuse a cause de I'effet
mémoire, par conséquent plusieurs travaux dans la future seront concentrés sur la

recherche des algorithmes du résolution moins cotiteux.

60



Annexe

Dans cette partie, nous introduisons des algorithmes en Matlab pour quelques

méthodes numériques qu’on a proposé.

Résolution de (4.1)

Méthode GL

close all

clear all

cle

% on fixe 'intervalle du temps

t0=0;tf=1; % tO=temps initial, tf=temps final
h=0.01; % on fixe le pas h

T=t0 :h :tf; p=0.1; % p est I'ordre de ’équation
y0=0; % la condition initiale

Z(1)=y0; % Z la solution approchée

y(1)=y0; % y la solution exacte

w(1)=1; N=length(T);

for m=2 :N
S=0;
for k=2 :m

61



Chapitre 4. Applications

62

w(k)=w(k-1)*(1-(p+1)/(k-1)) ;

if kT=m

S=S+w(k)*Z(m-k+1);

else

S=S+w(k)*y0;

end

end
fm—(1/(1+h"p))*(T(m)"2+(2*T(m)"(2-p))/gamma(3-p)) ;
Z(m)=(h"p)*fm-(1/(1-+h"p))*S;
y(m)=((m-1)*h)"2;

end

%représentation graphique du solutions 7 et y
figure(1)

plot(T,Z,’b’) ; grid on

hold on

plot(T,y,’r”) ; grid on

hold on

xlabel("t’) ; ylabel('y’) ;

Méthode D

close all
clear all
cle

t0=0;tf=1;h=0.01;p=0.1;
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T—=t0 :h :tf;y0=0;

N-—length(T) ; Z(1)=y0;

w(1)=gamma(2-p); y(1)=y0;

for m—2 :N

s=0;

for k=2 :m

if (k——2)&& (m=—2)

w(k)=-p*gamma(2-p) ;

else if (k==2)&&(m>=3)
w(k)=gamma(2-p)*(2~ (1-p)-2) ;

else if (k>=3)&& (k<=m)
w(k)=gamma(2-p)*((k-2)" (1-p)+k" (1-p)-2*(k-1)" (1-p)) ;
else if (k==m)&&(m>=2)

w(k)=gamma(2-p)*((k-2)" (1-p)-(p-1)*(k-1)" (-p)-(k-1) " (1-p)) ;
end

end

end

end

s=s+w(k)*Z(m-k+1);

end

fm—(1/(1+h"p))*(T(m)"2+(2*T(m) " (2-p))/gamma(3-p)) ;
Z(m)=(h"p)*fm-(1/(1+h"p))*s;

y(m)=((m-1)*h)"2;

end

figure(1)
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plot(T,Z,’b’) ; grid on
hold on
plot(T,y,’r’) ; grid on
hold on

xlabel(’t") ; ylabel(’y") ;

Méthode PECE

clear all

close all

cle

t0=0;tf=1;p=0.7 ;h=0.001 ;y0=0;
% Appel de la fonction PECE
[T,Y,ex|=PECE([t0 tf],y0,h,p);
figure(1)

plot(T,Y,’b’) ; grid on

hold on

plot(T,ex,’t’) ; grid on

hold on

xlabel(’t’) ; ylabel(’y’) ;

La fonction de résolution
function |T,Z,ex|=PECE(tp,y0,h,p)
T=tp(1) :h :tp(end);
N=length(T)-1;

a=zeros(N) ;
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b=zeros(N) ;
Zp=zeros(N+1); % le prédécteur

Z=zeros(N+1); % le correcteur

ex—zeros(N+1) ; % la solution exacte

for n=1 :N

S1=0;

for j=1 m+1

b(j)=("p/p)*((n-j+2)"p-(n-j+1)"p);
S1=S1+b(j)*(T(j)~2+(2/gamma(3-p))*T(j) " (2-p)-Z(j)) ;
end

Zp(n-+1)=y0-+(1/gamma(p))*S1;

S2-0;

for i=1 1

if ==

a(i)=(h"p/(p*(1+p)))*(n” (p+1)-(n-p)*(n+1)"p);

else
a(i)=(h"p/(p*(1+p)))*((0-i+3)~ (p+ 1)+ (0-i+1) " (p+1)-2*(n-i+2) " (p+1)) ;
end
52=52-+a(i)*(T(i)~2+(2/gamma(3-p))*T (i)~ (2-p)-Z(i)) ;
end

a(n+2)=(h"p/(p*(1+p)));
Z(n+1)=y0+(1/gamma(p))*(S2+ a(n+2)*(T(n+1)"2+
(2/gamma(3-p))*T(n+1)"(2-p)-Zp(n-+1)));
ex(n+1)=T(n+1)"2;

end
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Résolution de (4.2)

La résolution se faire a la méthode PECE.
cle

clear al

tf=1000;

h=0.05;

[T,Y| = ABMfde(@finance,[0.25,0.75,0.6]",|0,tf],[0.5 5 0]’;h) ;
n=round(tf/h);

nm=200;

x=zeros(3,n-nm) ;

for i=nm+1 :n

x( 5i-nm)=Y( :i);

end

figure(1)

plot(x(1, :),x(2, 1))

xlabel(’x’) ;ylabel(’y’) ;

% La partie droite de systéme

function dy=finance(t,x)

dy=zeros(3,1);

La fonction de résolution

% fdefun : la fonction qui évalue la partie droite du systéme
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% tspan : le vecteur qui spécifie l'intervalle d’intégration [t0, ¢ f]
% YO : le vecteur des conditions initiales
function |T,Z] = ABMfde(fdefun,forder,tspan,Y0,stepsize)
if tspan(end) <= tspan(1)

erreur(’Il faut avoir tspan(1) < tspan(end).’)
end

if stepsize <= 0

error('Le pas doit étre un scalaire positive’)
end

q=forder; % l'ordre de systéme
Dnode=length(q);

h=stepsize ;

Nnode=length(Y0)/Dnode;

%—Conditions initiales

T = tspan(1) :h :tspan(end);

Nstep = length(T) - 1;

Z( 1) = YO( );

pp—h."q./gamma(q+2);

for n=1 :Nstep

%on

wl=zeros(Dnode,n) ;

w2=zeros(Dnode,n) ;

for i=1 :Dnode
WL(5,1)~(0-1). " (a(i) - 1)-(n-T-a(i)) *n. (i)

w2(i,1)=(h."q(i))/a(@)*((n)."q(i)-(n-1)."q(i)) ;
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for j=2 :n

wi(i,j)=(n-j+2)." (q())+1)+(0-)). " (q(i)+1)-2%(n-j+1)." (q(i)+1) ;
w2(i,j)=(h."q(1))/q()*((n+1-j)."q()-(0-)). " q(i)) ;

end

end;

Fn=zeros(Dnode*Nnoden) ;

for k=1 mn

Fn( : k)= feval(fdefun, T(k), Z( :,k));

end

xp=2( :,1)+1./repmat(gamma(q),Nnode,1).*sum(repmat(w2,Nnode,1).*Fn,2) ;
Fxp=feval(fdefun, T(n+1), xp);

Z( :n+1)=7Z(:,1)+repmat(pp,Nnode,1).*(Fxp+sum(repmat(w1l,Nnode,1).*Fn,2)) ;

end
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RGSIIIIIQ‘

Les équations différentielles fractionnaires généralisentla notion des équations
différentielles classiques a un ordre arbitraire (entier, réel, complexe,...).

Dans ce mémoire, nous avons présenté quelques méthodes de résolution
numérique des équations différentielles d’ordre fractionnaire, et comme
application on a étudié deux exemples, nous avons trouvé que la précision de
la solution numérique dépend de I'ordre de I’équation et du pas, mais
I'inconvénient des équations fractionnaires est que les algorithmes de
résolution sont tres colteux en général (le temps d’exécution est trés grand).
Le principe de la mémoire courte a été présenté comme solution de ce
probleme.

Wots clég

Dérivées fractionnaires, Equations différentielles fractionnaires, Résolution
numérique.



wstrae,

The fractional differential equations are a generalization of the classical
differential equations to an arbitrary order (integer, real, complex...).

In this brief, we presented some numerical methods to solve the fractional
differential equations, to apply those methods we studied two examples, we
found that the accuracy of the numerical solution is dependent to the order of
equation and the step size, however the main disadvantage of fractional
equations is that the resolution algorithms are very knives (execution time is
very large). The short memory principle is a solution of this problem.
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