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Notations :

� 
 : ouvert de Rn:

� � : frontière de 
:

� Q = 
� ]0; T [ ; t 2 ]0; T [ (t = temps) :

� V : l�espace de Banach séparable ré�exif.

� H : l�espace de Hilbert.

� D (
) : l�espace des fonctions indé�niment di¤érentiables et à
support compact dans 
:

� D0 (
) : dual de D(
) l�espace des distributions sur 
:

� Lp (
) : l�espace des fonctions de puissance p � i�eme intégrable
sur 
 ; kfkLp(
) =

�R


jf(x)jp dx

� 1
p :

� D�=
@�1+���+�n

@x�1 � � � @x�n ; � = f�1 + � � �+ �ng ; j�j= �1+ � � �+ �n:

� Wm;p (
)= f� j D�� 2 Lp (
) j�j � mg

� Wm;p
0 (
) : adhérence de D (
) dans Wm;p (
) :

� W�m;p0 (
) : dual de Wm;p
0 (
) ;

1

p
+
1

p0
= 1:
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� Hm (
)=Wm;2 (
) :

� Hm
0 (
)=W

m;2
0 (
) :

� H�m (
)= (Hm
0 (
))

0
=W�m;2 (
) :

� si X est un espace de Banach .

Lp (0; T ;X)=

8>>><>>>:
f jf mesurable de [0; T ] �! X; 
TR
0

kf (t)kpX dt
! 1

p

<1 si 1 � p � 1;

sup ess kf (t)kX <1 si p =1

9>>>=>>>;
� D (]0; T [ ;X) : fonctions C de ]0; T [ �! X et à support compact
dans ]0; T [ :

� D0 (]0; T [ ;X) = L (D (]0; T [ ;X)) : espace des distributions sur ]0; T [
à valeurs dans X:
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S   يف اهلمعتسن فوس يتلا ةماهلا تايرظنلل و velobo صصخي لولأا لصفلا   

 

ءاضفل     
. لمعلا اذه  

  تاوطخلا عابتإب صارتلا ةقيرط مادختساب هلاعأ ةلكشملل لح دوجو سردن يناثلا لصفلا يف
     : ةيلاتلا

odeaF

 

-  nikrelaG ةقيرط ةطساوب "طسبأ" تلاداعمب ةاطعملا تلاداعملا برقن    

 بولسأ ةطساوب ةياهنلا باسحل رمن اهيلع انلصح يتلا ةيبيرقتلا تلاداعملل لولح داجيإ دعبو,
.هتينادحو ةسارد ىلإ رمن اهدعبو لحلا دجنف صارتلا  
 ةلداعملا نم امومع رثكأ ةيطخلا ريغ ةلداعم ىلع يوطني رخآ لاثم حرتقن لصفلا ةياهن يف
 ةبسنلاب ةلكشملل لحلا ةينادحو و دوجو سردن ةقباسلا ةلكشملا يف تاوطخلا سفنب و ةقباسلا
.ةلداعملا هذهل  
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Introduction

Dans l�étude des problèmes aux limites, pour les équations aux dérivées partielles

non linéaires, qui sont les équations de base de la physique mathématiques, la mécanique

ou autres domaines, on utilise quelques méthodes de résolution, parmi lesquelles on a :

la méthode de compacité, la méthode de monotonie, la méthode de régularisation, la

méthode de pénalisation, les méthodes itératives d�approximation.

Les étapes de base dans la résolution de ces problèmes sont :

1. L�obtention d�estimations a priori.

2. L�utilisation de ces estimations.

Une fois choisi le cadre fonctionnel, on utilisera les estimations a priori, dans la réso-

lution du problème considéré, par l�application de l�une des méthodes sus-citée.

Ce travail est consacré à l�étude de la méthode de compacité, qui est utilisée de façon

aussi directe que possible :

1. On construit des "solutions approchées" par "réduction à la dimension �nie" par

exemple par la méthode de GALERKIN (cas stationnaire) ou de FAEDO-GALERKIN

(cas d�évolution), on obtient alors l�existence des "solutions approchées" par utilisation :

� Dans le cas stationnaire, d�un théorème de point �xe.

� Dans le cas d�évolution, d�un théorème d�existence de solution d�un système d�équa-

tions di¤érentielles ordinaires.

2. On passe ensuite à la limite sur la dimension, on aura ici à surmonter une di¢ culté

essentielle : les opérateurs non linéaires rencontrés ne sont pas en général "faiblement
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continus" et il faut donc démontrer que la famille des solutions approchées (grâce aux

estimations a priori) "compacte" dans une topologie "forte" convenable (pour laquelle

l�opérateur est continu). Les outils sont donc ici les théorèmes de compacité de l�injection

d�un espace de Sobolev d�ordre m dans un espace de Sobolev d�ordre < m.

3. Finalement en passe à l�unicité et la régularité de la solution.

Ce travail est composé de deux chapitres :

� Dans le premier chapitre nous donnons quelques rappels sur les espaces de Sobolev

ainsi que quelques théorèmes et résultats importants qu�on utilisera le long de ce

travail.

� Dans le second chapitre nous exposons en détail la méthode de compacité appliquée

à des problèmes aux limites non linéaire.

Ce travail fait partie des problèmes traités par la méthode de compacité dans la

référence [7].
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Chapitre 1

Préliminaires

On utilisera les espaces usuels Lp (
), 1 � p � 1 ; les fonctions considérées seront à

valeurs réelles, on désigne par (f; g) le produit scalaire dans L2 (
), i.e :

(f; g) =

Z



f (x) g (x) dx;

et également le produit scalaire entre f 2 D0 (
) (espace des distributions sur 
 ) et

g 2 D (
) (espace des fonctions C1 sur 
 et à support compact dans 
 ). Lorsqu�aucune
ambiguïté n�est à craindre, on posera :

j f j= (f; f)
1
2 =

�Z



f (x)2 dx

� 1
2

et on utilisera la notation kfkL2(
)en cas d�ambiguïté possible (ainsi que de façon
générale kfkX pour désigner la norme de f dans un espace de Banach X ).

Théorème 1.0.1 (Inégalité de Holder)

Soient u 2 Lp et v 2 Lp0 avec 1 � p � 1. Alors (u; v) 2 Lp � Lp0 et :Z



j uv j� kukLpkvkLp0 ;
1

p
+
1

p0
= 1:

Preuve. voir [2] :
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1.1 Théorème de Dunford-Pettis

Théorème 1.1.1 (Dunford-Pettis)

Soit (un)n2N une suite de fonction de L
1 (]a; b[) s�il existe une fonction v 2 L1 ([a; b])

telle que j un (t) j�j v (t) j p.p, t 2 [a; b] et pour tout n 2 N, alors (un)n2N posséde une
sous-suite convergeant faiblement dans L1 ([a; b]).

Preuve. voir[2] :

Lemme 1.1.2

Soit 
 un ouvert borné de Rnx � Rt; g� et g des fonctions de

Lp (
) ; 1 < p <1; telles que :

kg�kLp(
) � C ; g� �! g p:p dans 
 ;

alors g� �! g dans Lp faible.

Preuve. voir [1] ; [2] :

1.2 Le théorème de Lebesgue ( de la convergence do-

minée de Lebesgue)

Théorème 1.2.1

Soit (fn)n2N une suite de fonctions mesurables sur un espace mesuré (E;A; �), à

valeurs réelles ou complexes, telle que :

la suite de fonctions (fn)n2N converge simplement sur E vers une fonction f ;

et il existe une fonction intégrable g telle que :

8n 2 N; 8x 2 E; j(fn)j � g (x) :
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Alors f est intégrable et

lim
n!1

Z
E

jfn � f j d� = 0;

ce qui entraîne :

lim
n!1

Z
E

fnd� =

Z
E

lim
n!1

fnd� =

Z
E

fd�:

Preuve. Voir [1] ; [2] :

1.3 Convolution

Théorème 1.3.1

Soit f 2 L1 (Rn) et g 2 Lp (Rn), 1 � p � 1 :

La fonction y �! f (x� y) g (y) est intégrable sur Rn pour presque tout x 2 Rn:
Si on note :

(f � g) (x) =
Z
Rn
f (x� y) g (y) dy;

appelé produit de convolution de f et g ; alors f � g 2 Lp (Rn) et on a :

kf � gkLp � kfkL1 kgkLp :

Preuve. voir [1] ; [2] ; [3] :

1.4 Espaces de sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels, des fonctions qui appartiennent

à Lp telles que leurs dérivées (au sens faible i.e au sens des distrbutions) appartiennent à

Lp .

5



1.4.1 Dé�nitions et propriétés deW1;p (
) etW1;p
0 (
)

Dé�nition 1.4.1
Soit 
 un ouvert de Rn, et soit 1 � p � +1. L�espace de Sobolev W1;p (
) est dé�ni

par :

W1;p (
) =

8<: u 2 Lp (
) ; 9g1; g2; :::; gn 2 Lp (
) telsque :R


u
@'

@xi
= �

R


gi', 8' 2 C1

c (
)

9=;
pour u 2W1;p (
) on note :

@u

@xi
= gi et ru = (g1; g2; :::; gn) .

L�espaceW1;p (
) est muni de la norme :

kukW1;p = kukLp +
nX
i=1

k @u
@xi

kLp :

Ou parfois sa norme équivalente :

kukW1;p(
) =
�
kukpLp(
) + kruk

p
Lp(
)

� 1
p

(si 1 � p < +1) :

Si p = +1, la norme de l�espaceW1;1 (
) est :

kukW1;1(
) = sup


j u j +sup



j ru j :

On pose H1 (
) =W1;2 (
)

où

H1 (
) =

�
u j u 2 L2 (
) ; @u

@xi
2 L2 (
) ; :::i = 1:::n

�
l�espace H1 (
) est muni du produit scalaire :

(u; v)H1(
) = (u; v)L2(
) +
nX
i=1

�
@u

@xi
;
@v

@xi

�
L2(
)

:

La norme associée est :

kukH1(
) =

 
kuk2L2(
) +

nX
i=1

k @u
@xi

k2L2(
)

! 1
2

est équivalente à la norme deW1;2 (
), H1 (
) est un espace de Hilbert.

6



Proposition 1.4.2

L�espaceW1;p (
) est :

1. un espace de Banach pour : 1 � p � 1

2. un espace ré�exif pour : 1 < p <1

3. un espace séparable pour : 1 � p <1

L�espace H1 (
) est un espace de Hilbert séparable.

Preuve. voir [1] :

La proposition suivante est une caractérisation simple des fonctions deW1;p (
) :

Proposition 1.4.3

Soit u 2 Lp avec 1 < p � 1; les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. u 2W1;p:

2. Il existe une constante c telle que :8><>:
����R
 u @'@xi

���� � c k'kLp0 ; 8' 2 C1c (
) ; 8i = 1; 2; :::n

o�u p0 et le conjugué de p;
1

p
+
1

p0
= 1:

3. Il existe une constante c telle que pour tout ouvert w � 
 et tout h 2 R avec

jhj < dist (w;Rnn
) on a :

k�hu� ukLp(w) � c jhj :

De plus on peut choisir c = krukLp(
).

Preuve. voir[1] :
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Théorème 1.4.4 (Opérateur de prolongement)

On suppose que 
 est de classe C1 avec � borné. Alors il existe un opérateur de

prolongement linéaire :
P : W1;p (
) �! W1;p (Rn)

u 7�! Pu

tel que pour tout u 2W1;p (
) :

1. Puj
 = u

2. kPukLp(Rn) � ckukLp(
)
3. kPukW1;p(Rn) � ckukW1;p(
)

où c dèpend seulement de 
:

Preuve. voir [1] ; [2] :

Théorème 1.4.5

On suppose que 
 est de classe C1, soit u 2 W1;p (
) \ C
�


�
avec 1 � p < +1

alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. u = 0 sur � :

2. u 2W1;p
0 (
) :

Preuve. voir [1] :

Voici une autre caractérisation deW1;p
0

Théorème 1.4.6

On suppose que 
 de classe C1, soit u 2 Lp (
) avec 1 < p < 1, les propriétés
suivantes sont équivalentes

1. u 2 W1;P
0 (
) :
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2. il existe une constante c telle que8><>:
����R
 u @'@xi

���� � c k'kLp0 ; 8' 2 C10 (Rn) ; 8i = 1; 2; :::n

o�u p0 est le conjugué de p;
1

p
+
1

p0
= 1:

3. la fonction

u (x) =

(
u (x) si x 2 

0 si x 2 Rnn


appartient àW1;p (Rn) et dans ce cas
@u

@xi
=

@u

@xi
:

Preuve. voir[1] ; [2] :

Théorème 1.4.7 (Inégalité de Poincaré)

On suppose que 
 est un ouvert borné. Alors il existe une constante c = c (
; p)

telle que :

kukLp(
) � ckrukLp(
); 8u 2W1;p
0 (
) ; 1 � p <1

Autrement dit, sur W1;p
0 (
) la quantité krukLp(
) est une norme équivalente à la

norme deW1;p (
) :

Preuve. voir[1] ; [2] :

Remarque 1.4.8

L�inégalité de Poincaré reste valable si 
 est de mesure �nie, ou bien si 
 borné dans

une seule direction.

Dé�nition 1.4.9 : (L�espace dual de W1;p
0 (
))

On désigne parW�1;p0 (
) l�espace dual deW1;p
0 (
) (1 � p < +1) avec 1

p
+
1

p0
= 1;

on note par H�1 (
) le dual de H1
0 (
) avec H

�1 (
) = (H1
0 (
))

0 on introduit ensuite :

H1
0 (
) = adhérence de D (
) dans H1 (
)

= sous-espace de H1 (
) des fonctions"nulles" sur �:
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Grâce au théorème de représentation de Reisz on peut identi�er L2 et son dual. Par

conséquent, on a les inclusions :

H1
0 (
) � L2 (
) � H�1 (
) � D0 (
) ;

avec injections continues.

On peut caractériser les éléments deW�1;p0 (
) par la proposision suivante :

Proposition 1.4.10

Soit F 2W�1;p0 (
), alors il existe f0; f1; f2; :::; fn 2 Lp
0
(
) telle que :

(F; v) =

Z



f0vdx+
nX
i=1

Z



fi
@v

@xi
dx; 8v 2W1;p

0 (
) ;

et :

kFk = max (kf0kLp0 ; kf1kLp0 ) :

Si 
 et borné, on peut prendre f0 = 0:

Preuve. voir[1] ; [2] :

Remarque 1.4.11

Les éléments de H�1 (
) sont sommes de dérivées du 1er ordre de fonctions de L2 (
) :

1.4.2 Les espacesWm;p (
) ;Wm;p
0 (
)

Dé�nition 1.4.12

Soient m � 2 un entier et soit p avec 1 � p � 1. On dé�nit par récurrence :

Wm;p (
) =

�
u 2Wm�1;p (
) ;

@u

@xi
2Wm�1;p (
) ,8i = 1; 2; :::; n

�
:

10



On véri�e aisément que u 2 Wm;p (
) si et seulement si u 2 Lp (
) ; et pour tout
� 2 Nn telque j � j� m, il existe g� 2 Lp (
) tel que :Z




uD�' = (�1)j�j
Z



g�' , 8' 2 C10 (
) :

On note : D�u = g�:

L�espaceWm;p (
) avec 1 < p <1 , muni de la norme :

kukWm;p(
) =
X

0�j�j�m

kD�ukLp(
);

est un espace de Banach .

On pose Hm (
) =Wm;2 (
), l�espace Hm muni du produit scalaire

(u; v)Hm =
X

0�j�j�m

(D�u;D�v)L2

est un espace de Hilbert.

Théorème 1.4.13 (Densitè)

On suppose que 
 est de classe C1. Soit u 2W1;p (
) ; avec 1 � p < +1
Alors il existe une suite (uk)k2N de C1

0 (Rn) telle que :

ukj
 ! u si k ! +1 dans W1;p (
) :

Autrement dit, les restrictions à 
 des fonctions de C10 (Rn) forment un sous espace
dense deW1;p (
) :

Preuve. voir [1] ; [2] :

Dé�nition 1.4.14

Pour m � 2 entier et 1 � p < 1; on dé�nit Wm;p
0 (
) comme étant la fermeture de

Cm
c (
) dansW

m;p (
) : on a :

Wm;p
0 (
) =

�
u 2Wm;p (
) ; u = Du = ::: = Dm�1u = 0 sur �

	
:
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Il convient de distinguer :

W2;p
0 (
) =

�
u 2W2;p (
) ; u = Du = 0 sur �

	
et

W2;p (
) \W1;p
0 (
) =

�
u 2W2;p (
) ; u = 0 sur �

	
:

Dé�nition 1.4.15 (L�espace dual deWm;p
0 (
) )

On désigne par W�m;p0 (
) l�espace dual de Wm;p
0 (
), 1 � p < 1

�
1

p
+
1

p0
= 1

�
et

par H�1 (
) le dual de H1
0 (
),

on identi�e L2 (
) et son dual, mais on s�identi�e pas H1
0 (
) et son dual .

On a le schéma :

H1
0 (
) � L2 (
) � H�m (
) ;

avec injections continues et denses.

Remarque 1.4.16

Si 
 et borné on a :

Wm;p
0 (
) � L2 (
) �W�m;p0 (
) ; si

2n

n+ 2
� p <1;

avec injections continues et denses.

Remarque 1.4.17
Si 
 est non borné on a seulement

Wm;p
0 (
) � L2 (
) �W�m;p0 (
) ; si

2n

n+ 2
� p � 2;

avec injections continues et denses.
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1.4.3 Injections de Sobolev

Nous nous intéressons ici aux possibilités de trouver des injections de l�espaceW1;p (
)

de façon continue ou même compacte dans des espaces plus simples, comme Lp (
) ; voir

même dans certains cas C
�


�
:

On donne le théorème de Rellich-Kondrachov qui concerne la compacité de l�injection

des espaces de SobolevW1;p (
) dans certains espaces Lq (
) :

Théorème 1.4.18 ( Rellich-Kondrachov)

On suppose 
 borné de classe C1, on a :

� Si p < n alorsW1;p (
) ,! Lq (
), 8q 2 [1; p�[ où
1

p� =
1

p
� 1

n
;

� Si p = n alorsW1;p (
) ,! Lq (
) ; 8q 2 [1;+1[ ;

� Si p > n alorsW1;p (
) ,! C
�


�
:

Avec injections compactes.

Preuve. voir [2] :

1.5 La méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin est une méthode très générale et trés robuste. L�idée de la

méthode est la suivante.

Partant d�un probléme posé dans un espace de dimension in�nie, on procède d�abord à

une approximation dans une suite croissante de sous-espaces de dimension �nie. On résout

ensuite le problème approché, ce qui est en général plus facile que de résoudre le problème

directement en dimension in�nie. En�n, on passe d�une façon ou d�une autre à la limite

quand on fait tendre la dimension des espaces d�approximation vers l�in�ni pour construire

une solution du problème de départ. Il convient de noter que, outre son intérêt théorique,

la méthode de Galerkin fournit également un procédé constructif d�approximation.
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1.6 Lemme de Gronwall

Lemme 1.6.1

Soient ';  et y trois fonctions continues sur un segment [a; b], à valeurs positives et

véri�ant l�inégalité

y (t) � ' (t) +

Z t

a

 (s) y (s) ds;8t 2 [a; b] ;

alors

y (t) � ' (t) +

Z t

a

' (s) (s) exp

�Z t

s

 (u) du

�
ds;8t 2 [a; b] :

Preuve. voir [4] :

Corollaire 1.6.2

Soient  et y :[a; b]! R+ deux fonctions continues véri�ant :

y (t) � c+

Z t

a

 (s) y (s) ds;9c � 0 = 8t 2 [a; b] ;

alors

y (t) � c exp

�Z t

a

 (s) ds

�
;8t 2 [a; b] :

Preuve. voir [4] :
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Chapitre 2

Etude d�une équation hyperbolique
non linéaire

2.1 Position du problème

On désigne par 
 un ouvert borné de Rn, de point générique x = fx1; :::; xng. Soit �
la frontière de 
. On supposera toujours que � est "assez régulière". On désigne par Q le

cylindre de Rnx � Rt :
Q = 
� ]0; T [ ; T �ni

et par � la surface latérale du cylindre Q :

� = �� ]0; T [ :

Le premier exemple d�équation aux dérivées partielles non linéaires que nous allons

considérer est le suivant (qui intervient en Mécanique Quantique Relativiste) : on cherche

une fonction, u = u (x; t) ; x 2 
; t 2 ]0; T [ à valeurs réelles, solution de :

@2u

@t2
�4u+ j u j� u = f; x 2 
; t 2 ]0; T [ : (2.1)

Où

4u =
nX
i=1

@2u

@x2i

(�u s�appelle le Laplacien de u) ; � donné (on suppose seulement � > �1 ) et f
donnée dans 
� ]0; T [ :

La fonction u; cherchée, doit véri�er en plus les conditions aux limites et les conditions

15



initiales suivantes :

u = 0 sur � (2.2)8<: u (x; 0) = u0 (x) ,x 2 

@u

@t
(x; 0) = u1 (x) ; x 2 


(2.3)

où les fonctions u0 et u1 sont données.

Remarque 2.1.1
Le problème est non linéaire à cause de la présence du facteur j u j� u:

Dans l�étude du problème (2.1) (2.2) (2.3) on va introduire l�espace

V = H1
0 (
) \ Lp (
) ; (2.4)

où

p = �+ 2: (2.5)

L�espace V est muni de la norme

kvkH1
0(
)

+ kvkLp(
)

qui en fait un espace de Banach.

Remarque 2.1.2

D�après le théorème de plongement de Sobolev on a :8<: H1
0 (
) � Lq (
)

1

q
=
1

2
� 1

n
si n � 3 (2.6)

de sorte que

V = H1
0 (
) si � � 4

n� 2 .
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On aura à utiliser les résultats suivants :

Lemme 2.1.3
L�espace V dé�ni en (2.4) est séparable (i.e admet un ensemble dénombrable dense).

Preuve. Voir [1] :

Lemme 2.1.4
Si f 2 Lp(0; T ;X) et

@f

@t
2 Lp(0; T ;X) (1 � p � 1), alors f est après mo-

di�cation éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0; T ), continue de [0; T ] !
X.

Preuve. Voir [1] :

On est maintenant en mesure de formuler de façon précise le problème (2-1) (2-2)

(2-3).

2.2 Existence d�une solution

Le résultat suivant précise à quel sens on résout le problème (2-1) (2-2) (2-3) et donne

un premier théorème d�existence d�une solution.

Théorème 2.2.1

On suppose que 
 est un ouvert borné. Soient f; u0; u1, données avec

f 2 L2 (
) ; (2.7)

u0 2 H1
0 (
) \ Lp (
) ; p = �+ 2; (2.8)

u1 2 L2 (
) ; (2.9)

il existe, alors une fonction u véri�ant

u 2 L1
�
0; T ; H1

0 (
) \ Lp (
)
�
; (2.10)
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@u

@t
2 L1

�
0; T ;L2 (
)

�
; (2.11)

@2u

@t2
�4u+ juj� u = f dans Q; (2.12)

u (0) = u0; (2.13)

@u

@t
(0) = u1: (2.14)

Remarque 2.2.2

De (2-10) (2-11) et du lemme 2.1.4 il résulte en particulier que u est continue de

[0; T ]! L2 (
) de sorte que (2-13) a un sens.

Pour véri�er que (2-14) a un sens, on doit utiliser l�équation (2-12), qui s�écrit :

@2u

@t2
= f +4u� juj� u: (2.15)

Comme

4 2 L
�
H1
0 (
) ; H

�1 (
)
�
;

on a :

4u 2 L1
�
0; T ; H�1 (
)

�
;

et comme f ! jf j� f applique Lp (
)! Lp0 (
) ;
1

p
+
1

p0
= 1;

on véri�e sans peine que

juj� u 2 L1
�
0; T ;Lp

0
(
)
�
;

de sorte que (2-15) entraine :

@2u

@t2
2 L2

�
0; T ;L2 (
)

�
+ L1

�
0; T ; H�1 (
) + Lp

0
(
)
�
; (2.16)

d�où, en particulier :

@2u

@t2
2 L2

�
0; T ; H�1 (
) + Lp

0
(
)
�
; (2.17)

ce qui, joint à (2-11) montre, grâce au lemme 2.1.4, que
@u

@t
est continue de [0; T ]!

H�1 (
) + Lp
0
(
) ; de sorte que (2-14) a un sens.
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Remarque 2.2.3

Sous les hypothèses du théorème 2.2.1, on ignore s�il y a, ou non, unicité de la solution.

On verra toutefois ci-après qu�il y a unicitè lorsque � n�est "pas trop grand".

Remarque 2.2.4

D�après la dé�nition (1.4.9) et (2-4), u = 0 sur � ; la condition (2-2) est donc incor-

porée dans (2-10).

Preuve.

Le plan de la démonstration est le suivant :

(i) On construit des solutions «approchées» par la méthode de Faedo-Galerkin.

(ii) On établit, sur ces solutions approchées, des estimations a priori.

(iiii) On passe à la limite, grâce à des propriétés de compacité (pour passer à la limite

dans les termes non linéaires).

Etape (i) : Solutions « approchées »

Pour simpli�er l�écriture, on posera

�0 =
@�

@t
; �

00
=
@2�

@t2
; :::etc

on introduit une suite w1; � � � ; wm; � � � ; de fonctions ayant les propriétés suivantes :8><>:
wi 2 H1

0 (
) \ LP (
)8i ;
8m; w1; � � � ; wm sont linéairement indépendants

les combinaisons linéaires �nies des wi sont denses dans H1
0 (
) \ Lp (
) ;

(2.18)

une telle suite existe, d�après le lemme 2.1.3.
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On cherche alors um = um (t) solution «approchées» du problème sous la forme

um (t) =

nX
i=1

gim (t)wi; (2.19)

les gim étant à déterminer par les conditions :(
(u

00
m (t) ; wj) + a(um (t) ; wj) + (jum (t)j� um (t) ; wj) = (f (t) ; wj);

1 � j � m
(2.20)

a(u; �) =

nX
i=1

Z



@u

@xi

@�

@xi
dx; (2.21)

le système (2-20) d�équations di¤érentielles (ordinaires) non linéaires est à compléter par

les conditions initiales :8<: um (0) = u0m; u0m =
nP
i=1

�imwi �! u0 dans H1
0 (
) \ Lp (
)

lorsque m �!1;
(2.22)

u
0

m (0) = u1m; u1m =
nX
i=1

�imwi �! u1 dans L2 (
) lorsque m �!1: (2.23)

D�après les résultats généraux sur les systèmes d�équations di¤érentielles, on est assuré

de l�existence d�une solution de (2-20), (2-22), (2-23) (noter que det (wi; wj) 6= 0 grâce à
la linéaire indépendance de w1; :::; wm) dans un intervalle [0; tm] ; les estimations a priori

qui suivent montreront que tm = T:

Etape(ii) : estimations a priori

On multiplie (2-20) d�indice j par g0jm (t) et l�on somme en j. il vient :8>>>><>>>>:

 
u00m (t) ;

mP
j=1

g0jm (t)wj

!
+ a

 
um (t) ;

mP
j=1

g0jm (t)wj

!
+

+

 
jum (t)j� um (t) ;

mP
j=1

g0jm (t)wj

!
=

 
f;

mP
j=1

g0jm (t)wj

!

) f(u00m (t) ; u0m (t)) + a (um (t) ; u0m (t)) + (jum (t)j
� um (t) ; u

0
m (t)) = (f; u

0
m (t)) (2.24)
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d�où8<:
1

2

d

dt
(u0m (t) ; u

0
m (t)) +

1

2

d

dt
a (um (t) ; um (t)) +

1

p

d

dt

�Z



jum (x; t)jp dx
�
=

= (f (t) ; u0m (t)) :
(2.25)

Posons

kuk =
p
a (u; u)

�
= norme sur H1

0 (
) équivalente à kukH1(
)

�

Il résulte de (2-25)8<:
1

2

d

dt
ju0m (t)j

2 +
1

2

d

dt
kum (t)k2 +

1

p

d

dt

�Z



jum (x; t)jp dx
�
=

= (f (t) ; u0m (t))

après intégration on trouve :

8>><>>:
1

2

Z t

0

d

dt
ju0m (�)j

2 d� +
1

2

Z t

0

d

dt
kum (�)k2 d� +

1

p

Z t

0

d

dt

�Z



jum (x; t)jp dx
�
=

=

Z t

0

jf (�)j ju0m (�)j d�

)

8><>:
1

2
ju0m (t)j

2 � 1
2
ju0m (0)j

2 +
1

2
kum (t)k2 �

1

2
kum (0)k2 +

1

p
kum (t)kpLp(
) =

=

Z t

0

jf (�)j ju0m (�)j d�

on aura donc8><>:
1

2

�
ju0m (t)j

2 + kum (t)k2
�
+
1

p
kum (t)kpLp(
) �

� 1

2

�
ju0m (0)j

2 + kum (0)k2
�
+
1

p
kum (t)kpLp(
) +

Z t

0

jf (�)j ju0m (�)j d�

)

8><>:
1

2

�
ju0m (t)j

2 + kum (t)k2
�
+
1

p
kum (t)kpLp(
) �

� 1

2

�
ju01mj

2 + ku0mk2
�
+
1

p
kum (t)kpLp(
) +

Z t

0

jf (�)j ju0m (�)j d�
(2.26)
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D�après (2-22), (2-23) le deuxième membre est :

� c+

Z t

0

jf (�)j ju0m (�)j d�:

(les c désignent des constantes diverses indépendantes de m), d�où8><>:
1

2

�
ju0m (t)j

2 + kum (t)k2
�
+
1

p
kum (t)kpLp(
) �

� c+
1

2

Z t

0

jf (�)j2 d� + 1
2

Z t

0

ju0m (�)j
2 d�:

(2.27)

D�après (2-7) Z t

0

jf (�)j2 d� � constante.

On déduit donc, en particulier, de (2-27), que

ju0m (t)j
2 � c+

Z t

0

ju0m (�)j
2
d�: (2.28)

D�où on déduit

ju0m (t)j � constante (indépendente de m). (2.29)

Reprenant (2-27) on en déduit que

kum (t)k+ kum (t)kLp(
) � constante (indépendente de m). (2.30)

On en déduit que tm = T et (2-29), (2-30) s�expriment alors :

(
lorsque m!1; um demeure dans un ensemble borné de

L1 (0; T ; H1
0 (
) \ Lp (
)) et u0m dans un borné de L1 (0; T ;L2 (
)) :

Etape(iii) : Passage à la limite

D�après le théorème de Dunford-Pettis l�espace

L1
�
0; T ; H1

0 (
) \ Lp (
)
� �

resp L1
�
0; T ; L2 (
)

��
;

est le dual de

L1
�
0; T ; H�1 (
) + Lp

0
(
)
� �

resp de L1
�
0; T ; L2 (
)

��
;
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et par conséquent on peut extraire de um une sous suite u� telle que :

u� �! u dans L1
�
0; T ; H1

0 (
) \ Lp (
)
�

faible� �, (2.31)

u0� �! u0 dans L1
�
0; T ; L2 (
)

�
faible� �, (2.32)

(faible�� i.e :
TZ
0

(u� (t) ; g (t)) dt �!
TZ
0

(u (t) ; g (t)) dt ; 8g 2 L1 (0; T ; H�1 (
) + Lp (
))):

Par ailleurs, il résulte en particulier de la �n de l�étape (ii) que um est borné dans

L2 (0; T ; H1
0 (
)) et u0m dans L2 (0; T ;L2 (
)) donc en particulier on déduit que um

demeure dans un borné de H1 (Q) :

Mais on sait que

l�injection de H1 (Q) dans L2 (Q) est compacte. (2.33)

On peut donc supposer que la suite u� extraite de um véri�e en outre (2� 31) ; (2� 32)

u� �! u dans L2 (Q) fort et presque partout (p.p): (2.34)

Et comme jumj� um demeure dans un borné de L1
�
0; T ; Lp

0
(
)
�
:

On peut encore supposer que

ju�j� u� �! w dans L1
�
0; T ; Lp

0
(
)
�

faible� �: (2.35)

On montre que :

w = juj� u; (2.36)

or (2� 36) résulte de (2� 34) ; (2� 35) et on appliquera le lemme 2.1.3 avec 
 = Q

g� = ju�j� u� ; q =
�+ 2

�+ 1
= p0;

d�après (2� 34) g� �! juj� u = g p:p et g� �! w dans Lq (
) faible, d�après(2� 35),
d�où

w = g = juj� u d�après le lemme 1.1.2.

Ainsi (2� 36) se trouve démontré et l�on peut passer à la limite dans (2� 20) que
l�on utilise pour m = �:
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Soit donc j �xé et � > j alors, d�après (2� 20) :�
u
00

�; wj

�
+ a (u�; wj) + (ju�j� u�; wj) = (f; wj) : (2.37)

Mais d�après (2� 31)

a (u�; wj) �! a (u;wj) dans L1 (0; T ) faible� � ;�
u
0

�; wj

�
�!

�
u
0
; wj

�
dans L1 (0; T ) faible� �;

et donc �
u
00

�; wj

�
=

d

dt

�
u
0

�; wj

�
�!

�
u
00
; wj

�
dans D

0
(0; T ) ;

et d�après (2� 35) ; (2� 36) :

(ju�j� u�; wj) �! (juj� u;wj) dans L1 (0; T ) faible� �;

on déduit donc de (2� 37) que

d2

dt2
(u;wj) + a (u;wj) + (juj� u;wj) = (f; wj) ;

et cela pour j �xé quelconque. Donc l�on en déduit -d�après la propriété de densité de la

«base » w1 � � �wm � � � ;que :

d2

dt2
(u; �) + a (u; �) + (juj� u; �) = (f; �) ; 8� 2 H1

0 (
) \ Lp (
) : (2.38)

D�où résulte que u satisfait à (2� 12) (et aussi à (2� 10) ; (2� 11)) :

Il reste à montrer que (2� 13) ; (2� 14) ont lieu .

D�après (2� 31) ; (2� 32) et le lemme 2.1:3 on a, en particulier, u� (0) �! u (0)

dans L2 (
) faible ; or u� (0) = u0� �! u0 dans H1
0 (
) \ Lp (
) ; donc on a (2� 13) :

Par ailleurs, on a :�
u
00

�; wj

�
�!

�
u
00
; wj

�
dans L1 (0; T ) faible� � ;
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donc (d�après par exemple le lemme 2:1:3 avec X = R)�
u
0

� (0) ; wj

�
�!

�
u
0
; wj

�
t=0
=
�
u
0
(0) ; wj

�
;

et comme �
u
0

� (0) ; wj

�
�! (u1; wj) ;

on a : �
u
0
(0) ; wj

�
= (u1; wj) ; 8j:

D�où (2� 14) :

2.3 Unicité de solution

Comme on l�a déjà indiqué, on ignore s�il y a unicité de la solution dans le cadre du

théorème 2.2.1. On a dans ce sens le résultat partiel suivant :

Théorème 2.3.1

On se place dans les hypothèses du théorème 2.2.1, avec

� � 2

n� 2 (� �ni quelconque si n = 2). (2.39)

Alors la solution u obtenue au théorème 2.2.1 est unique.

Preuve.

On fait la démonstration dans le cas n � 3 (le cas n = 2 est plus simple, selon les

même principes).

Soient u et v deux solutions, au sens du théorème 2.3.1 ; alors w = u� v véri�e

w00 �4w = jvj� v � juj� u; (2.40)

w (0) = 0; w0 (0) = 0; (2.41)

w 2 L1
�
0; T ; H1

0 (
) \ Lp (
)
�
; (2.42)
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w0 2 L1
�
0; T ; L2 (
)

�
: (2.43)

Multiplions formellement tout les deux membres de (2-40) par w0 ;

alors -ce qui est correct lorsque les intégrales ci-après ont un sens- on trouve que :

(w00; w0)� (4w;w0) = (jvj� v � juj� u;w0)

) (w00; w0) + a (w;w0) = (jvj� v � juj� u;w0)

) 1

2

d

dt
(w0; w0) +

1

2

d

dt
a (w;w) = (jvj� v � juj� u;w0)

) 1

2

d

dt
jw0 (t)j2 + 1

2

d

dt
kw (t)k2 = (jvj� v � juj� u;w0)

) 1

2

d

dt

�
jw0 (t)j2 + kw (t)k2

�
=

Z



(jvj� v � juj� u)w0dx: (2.44)

Mais le deuxième membre de (2-44) est majoré en valeur absolue par :����Z



(jvj� v � juj� u)w0dx
���� �

Z



sup (jvj� ; juj�) jv � uj jw0j dx

�
Z



sup (jvj� ; juj�) jwj jw0j dx

� (�+ 1)

Z



sup (jvj� ; juj�) jwj jw0j dx;

ce qui est majoré d�après l�inégalité de Holder, par :����(�+ 1) Z



sup (jvj� ; juj�) jwj jw0j dx
���� � (�+ 1)

Z



sup jjvj� ; juj�j kw (t)k kw0 (t)k dx

� (�+ 1)
�
kjuj�kLp(
) + kjvj

�kLp(
)
�
�

�kw (t)kLq(
) kw0 (t)kL2(
)
� c

�
kjuj�kLp(
) + kjvj

�kLp(
)
�
�

�kw (t)kLq(
) kw0 (t)kL2(
) ;

où
1

q
+
1

n
+
1

2
= 1:

Mais d�après (2-39) �n � q, et d�après (2-6) on a donc :����Z



(jvj� v � juj� u)w0dx
���� � c

�
kjuj�kLp(
) + kjvj

�kLp(
)
�
kw (t)k jw0 (t)j : (2.45)

26



Et comme u; v 2 L1 (0; T ; H1
0 (
)) on a �nalement :����Z




(jvj� v � juj� u)w0dx
���� � c kw (t)k jw0 (t)j : (2.46)

Alors (2-44) donne :

1

2

d

dt

�
jw0 (t)j2 + kw (t)k2

�
� c kw (t)k jw0 (t)j

) 1

2

Z t

0

d

dt

�
jw0 (�)j2 + kw (�)k2

�
d� � c

Z t

0

kw (�)k jw0 (�)j d�

) jw0 (t)j2 + kw (t)k2 � c

Z t

0

�
1

2
kw (�)k2 + 1

2
jw0 (�)j2

�
d�

) jw0 (t)j2 + kw (t)k2 � c

2

Z t

0

�
kw (�)k2 + jw0 (�)j2

�
d�; (2.47)

et d�après le lemme de Gronwall nous avons kw (t)k2 = 0; alors w (t) = 0 pour presque
tout t 2 ]0; T [ dans L2 (
),

ceci veut dire que u = v donc la solution quand elle existe est unique.

Pour justi�er la conclusion précédente on utilise un procédé classique dans le cas des

équations hyperboliques linéaires. Soit s 2 ]0; T ], on introduit :

 (t) =

8<: �
Z s

t

w (�) d�; t � s

0 si t > s

w1 (t) =

Z t

0

w (�) d� de sorte que  (t) = w1 (t)� w1 (s) si t � s:

On prend le produit scalaire des deux membres de (2-40) avec  (t) :

(w00;  )� (4w; ) = (jvj� v � juj� u;  )

)
Z t

0

w00 (�) (�) d� + a (w; ) = (jvj� v � juj� u;  )

) w0 (�) (�)jt0 �
Z t

0

w0 (�) 0 (�) d� + a (w; ) = (jvj� v � juj� u;  )

) w0 (t) (t)� w0 (0) (0)�
Z t

0

w0 (�) 0 (�) d� + a (w; ) = (jvj� v � juj� u;  )
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) �
Z t

0

w0 (�) 0 (�) d� + a (w; ) = (jvj� v � juj� u;  )

) � (w0;  0) + a (w; ) = (jvj� v � juj� u;  ) :

après intégration on obtient :

�
Z s

0

(w0;  0) dt+

Z s

0

a (w; ) dt =

Z s

0

(jvj� v � juj� u;  ) dt;

d�où, comme  0 = w et  (0) = �w1 (s) on a :

�
Z s

0

(w0; w) dt+

Z s

0

a ( 0;  ) dt =

Z s

0

(jvj� v � juj� u;  ) dt

) �1
2

Z s

0

d

dt
(w;w) dt+

1

2

Z s

0

d

dt
a ( ;  ) dt =

Z s

0

(jvj� v � juj� u;  ) dt

) �1
2
(w;w) +

1

2
a ( ;  ) =

Z s

0

(jvj� v � juj� u;  ) dt

) �1
2
jw (s)j2 + 1

2
a ( ;  ) =

Z s

0

(jvj� v � juj� u;  ) dt

) �1
2
jw (s)j2 � 1

2
a (w1 (s) ; w1 (s)) =

Z s

0

(jvj� v � juj� u;  ) dt

) �1
2
jw (s)j2 � 1

2
kw1 (s)k2 =

Z s

0

(jvj� v � juj� u;  ) dt;

d�où (comparer à (2-45), (2-46)) :

1

2
jw (s)j2 + 1

2
kw1 (s)k2 �

Z s

0

�
kjuj�kLp(
) + kjvj

�kLp(
)
�
kw (t)k jw0 (t)j dt

�
sZ
0

"�
kjuj�kLp(
) + kjvj

�kLp(
)
�
kw (t)kLq(
)

�Z s

t

jw0 (t)j2 dt
� 1

2

#
dt

�
sZ
0

h�
kjuj�kLp(
) + kjvj

�kLp(
)
�
kw (t)kLq(
) �

��jw1 (s)j2 � jw1 (t)j2�� 12 i dt

�
sZ
0

h�
kjuj�kLp(
) + kjvj

�kLp(
)
�
kw (t)kLq(
) �

�
kw1 (s)kLq(
) + kw1 (t)kLq(
)

�i
dt
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� c1

sZ
0

[jw (t)j (kw1 (t)k+ kw1 (s)k)] dt

� 1

4
kw1 (s)k2 + c2

Z s

0

�
jw (t)j2 + kw1 (t)k2

�
dt

et donc

jw (s)j2 + kw1 (s)k2 � c3

Z s

0

�
jw (t)j2 + kw1 (t)k2

�
dt:

D�où le résultat.

2.4 Régularité de la solution

On va démontrer le résultat suivant :

Théorème 2.4.1

On se place dans les conditions du théorème 2.2.1 avec en outre

@f

@t
2 L2 (Q) ; (2.48)

u0 2 H1
0 (
) \H2 (
) ; u1 2 H1

0 (
) ; (2.49)

� � 2

n� 2 ( � fini quelconque si n = 2 ) (condition (2� 39)) ; (2.50)

il existe alors une solution et une seule du systéme (2� 12), (2� 13) et (2� 14)

véri�ant :

u 2 L1
�
0; T ; H1

0 (
) \H2 (
)
�
; (2.51)

u0 2 L1
�
0; T ; H1

0 (
)
�
; (2.52)

u
00 2 L1

�
0; T ; L2 (
)

�
; (2.53)
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Remarque 2.4.2

D�aprés le théorème de polongement de Sobolev si � 2 H1
0 (
) on a :

j�j� � 2 L2 (
) si (2� 50) a lieu et on voit aussi sans peine que si u 2 L1 (0; T ; H1
0 (
)) ;

alors

u 2 L1 (0; T ; Lp (
)) ; ( p = �+ 2) ;

de sorte que le théorème 2.4.1 redonne bien en particulier les informations données par le

théorème 2.2.1.

Preuve.

Existence :

On part des solutions approchées um fournies par (2� 20) ; (2� 22) ; (2� 23) ; avec
cette fois pour wj une «base» de l�espace

H1
0 (
) \H2 (
) on suppose que :

u0m �! u0 dans H1
0 (
) \H2 (
) (2.54)

u1m �! u1 dans H1
0 (
) : (2.55)

On va établir (�etape (i)) une estimation a priori supplémentaire qui montrera l�existence

d�une solution avec (2� 52) ; (2� 53) ; puis l�on montrera (2� 51) dans l0�etape (ii) par
utilisation de l�équation (2� 12).

Etape (i) :

On déduit de (2� 20) que :

(u00m (0) ; wj) = (f (0) + �u0m � ju0mj
� u0m; wj); 1 � j � m: (2.56)

Noter que d�après (2� 48) et le lemme 2:1:4; f (0) 2 L2 (
) ; d�après (2� 54),
j�u0mj � constante et d�après (2� 50) ju0mj� u0m demeure dans un borné de L2 (
) :

On déduit donc de (2� 56) en multipliant par g00jm (0) et sommant sur j :

ju00m (0)j
2 � (jf (0)j+ j�u0mj+ jju0mj� u0mj) ju00m (0)j :
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D�où

ju00m (0)j � c: (2.57)

Dérivant (2� 20) en t ce qui loisible il vient alors :8<: (u000m (t) ; wj) + a (u0m (t) ; wj) +

�
� jum (t)j��1 sign um (t)

du

dt
+ jum (t)j�

du

dt
; wj

�
=

= (f 0 (t) ; wj) 1 � j � m:

8<: (u000m (t) ; wj) + a (u0m (t) ; wj) +

�
� jum (t)j�

du

dt
+ jum (t)j�

du

dt
; wj

�
= (f 0 (t) ; wj)

1 � j � m:

(
(u000m (t) ; wj) + a (u0m (t) ; wj) + (�+ 1)(jum (t)j

� u0m (t) ; wj) = (f
0 (t) ; wj)

1 � j � m:
(2.58)

On multiplie (2� 58) par g00jm (t) et en sommant sur j, il vient :

f(u000m (t) ; u00m (t)) + a (u0m (t) ; u00m (t)) + (�+ 1)(jum (t)j
� u0m (t) ; u

00
m (t)) = (f

0 (t) ; u00m (t))

8<:
1

2

d

dt
((u00m (t) ; u

00
m (t)) + a (u

0
m (t) ; u

0
m (t))) + (�+ 1)(jum (t)j

� u0m (t) ; u
00
m (t)) =

= (f 0 (t) ; u00m (t))

�
1

2

d

dt
ju00m (t)j

2
+ ku0m (t)k

2
) + (�+ 1)(jum (t)j� u0m (t) ; u00m (t)) = (f 0 (t) ; u00m (t))

�
1

2

d

dt
(ju00m (t)j

2
+ ku0m (t)k

2
) = (f 0 (t) ; u00m (t))� (�+ 1)(jum (t)j

� u0m (t) ; u
00
m (t)); (2.59)

mais d�après l�inégalité de Holder on a :

j(jum (t)j� u0m (t) ; u00m (t))j � kjum (t)j
�kLq(
) ku0m (t)kLq(
) ku00m (t)kL2(
) (2.60)

où q est donné par
1

n
+
1

q
+
1

2
= 1
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comme d�après (2� 17) �n � q; on a :

kjum (t)j�kLq(
) � kum (t)k
� � constante; d0aprés (2� 30) :

De sorte que (2� 60) donne :

j(jum (t)j� u0m (t) ; u00m (t))j � c ku0m (t)k ju00m (t)j ; (2.61)

et (2� 59) donne alors :

1

2

d

dt
(ju00m (t)j

2
+ ku0m (t)k

2
) � jf 0 (t)j ju0m (t)j+ c ku0m (t)k ju00m (t)j (2.62)

d�où en utilisant (2� 55) et (2� 57) on aura :

ju00m (t)j
2
+ ku0m (t)k

2 � c(1 +

Z t

0

(ju00m (�)j
2
+ ku0m (�)k

2
)d�): (2.63)

(
u0m demeure dans un borné de L

1 (0; T ; H1
0 (
)) :

u00m demeure dans un borné de L
1 (0; T ; L2 (
)) :

(2.64)

Alors on peut extraire une sous-suite u�; comme dans la démonstration du théorème

2.2.1, et telle que en outre u véri�e (2� 52) ; (2� 53).

On a donc démontré le théorème sous réserve de véri�e l�information non encore en

notre possession de (2� 51) à savoir que :

u 2 L1
�
0; T ; H2 (
)

�
(2.65)

Etape (ii) : Démonstration de (2� 65)

On déduit de (2� 12) que

�u = u00 + juj� u� f (2.66)

mais d�après (2� 7) et (2� 48) f 2 L1 (0; T ;L2 (
)) de sorte que avec (2� 53) on déduit
de (2� 66) que

�u 2 L1
�
0; T ; L2 (
)

�
; (2.67)

posons

�u = h; (2.68)
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� est un isomorphisme de H1
0 (
) sur H

�1 (
) ( pour plus de détails concernant cet

isomorphisme voir [2] ; [9] ) soit G son inverse alors (comme u 2 L1 (0; T ; H1
0 (
)) on

a :

u (t) = Gh (t) p.p. (2.69)

Mais d�après les théorèmes de régularité des solutions des équations linéaires elliptiques

on a :

G 2 L
�
L2 (
) ;H2 (
)

�
(2.70)

et (2� 65) résulte de (2� 69) et (2� 70) :

Unicité :

On raisonne comme dans la démonstration du théorème 2.3.1 on arrive à :

1

2

d

dt
(jw0 (t)j2 + kw (t)k2) � c(kju (t)j�kLq(
) + kju (t)j

�kLq(
))�

�kw (t)kL1(
) kW 0 (t)kL2(
)

et comme

kju (t)j�kLq(
) + kj� (t)j
�kLq(
) � c (car �n � q) ;

on a :
1

2

d

dt
(jw0 (t)j2 + kw (t)k2) � c kw (t)k jw0 (t)j

) 1

2

Z t

0

d

dt

�
jw0 (�)j2 + kw (�)k2

�
d� � c

Z t

0

kw (�)k jw0 (�)j d�

) jw0 (t)j2 + kw (t)k2 � c

Z t

0

�
1

2
kw (�)k2 + 1

2
jw0 (�)j2

�
d�

) jw0 (t)j2 + kw (t)k2 � c

2

Z t

0

�
kw (�)k2 + jw0 (�)j2

�
d�;

et d�après le lemme de Gronwall nous avons alors kw (t)k2 = 0; alors w (t) = 0 pour
presque tout t 2 ]0; T [ dans L2 (
).

Ceci veut dire que u = v donc la solution quand elle existe est unique.
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2.5 Un autre résultat de régularité

On va démontrer un résultat du même type que celui du résultat de régularité pré-

cédent mais sous des hypothèses di¤érentes sur f et une méthode utilisant une "base

spéciale" de fonctions wj.

Théorème 2.5.1

On suppose que n = 3 et � = 2. On donne f avec

f 2 L2
�
0; T ; H1

0 (
)
�
: (2.71)

Les hypothèses sur u0 et u1étant celles du théorème 2.4.1. Il existe alors une fonction

u et une seule, de (2-12), (2-13), (2-14) et véri�ant (2-51), (2-52) et (au lieu de (2-53) :

u00 2 L2
�
0; T ; L2 (
)

�
= L2 (Q) : (2.72)

Remarque 2.5.2

On obtient (2-53) si f 2 L1 (0; T ; L2 (
)) :

Preuve.

D�après le théorème 2.3.1 nous n�avons pas à nous préoccuper que l�existence. Comme

toujours, il s�agit d�obtenir une estimation a priori de plus.

On va opérer en deux étapes :

(i) On montre d�abord comment, u étant supposée solution régulière du problème, on

peut obtenir une inégalité a priori.

(ii) On verra ensuite comment on peut - par un choix convenable de la "base" fwjg
dans la méthode de Faedo-Galerkin - obtenir e¤ectivement une estimation a priori de plus.
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Etape (i) :

Soit donc u supposée assez régulière et véri�ant (2-12), (2-13), (2-14) et u = 0 sur �.

On multiple (2-20) par �4u0. Il vient (on rappelle que � = 2) :

(u00;�4u)� (4u;�4u0) +
�
juj2 u;�4u0

�
= (f;�4u0)

) � (u00;4u) + (4u;4u0)�
�
juj2 u;4u0

�
= � (f;4u0)

) a (u00; u0) + (4u;4u0)�
�
u3;4u0

�
= a (f; u0)

) a (u00; u0) + (4u;4u0) + a
�
u3; u0

�
= a (f; u0)

) a (u00; u0) + (4u;4u0) +
nX
i=1

Z



@

@xi

�
u3
� @u0
@xi

dx = a (f; u0) (2.73)

D�où

1

2

d

dt
a (u0; u0) +

1

2

d

dt
(4u;4u) +

nX
i=1

Z



@

@xi

�
u3
� @u0
@xi

dx = a (f; u0)

) 1

2

d

dt
ku0 (t)k2 + 1

2

d

dt
j4u (t)j2 +

nX
i=1

Z



@

@xi

�
u3
� @u0
@xi

dx = a (f; u0)

) 1

2

d

dt

�
ku0 (t)k2 + j4u (t)j2

�
+

nX
i=1

Z



@

@xi

�
u3
� @u0
@xi

dx = a (f; u0)

) 1

2

d

dt

�
ku0 (t)k2 + j4u (t)j2

�
� kf (t)k ku0 (t)k+

�������
nX
i=1

Z



@

@xi

�
u3
� @u0
@xi

dx

������� (2.74)

Mais ������
Z



@

@xi

�
u3
� @u0
@xi

dx

������ � 3
����@u0@xi

����
Lp(
)

���� @u@xi
����
Lq(
)

kuk2Lp(
) ;
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et comme n = 3 ; on a q = 6 et donc������
Z



@

@xi

�
u3
� @u0
@xi

dx

������ � c ku0 (t)k ku (t)kH2(
) ku (t)k
2 : (2.75)

Mais d�après (2-70)

ku (t)k
H2(
)

� j4u (t)j

et on sait déjà que ku (t)k � constante, donc portant (2-75) dans (2-74) il vient :

d

dt

�
ku0 (t)k2 + j4u (t)j2

�
� kf (t)k ku0 (t)k+ c ku0 (t)k j4u (t)j ;

d�oùZ t

0

d

dt

�
ku0 (t)k2 + j4u (t)j2

�
�
Z t

0

kf (t)k ku0 (t)k+ c

Z t

0

ku0 (t)k j4u (t)j

) ku0 (t)k2 � ku0 (0)k2 + j4u (t)j2 � j4u (0)j2 �

� 1

2

Z t

0

h
kf (�)k2 + ku0 (�)k2

i
d� +

c

2

Z t

0

h
ku0 (�)k2 + j4u (�)j2

i
d�

) ku0 (t)k2 + j4u (t)j2 �

� ku1k2 + j4u0j2 +
1

2

Z t

0

kf (�)k2 d� + 1
2

Z t

0

ku0 (�)k2 d� +

+
1

2

Z t

0

ku0 (�)k2 d� + 1
2

Z t

0

j4u (�)j2 d�

) ku0 (t)k2+j4u (t)j2 � ku1k2+j4u0j2+c
Z t

0

kf (�)k2 d�+c
Z t

0

�
ku0 (�)k2 + j4u (�)j2

�
d�

D�où

ku0 (t)k2 + j4u (t)j2 � c

�
ku1k2 + j4u0j2 +

Z t

0

kf (�)k2 d�
�

(2.76)

Etape (ii) :

Le problème est maintenant de pouvoir utiliser (2-76). Il n�est pas commode de pou-

voir "reproduire" sur (2-20) l�opérateur (fondamental dans l�étape (i)) de multiplication

par �4u sauf si :
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�4wj = �jwj; (j = 1; :::) ; wj = 0 sur �: (2.77)

On choisit donc pour wj les fonctions propres dé�nies en (2-77) qui sont, en particulier,

dans H2 (
) ( voir [4] les pages 315- 317 et [3] les pages 181- 182 ).

On peut appliquer les résultats de la démonstration du théorème 2.2.1.

On va démontrer que, lorsque les wj sont choisis par (2-77), on a

ku0m (t)k
2
+ j4um (t)j2 � constante. (2.78)

En e¤et, remplaçant wj par
�1
�j
4wj dans (2-20), on en déduit

(
(u00m (t) ;�4wj) + (4um (t) ;4wj) +

�
um (t)

3 ;�4wj
�
= (f (t) ;�4wj) ;

1 � j � m:
(2.79)

On multiplie la j-ème équation (2-79) par g0jm (t) et on somme sur j, il vient :

8><>: a (u00m (t) ; u
0
m (t)) + (4um (t) ;4u0m (t)) +

nX
i=1

Z



@ (u3m)

@xi

@u0m
@xi

dx =

= a (f (t) ; u0m (t)) ;

(2.80)

ce qui n�est autre que (2-73) pour le cas particulier des fonctions um à valeurs dans

l�espace engendré par w1; :::; wm.

Donc les calculs fait à l�étape (i) sont valables et donnent l�analogue de (2-76), i.e

(2-78) (en ayant pris soin de prendre u0m et u1m véri�ant (2-54), (2-55)).

Utilisant (2-78) comme on l�a fait pour (2-64), on en déduit l�existence de u véri�ant

(2-51) et (2-52).

D�après (2-12) on a :

u00 = 4u� juj� u+ f;

d�où (2-72).
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2.6 Inégalité et égalité de l�énergie

On va démontrer les résultats suivants :

Théorème 2.6.1 (Inégalité de l�énergie)

Sous les hypothèses du théorème 2.2.1 on a :

J (u (t) ; u0 (t)) � J (u0; u1) +

Z 1

0

((f(�); u0 (�))d�; p:p en t; (2.81)

où

J (';  ) =
1

2
a (';  ) +

1

p

Z



j' (x)jp dx+ 1
2
j j2 : (2.82)

Preuve.

On déduit de (2� 26) que

J (um (t) ; u
0
m (t)) = J (u0m; u1m) +

Z 1

0

((f(�); u0m (�))d�; (2.83)

on utilise (2� 83) avec m = � suite extraite telle que (2� 31) ; (2� 32) ; (2� 34) et
(2� 35) aient lieu.

Soit � une fonction de C0([0; T ]); � � 0; on déduit de (2� 83)8>><>>:
Z T

0

J
�
u� (t) ; u

0
� (t)

�
� (t) dt =

Z T

0

J (u0�; u1�) � (t) dt+

+

Z T

0

� (t) dt

Z t

0

((f(�); u0� (�))d�;

(2.84)

Le deuxième membre tend versZ T

0

J (u0; u1) � (t) dt =

Z T

0

� (t) dt

Z t

0

((f(�); u0 (�))d�:

le premier membre s�écrit encore

X�
� =

1

2

Z T

0

ku� (t)k2 � (t) dt+
1

2

Z T

0

��u0� (t)��2 � (t) dt+ 1p
Z T

0

kum (t)k�Lq(
) � (t) dt (2.85)
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et chaque expression dans (2� 85) est semi-continue inférieurement pour la topologie
faible pour u� dans L2 (0; T ;H1

0 (
)), u
0
� dans L

2 (0; T ;L2 (
)) et u� dans Lp (0; T ;Lp (
))

donc :

8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

lim��!1 infX
�
� �

� 1

2

Z T

0

ku� (t)k2 � (t) dt+
1

2

Z T

0

��u0� (t)��2 � (t) dt+ 1p
Z T

0

kum (t)k�Lq(
) � (t) dt =

=

Z T

0

J
�
u� (t) ; u

0
� (t)

�
� (t) dt:

On déduit alors de (2� 84) queZ T

0

J (u (t) ; u0 (t)) � (t) dt �
Z T

0

J (u0; u1) � (t) dt+

Z T

0

� (t) dt

Z t

0

((f(�); u0 (�))d�

et cela pour tout fonction � � 0 d�où(2� 81) :

Théorème 2.6.2 (égalité de l�énergie)

Sous les hypothèses du théorème 2.3.1 on a :

J (u (t) ; u0 (t)) = J (u0; u1) +

Z t

0

(f (�) ; u0 (�)) d�; p.p en t: (2.86)

Avant de passer à la démonstration du théorème, notons le résultat complémentaire

suivant :

8><>:
Sous les hypothèses du théorème 2.2.1, on peut trouver une solution u telle que

t! u (t) (resp.t! u0 (t) ) soit continue de [0; T ]! H1
0 (
) \ Lp (
)

faible (resp. de [0; T ]! L2 (
) faible).
(2.87)

En e¤et d�après (2-10), (2-11) u est continue de [0; T ]! L2 (
),

et dans L1 (0; T ;H1
0 (
) \ Lp (
)) donc u est continue de [0; T ]! H1

0 (
) \ Lp (
).

Démonstration analogue pour u0:
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Preuve.

Soient 0 < s < t < T ; soit �n la fonction continue linéaire par morceaux, ègale à 1

sur [s; t] et à 0 pour � < s� 1

n
et � > t+

1

n
;

soit �k une suite régularisante de fonctions C
1; paires, à support dans

�
�1
k
;
1

k

�
:

On multiplie les deux membres de (2-12) par :

�n ((�nu
0) ? �k � �k) = 'kn; (2.88)

où les � désignent la convolution en t .

On note que

'kn = �n
�
(�nu)

0 ? �k � �k
�
� �n ((�

0
nu) ? �k � �k) ; (2.89)

ce qui permet de justi�er les intégration par parties ci-après. On obtient :

8>>>>>><>>>>>>:

TZ
0

(�nu
00; ((�nu

0) ? �k � �k)) dt+
TZ
0

a (�nu; ((�nu
0) ? �k � �k)) dt+

+

TZ
0

Z



juj� u�n ((�nu0) ? �k � �k) dxdt =
TZ
0

�n (f; (�nu
0) ? �k � �k) dt:

(2.90)

On a :

(�nu
0)
0
= �nu

00 + �0nu
0 ) �nu

00 = (�nu
0)
0 � �0nu

0

donc :

8>>>>>><>>>>>>:

TZ
0

(�nu
00; ((�nu

0) ? �k � �k)) dt =
TZ
0

�
(�nu

0)0 � �0nu
0; ((�nu

0) ? �k � �k)
�
dt =

=

TZ
0

�
(�nu

0)0 ; (�nu
0) ? �k � �k

�
dt�

TZ
0

(�0nu
0; (�nu

0) ? �k � �k) dt

(2.91)
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La première intégrale dans le deuxième membre de (2-91) s�écrit :

+1Z
�1

�
(�nu

0)
0
; (�nu

0) ? �k � �k
�
dt =

=

+1Z
�1

0@(�nu0)0 (t) ; +1Z
�1

24+1Z
�1

(�nu
0) (s) �k (t� s) ds

35 �k (t� s) ds

1A dt

=

+1Z
�1

+1Z
�1

0@(�nu0)0 (t) ;
24+1Z
�1

(�nu
0) (s) �k (t� s) ds

35 �k (t� s)

1A dsdt

=

+1Z
�1

+1Z
�1

0@(�nu0)0 (t) �k (t� s) ;

24+1Z
�1

(�nu
0) (s) �k (t� s) ds

351A dsdt

=

+1Z
�1

0@+1Z
�1

(�nu
0)
0
(t) �k (t� s) dt;

24+1Z
�1

(�nu
0) (s) �k (t� s) ds

351A ds

=

+1Z
�1

0@+1Z
�1

(�nu
0)
0
(t) �k (s� t) dt;

24+1Z
�1

(�nu
0) (s) �k (t� s) ds

351A ds

=

+1Z
�1

�
(�nu

0)
0 � �k; (�nu0) � �k

�
ds:
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Même chose pour la deuxième intégrale de (2-91) :

TZ
0

(�0nu
0; (�nu

0) ? �k � �k) dt =

=

+1Z
�1

�
(�0nu

0) (t) ;

Z +1

�1

�Z +1

�1
(�nu

0) (s) �k (t� s) ds

�
�k (t� s) ds

�
dt

=

+1Z
�1

Z +1

�1

�
(�0nu

0) (t) ;

�Z +1

�1
(�nu

0) (s) �k (t� s) ds

�
�k (t� s)

�
dsdt

=

+1Z
�1

Z +1

�1

�
(�0nu

0) (t) �k (t� s) ;

�Z +1

�1
(�nu

0) (s) �k (t� s) ds

��
dsdt

=

+1Z
�1

�Z +1

�1
(�0nu

0) (t) �k (t� s) dt;

�Z +1

�1
(�nu

0) (s) �k (t� s) ds

��
ds

=

+1Z
�1

�Z +1

�1
(�0nu

0) (t) �k (s� t) dt;

�Z +1

�1
(�nu

0) (s) �k (t� s) ds

��
ds

=

+1Z
�1

((�0nu
0) � �k; (�nu0) � �k) ds;

donc la première intégrale dans (2� 90) s�écrit :

8>>>>>><>>>>>>:

TZ
0

((�nu
0)0 ? �k; ((�nu

0) � �k)) dt�
TZ
0

((�0nu
0) ? �k; ((�nu

0) � �k)) dt =

= �
TZ
0

((�0nu
0) ? �k; ((�nu

0) � �k)) dt;
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et lorsque K �!1 cela tend vers

�
TZ
0

�n�
0
n ju0 (t)j

2
dt:

de même pour la deuxième intégrale de (2-90) on a :

(�nu)
0 = �nu

0 + �0nu) �nu
0 = (�nu)

0 � �0nu

donc

8>>>>>><>>>>>>:

TZ
0

a (�nu; ((�nu
0) ? �k � �k)) dt =

TZ
0

a
�
�nu;

��
(�nu)

0 � �0nu
�
? �k � �k

��
dt =

=

TZ
0

a
�
�nu;

�
(�nu)

0 ? �k � �k
��
dt�

TZ
0

a (�nu; (�
0
nu ? �k � �k)) dt

(2.92)

la première intégrale dans le deuxième membre de (2-92) s�écrit :

+1Z
�1

a
�
�nu;

�
(�nu)

0 ? �k � �k
��
dt =

=

+1Z
�1

a

0@(�nu) (t) ; +1Z
�1

24+1Z
�1

(�nu)
0 (s) �k (t� s) ds

35 �k (t� s) ds

1A dt

=

+1Z
�1

+1Z
�1

a

0@(�nu) (t) ;
24+1Z
�1

(�nu)
0 (s) �k (t� s) ds

35 �k (t� s)

1A dsdt

=

+1Z
�1

+1Z
�1

a

0@(�nu) (t) �k (t� s) ;

24+1Z
�1

(�nu)
0 (s) �k (t� s) ds

351A dsdt

=

+1Z
�1

a

0@+1Z
�1

(�nu) (t) �k (t� s) dt;

24+1Z
�1

(�nu)
0 (s) �k (t� s) ds

351A ds
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=

+1Z
�1

a

0@+1Z
�1

(�nu) (t) �k (s� t) dt;

24+1Z
�1

(�nu)
0 (s) �k (t� s) ds

351A ds

=

+1Z
�1

a
�
(�nu) � �k; (�nu)

0 � �k
�
ds;

même chose pour la deuxième intégrale de (2-92) :

+1Z
�1

a (�nu; ((�
0
nu) ? �k � �k)) dt =

=

+1Z
�1

a

�
(�nu) (t) ;

Z +1

�1

�Z +1

�1
(�0nu) (s) �k (t� s) ds

�
�k (t� s) ds

�
dt

=

+1Z
�1

Z +1

�1
a

�
(�nu) (t) ;

�Z +1

�1
(�0nu) (s) �k (t� s) ds

�
�k (t� s)

�
dsdt

=

+1Z
�1

Z +1

�1
a

�
(�nu) (t) �k (t� s) ;

�Z +1

�1
(�0nu) (s) �k (t� s) ds

��
dsdt

=

+1Z
�1

a

�Z +1

�1
(�nu) (t) �k (t� s) dt;

�Z +1

�1
(�0nu) (s) �k (t� s) ds

��
ds

=

+1Z
�1

a

�Z +1

�1
(�nu) (t) �k (s� t) dt;

�Z +1

�1
(�0nu) (s) �k (t� s) ds

��
ds

=

+1Z
�1

a ((�nu) � �k; (�0nu) � �k) ds
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donc la deuxième intégrale de (2-90) s�écrit :8>>>>>><>>>>>>:

TZ
0

a ((�nu) ? �k; ((�nu
0) � �k)) dt �

TZ
0

a ((�nu) ? �k; ((�
0
nu) � �k)) dt =

= �
TZ
0

a ((�nu) ? �k; ((�
0
nu) � �k)) dt

et lorsque k !1 cela tend vers

�
TZ
0

�n�
0
na (u; u) dt:

On déduit donc de (2-90) que8>><>>:
�
Z T

0

�n�
0
n

�
a (u; u) + ju0 (t)j2

�
dt+

Z T

0

Z



juj� uu0�2ndxdt =

=

Z T

0

Z



�2nfu
0dxdt;

(2.93)

grâce au fait que juj� u 2 L1 (0; T ;L2 (
)) d�après la relation (2-50).

Mais si h 2 L1 (0; T ) ; on a :

(
�
Z T

0

�n�
0
nhd� = n

Z t+ 1
n

t

(1� n (� � t))h (�) d� � n

Z s

s� 1
n

(1 + n (� � s))h (�) d�

et donc, d�après le théorème de Lebesgue :

�
Z T

0

�n�
0
nhd� !

1

2
h (t)� 1

2
h (s) ;

pour presque tout s et t, lorsque n!1:

Donc on déduit de (2-93) :8>><>>:
1

2

�
a (u (t) ; u (t)) + ju0 (t)j2

�
+

Z t

s

Z



juj� u u0dxdt =

=
1

2

�
a (u (s) ; u (s)) + ju0 (s)j2

�
+

Z t

s

(f (�) ; u0 (�)) d�;

(2.94)
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pour presque tout s et t. Mais on peut intégrer par parties dansZ t

s

Z



juj� u u0dxd�

et donc en déduit de (2-94) que

J (u (t) ; u0 (t)) = J (u (s) ; u0 (s)) +

Z t

s

(f (�) ; u0 (�)) d�; p:p en s et t . (2.95)

On fait maintenant tendre s vers 0 dans (2-95). D�après (2-87)

lim inf
s!0

J(u (s) ; u0 (s)) � J (u0; u1) ;

et donc (2-95) donne

J (u (t) ; u0 (t)) � J (u0; u1) +

Z t

0

(f (�) ; u0 (�)) d�; p:p en t .

ce qui, joint à (2-81) donne (2-83).

2.7 Autre exemple d�équation aux dérivées partielles

non linéaires

Pour toutes les considérations précédentes �et sans changer les démonstrations pour

l�essentiel � on peut remplacer �� par l�opérateur A dé�ni par :

8>>>>><>>>>>:
Au = �

Pn
i;j=1

@

@xi

�
aij (x)

@u

@xj

�
;

aij 2 C1
�


�

aij = aji;Pn
i;j=1 aij (x; t) � i�j � �

�
�21 + � � �+ �2n

�
; � > 0; � i 2 R:
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2.7.1 Existence d�une solution

Donc on donne le théorème d�existence d�une solution

Théorème 2.7.1

On suppose que 
 est un ouvert borné et on donne f; u0; u1 avec

f 2 L2 (Q) (2.96)

u0 2 H1
0 (
) \ Lp (
) ; p = �+ 2 (2.97)

u1 2 L2 (
) ; (2.98)

il existe alors une fonction u véri�ant :

u 2 L1
�
0; T ; H1

0 (
) \ Lp (
)
�
; (2.99)

@u

@t
2 L1

�
0; T ; L2 (
)

�
; (2.100)

@2u

@t2
+ Au+ juj� u = f dans Q (2.101)

u (0) = u0; (2.102)

@u

@t
(0) = u1 (2.103)

Remarque 2.7.2

De (2-99), (2-100) et du lemme 2.1.4 il résulte en particulier que u est continue de

[0; T ]! L2 (
) de sorte que (2-102) a un sens.

pour véri�er que (2� 103) a un sens on doit utiliser l�équation (2� 101)
qui s�écrit :

@2u

@t2
= f � Au� juj� u: (2.104)

comme

Au 2 L1
�
0; T ; H�1(
)

�
et comme f �! jf j� f applique Lp (
) �! Lp

0
(
) ;

1

p
+
1

p0
= 1
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on véri�e sans peine que

juj� u 2 L1
�
0; T ;Lp

0
(
)
�

de sorte que (2� 104) entraine :

@2u

@t2
2 L2

�
0; T ; L2 (
)

�
+ L1

�
0; T ; H�1(
) + Lp

0
(
)
�
; (2.105)

d�où en particulier
@2u

@t2
2 L2

�
0; T ; H�1(
) + Lp

0
(
)
�

(2.106)

ce qui joint à (2� 100) montre grâce au lemme 2:1:4 que @u
@t

est continue de [0; T ] �!
H�1(
) + Lp

0
(
) ; de sorte que (2� 103) a un sens.

D�après la dé�nition (1-4-9) et (2-4), u = 0 sur � ; la condition (2-2) est donc

incorporée dans (2-104).

Preuve.

Le plan de la démonstration est celui du théorème 2.2.1 :

Etape (i) : Solutions « approchées »

une telle suite existe, d�après le lemme 2.1.3.

On cherche alors um = um (t) solution «approchées» du problème sous la forme

um (t) =
nX
i=1

gim (t)wi:

On a :(
(u

00
m (t) ; wj) + (Aum (t) ; wj) + (jum (t)j

� um (t) ; wj) = (f (t) ; wj);

1 � j � m

)

8<: (u
00
m (t) ; wj) +

nP
i;j=1

Z



�
(aij (x))

@u

@xi

@v

@xj

�
dx+ (jum (t)j� um (t) ; wj) = (f (t) ; wj);

1 � j � m
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)

8<: (u
00
m (t) ; wj) +

Z



nP
i;j=1

�
(aij (x))

@u

@xi

@v

@xj

�
dx+ (jum (t)j� um (t) ; wj) = (f (t) ; wj);

1 � j � m

les gim étant à déterminer par les conditions :(
(u

00
m (t) ; wj) + a(um (t) ; wj) + (jum (t)j� um (t) ; wj) = (f (t) ; wj);

1 � j � m
(2.107)

où

a(u; �) =
nX
i=1

Z



aij (x)
@u

@xi

@�

@xi
dx; (2.108)

le système (2-107) d�équations di¤érentielles (ordinaires) non linéaires est à compléter par

les conditions initiales :8<: um (0) = u0m; u0m =
nP
i=1

�imwi �! u0 dans H1
0 (
) \ Lp (
)

lorsque m �!1;
(2.109)

u
0

m (0) = u1m; u1m =
nX
i=1

�imwi �! u1 dans L2 (
) lorsque m �!1: (2.110)

D�après les résultats généraux sur les systèmes d�équations di¤érentielles, on est assuré de

l�existence d�une solution de (2-107), (2-109), (2-110) (noter que det (wi; wj) 6= 0 grâce à
la linéaire indépendance de w1; :::; wm) dans un intervalle [0; tm] ; les estimations a priori

qui suivent montreront que tm = T:

Etape(ii) : On établit sur ces équations approchées des estimations a priori

On a :

(Au; u) = a (u; u) ;

et on a aussi :

d

dt
(Au; u) =

0@Z



nX
i=1

(aij (x))
@u

@xi

@u

@xi
dx

1A0

8>>>>>><>>>>>>:

d

dt
(Au; u) =

Z



nX
i;j=1

aij (x)
@u0

@xi

@u

@xj
dx+

Z



nX
i;j=1

aij (x)
@u

@xi

@u0

@xj
dx

= 2

Z



nX
i;j=1

aij (x)
@u

@xi

@u0

@xj
dx

= 2 (Au; u0)
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(Au; u0) =
1

2

d

dt
(Au; u)

Z



(Au; u0) dt =
1

2

Z



d

dt
(Au; u) dt

=
1

2

Z



d

dt
a (u; u) dt

=
1

2
a (u; u)

On multiplie (2-107) d�indice j par g0jm (t) et l�on somme en j. Il vient :8>>>><>>>>:

 
u00m (t) ;

mX
j=1

g0jm (t)wj

!
+ a

 
um (t) ;

mX
j=1

g0jm (t)wj

!
+

+

 
jum (t)j� um (t) ;

mX
j=1

g0jm (t)wj

!
=

 
f;

mX
j=1

g0jm (t)wj

!

) f(u00m (t) ; u0m (t)) + a (um (t) ; u0m (t)) + (jum (t)j
� um (t) ; u

0
m (t)) = (f; u

0
m (t))

d�où8<:
1

2

d

dt
(u0m (t) ; u

0
m (t)) +

1

2

d

dt
a (um (t) ; um (t)) +

1

p

d

dt

�Z



jum (x; t)jp dx
�
=

= (f (t) ; u0m (t)) :
(2.111)

Posons

kuk =
p
a (u; u)

�
= norme sur H1

0 (
) équivalente à kukH1(
)

�
Il résulte de (2-111)8<:

1

2

d

dt
ju0m (t)j

2 +
1

2

d

dt
kum (t)k2 +

1

p

d

dt

�Z



jum (x; t)jp dx
�
=

= (f (t) ; u0m (t))

après intégration on trouve :8>><>>:
1

2

Z t

0

d

dt
ju0m (�)j

2 d� +
1

2

Z t

0

d

dt
kum (�)k2 d� +

1

p

Z t

0

d

dt

�Z



jum (x; t)jp dx
�
=

=

Z t

0

jf (�)j ju0m (�)j d�
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)

8><>:
1

2
ju0m (t)j

2 � 1
2
ju0m (0)j

2 +
1

2
kum (t)k2 �

1

2
kum (0)k2 +

1

p
kum (t)kpLp(
) =

=

Z t

0

jf (�)j ju0m (�)j d�

donc on aura8><>:
1

2

�
ju0m (t)j

2 + kum (t)k2
�
+
1

p
kum (t)kpLp(
) �

� 1

2

�
ju0m (0)j

2 + kum (0)k2
�
+
1

p
kum (t)kpLp(
) +

Z t

0

jf (�)j ju0m (�)j d�

)

8><>:
1

2

�
ju0m (t)j

2 + kum (t)k2
�
+
1

p
kum (t)kpLp(
) �

� 1

2

�
ju01mj

2 + ku0mk2
�
+
1

p
kum (t)kpLp(
) +

Z t

0

jf (�)j ju0m (�)j d�

D�après (2-109), (2-110) le deuxième membre est :

� c+

Z t

0

jf (�)j ju0m (�)j d�:

(les c désignent des constantes diverses indépendantes de m), d�où8><>:
1

2

�
ju0m (t)j

2 + kum (t)k2
�
+
1

p
kum (t)kpLp(
) �

� c+
1

2

Z t

0

jf (�)j2 d� + 1
2

Z t

0

ju0m (�)j
2 d�:

(2.112)

D�après (2-96) Z t

0

jf (�)j2 d� � constante.

On déduit donc, en particulier, de (2-112), que

ju0m (t)j
2 � c+

Z t

0

ju0m (�)j
2
d�:

D�où résulte que

ju0m (t)j � constante (indèpendente de m). (2.113)

Reprenant (2-112) on en déduit que

kum (t)k+ kum (t)kLp(
) � constante (indèpendente de m). (2.114)

On en déduit que tm = T et (2-113), (2-114) s�expriment alors :
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(
lorsque m!1; um demeure dans un ensemble bornè de

L1 (0; T ; H1
0 (
) \ Lp (
)) et u0m dans un bornè de L1 (0; T ; L2 (
)) :

Etape (iii) : Passage à la limite

Le reste de la démonstration se fait de la même manière que dans la démonstration

du théorème (2.2.1), pour le problème (2-1) (2-2) (2-3), i.e par A = ��:

2.7.2 Unicité de la solution

Théorème 2.7.3

On se place dans les hypothèses du théorème 2:2:1 avec

� � 2

n� 2 (� �ni quelconque si n = 2); (2.115)

alors la solution obtenue au théorème 2:2:1 est unique

Preuve.

On fait la démonstration dans le cas n � 3
soient u et � deux solutions au sens du théorème 2:3:1 alors w = u� � véri�e :

w00 + Aw = j�j� � � juj� u: (2.116)

w (0) = 0; w0 (0) = 0

w 2 L1
�
0; T ; H1

0 (
) \ Lp (
)
�

w0 2 L1
�
0; T ;L2 (
)

�
Formellement tout d�abord, multiplions les deux membres de (2-116) par w0 ;

alors-ce qui est correct lorsque les intégrales ci-après ont un sens-on trouve que :

(w00; w0) + (Aw;w) = (j�j� � � juj� u;w0)
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) (w00; w0) + a (w;w0) = (j�j� � � juj� u;w0);

où

(Aw;w0) = a (w;w0) ;

donc
1

2

d

dt
(w0; w0) +

1

2

d

dt
a (w;w) = (jvj� v � juj� u;w0)

) 1

2

d

dt
jw0 (t)j2 + 1

2

d

dt
kw (t)k2 = (jvj� v � juj� u;w0)

) 1

2

d

dt

�
jw0 (t)j2 + kw (t)k2

�
=

Z



(jvj� v � juj� u)w0dx:

La suite de démonstration se fait de la même manière que le théorème (2.3.1).

2.7.3 Régularité de la solution

Théorème 2.7.4

On se place dans les conditions du théorème 2.2.1 avec en outre

@f

@t
2 L2 (Q) ; (2.117)

u0 2 H1
0 (
) \H2 (
) ; u1 2 H1

0 (
) ; (2.118)

� � 2

n� 2 (� �ni quelconque si n = 2) (condition (2� 115)) ; (2.119)

il existe alors une solution et une seule du systéme (2� 101), (2� 102) et (2� 103)
véri�ant :

u 2 L1
�
0; T ;H1

0 (
) \H2 (
)
�
; (2.120)

u0 2 L1
�
0; T ;H1

0 (
)
�
; (2.121)

u
00 2 L1

�
0; T ;L2 (
)

�
: (2.122)
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Preuve.

On suit les mêmes étapes de la démonstration du théorème 2.4.1.

Existence :

On part des solutions approchées um fournies par (2� 107) ; (2� 109) ; (2� 110) ;
avec cette fois pour wj une «base» de l�espace H1

0 (
) \H2 (
) on suppose que :

u0m �! u0 dans H1
0 (
) \H2 (
) (2.123)

u1m �! u1 dans H1
0 (
) : (2.124)

On va établir (�etape (i)) une estimation a priori supplémentaire qui montrera l�existence

d�une solution avec (2� 121) ; (2� 122) ; puis l�on montrera (2� 120) dans l0�etape (ii)
par utilisation de l�équation (2� 101).

Etape (i) :

On déduit de (2� 107) que

(u00m (0) ; wj) = (f (0)� Au0m � ju0mj� u0m; wj); 1 � j � m: (2.125)

Noter que d�après (2� 117) et le lemme 2:1:4; f (0) 2 L2 (
) ; d�après (2� 123),
jAu0mj � constante et d�après (2� 119) ju0mj� u0m demeure dans un borné de

L2 (
) :

On déduit donc de (2� 125) ; en multipliant par g00jm (0) et sommant sur j que :

ju00m (0)j
2 � (jf (0)j+ jAu0mj+ jju0mj� u0mj) ju00m (0)j :

D�où

ju00m (0)j � c: (2.126)

Dérivant (2� 107) en t; ce qui loisible, il vient alors :8<: (u000m (t) ; wj) + a (u0m (t) ; wj) +

�
� jum (t)j��1 sign um (t)

du

dt
+ jum (t)j�

du

dt
; wj

�
=

= (f 0 (t) ; wj) 1 � j � m:
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8<: (u000m (t) ; wj) + a (u0m (t) ; wj) +

�
� jum (t)j�

du

dt
+ jum (t)j�

du

dt
; wj

�
= (f 0 (t) ; wj)

1 � j � m:

(
(u000m (t) ; wj) + a (u0m (t) ; wj) + (�+ 1)(jum (t)j

� u0m (t) ; wj) = (f
0 (t) ; wj)

1 � j � m:
(2.127)

On multiplie (2� 127) par g00jm (t) et en sommant sur j, il vient :

f(u000m (t) ; u00m (t)) + a (u0m (t) ; u00m (t)) + (�+ 1)(jum (t)j
� u0m (t) ; u

00
m (t)) = (f

0 (t) ; u00m (t))

8<:
1

2

d

dt
((u00m (t) ; u

00
m (t)) + a (u

0
m (t) ; u

0
m (t))) + (�+ 1)(jum (t)j

� u0m (t) ; u
00
m (t)) =

= (f 0 (t) ; u00m (t))

�
1

2

d

dt
ju00m (t)j

2
+ ku0m (t)k

2
) + (�+ 1)(jum (t)j� u0m (t) ; u00m (t)) = (f 0 (t) ; u00m (t))

�
1

2

d

dt
(ju00m (t)j

2
+ ku0m (t)k

2
) = (f 0 (t) ; u00m (t))� (�+ 1)(jum (t)j

� u0m (t) ; u
00
m (t)); (2.128)

mais d�après l�inégalité de Holder on a :

j(jum (t)j� u0m (t) ; u00m (t))j � kjum (t)j
�kLq(
) ku0m (t)kLq(
) ku00m (t)kL2(
) (2.129)

où q est donné par
1

n
+
1

q
+
1

2
= 1

comme d�après (2� 106) �n � q; on a :

kjum (t)j�kLq(
) � kum (t)k
� � constante, d�aprés (2� 114) :

De sorte que (2� 129) donne

j(jum (t)j� u0m (t) ; u00m (t))j � c ku0m (t)k ju00m (t)j ; (2.130)
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et (2� 128) donne alors :

1

2

d

dt
(ju00m (t)j

2
+ ku0m (t)k

2
) � jf 0 (t)j ju0m (t)j+ c ku0m (t)k ju00m (t)j (2.131)

d�où en utilisant (2� 124) et (2� 126) on aura :

ju00m (t)j
2
+ ku0m (t)k

2 � c(1 +

Z t

0

(ju00m (�)j
2
+ ku0m (�)k

2
)d�): (2.132)

(
u0m demeure dans un borné de L

1 (0; T ;H1
0 (
)) :

u00m demeure dans un borné de L
1 (0; T ;L2 (
)) :

(2.133)

Alors on peut extraire une sous-suite u�; comme dans la démonstration du théorème

2.2.1 et telle que en outre u véri�e (2� 124) ; (2� 126).

On a donc démontré le théorème sous réserve de véri�e l�information non encore en

notre possession de (2� 120) à savoire que :

u 2 L1
�
0; T ; H2 (
)

�
(2.134)

Etape (ii) : Démonstration de (2� 134) :

On déduit de (2� 101) que

Au = �u00 � juj� u+ f (2.135)

mais d�après (2� 96) et (2� 117) f 2 L1 (0; T ;L2 (
)) de sorte que avec (2� 122) on
déduit de (2� 135) que

Au 2 L1
�
0; T ; L2 (
)

�
; (2.136)

posons

Au = h; (2.137)

A est un isomorphisme de H1
0 (
) sur H

�1 (
) ( pour plus de détails voir [2] ; [9] ) soit

G son inverse alors (comme u 2 L1 (0; T ;H1
0 (
)) on a :

u (t) = Gh (t) p.p. (2.138)
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Mais d�après les théorèmes de régularité des solutions des équations linéaires elliptiques

on a :

G 2 L
�
L2 (
) ;H2 (
)

�
(2.139)

et (2� 134) résulte de (2� 138) et (2� 140) :
Unicité :

La suite se fait de la même manière que dans la démonstration du théorème 2.4.1.
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Conclusion Générale

D�après ce qui précède on voit que par la méthode de compacité on peut résoudre un

problème aux limites pour une équation hyperbolique non linéaires où la non linéarité est

de type juj� u i.e :
@2u

@t2
��u+ juj� u = f

et même pour une équation plus générale

@2u

@t2
+ Au+ juj� u = f où Au = �

nX
i;j=1

@

@xi

�
aij (x)

@u

@xj

�
:

On a pu avoir des résultats d�existence et d�unicité et même de régularité pour la

solution des problèmes précédents.

Néanmoins il est tout à fait naturel de se poser la question sur l�utilisation de cette

méthode pour la résolution d�autres types de problèmes aux limites non linéaires par

exemple de type

@2u

@t2
+ Au+ g(u) = f où g est une fonction de u non linéaire ;

o�u Au = �
nX

i;j=1

@

@xi

�
aij (x)

@u

@xj

�
:
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