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Notations :

Q2 : ouvert de R™.

I': frontiére de Q.

Q=0x10,T[, te]0,T[ (t=temps).

V : 'espace de Banach séparable réflexif.
H : 'espace de Hilbert.

D (9Q) : Pespace des fonctions indéfiniment différentiables et a
support compact dans .

D' (Q) : dual de D(Q2) D'espace des distributions sur .

Lr () : 'espace des fonctions de puissance p — i¢me intégrable
sur @ 5 lfll ey = (Jo If (@) dz)” .

D gortetan

_m,a:{a1+...+an},|a|:a1+...+an.

wmP(Q)={v | D*v e LP (Q) |o|<m}
WP () : adhérence de D (Q) dans W™? (Q).

) , 1
w=mr (Q) : dual de Wy™? (Q) , Ty 1.



H™(Q)=W™?(Q) .

HE ()= Wi ().

H=™ (Q) = (H (@) = W2 ().

si X est un espace de Banach .
f |f mesurable de [0,7] — X,
1

p

T
Lr (0,15 X) = JIf @5 dt] <oo st 1<p<oo,
0

sup ess ||f (t)]|y <oo si p=o0

D(]0,T[; X) : fonctions C de]0,T[— X et & support compact
dans 10, T7.

D' (10,T[;X) =L (D (]0,T[; X)) : espace des distributions sur |0, 7|
a valeurs dans X.



Résumé :
Dans ce travail on s’intéresse a I'étude du probléme aux limites non linéaire suivant :

Trouver une fonction a valeurs réelles

u=u(z.t), ceQte]0,T]

Solution de :
i Aut|ulfu=f, z€Q, te|0.T]
— —Aut|ulfu=f, rell, il
ot
Telle que :
w = 0 sur >
u(x,0) = uo () .x € Q2
ok _
3; (. 0) = u, (). x c Q2

Le premier chapitre est consacré aux préliminaires dans lequel on donne et on
rappelle des définitions et quelques propriétés sur les espaces de Sobolev ainsi que
d’autres résultats et théoremes importants qui seront utilisés le long de ce travail.

Dans le second chapitre, on utilise la méthode de compacité pour montrer des
résultats d'existence et d’unicité de la solution pour le probléme donné ci-dessus.

Cette méthode est utilisée de fagon aussi directe que possible : On approche les
equations données par des équations "plus simple" par « réduction a la dimension
finie » par exemple par la méthode de Faedo-Galerkin; on peut alors obtenir
I'existence des solutions approchées et lorsque on passe a la limite sur la dimension
on obtient la solution du probléeme considéré par utilisation des résultats de
compacité de linjection d’'un espace de Sobolev d'ordre m dans un espace de
Sobolev d’ordre < m.

A la fin de ce chapitre on propose un autre exemple sur une équation

hyperbolique non linéaire plus générale que I'équation précédente et avec la méme
technique et les mémes étapes que le probléme précédent on arrive a démontrer
I'existence et 'unicité de la solution de ce probléme.



Abstract :

In this work we are interested to study the following nonlinear boundary value
problem:

Find a real-valued function

u=u(z.t), r€Qte0.T]

Solution of :
@—A-U.Hu Pu=f z€Q tel0.T]
a2 R
Such as :
uw =0 sur 2
u(x,.0) = ug () .x € 02
(;—t; (r,0) =uy (). x & Q2

The first chapter is devoted to preliminaries in which we give the definitions, some
properties of Sobolev spaces and are reminded other important results and theorems
which will be used along this work.

In the second chapter, the method of compactness is used to give the results of
existence and uniqueness of the solution to the problem given above.

This method is used as directly as possible: the given equations are approximated
by "simpler" equations by "reduction to the finite dimension," for example by the
method of Faedo-Galerkin, we can then obtain the existence of the approximated
solutions and when we pass to the limit on the dimension we get the solution of the
problem considered by using the results of compactness of the injection of a Sobolev
space of order m in a Sobolev space of order <m.

At the end of this chapter we propose another example of a nonlinear hyperbolic
equation more general than the previous equation and using the same technique and
the same steps as the previous problem we can demonstrate the existence and

uniqueness of the solution of this problem.
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Introduction

Dans I'étude des problémes aux limites, pour les équations aux dérivées partielles
non linéaires, qui sont les équations de base de la physique mathématiques, la mécanique
ou autres domaines, on utilise quelques méthodes de résolution, parmi lesquelles on a :
la méthode de compacité, la méthode de monotonie, la méthode de régularisation, la

méthode de pénalisation, les méthodes itératives d’approximation.
Les étapes de base dans la résolution de ces problémes sont :
1. L’obtention d’estimations a priori.
2. L’utilisation de ces estimations.

Une fois choisi le cadre fonctionnel, on utilisera les estimations a priori, dans la réso-

lution du probléme considéré, par I’application de I'une des méthodes sus-citée.

Ce travail est consacré a I’étude de la méthode de compacité, qui est utilisée de fagon

aussi directe que possible :

1. On construit des "solutions approchées" par "réduction & la dimension finie" par
exemple par la méthode de GALERKIN (cas stationnaire) ou de FAEDO-GALERKIN
(cas d’évolution), on obtient alors I'existence des "solutions approchées" par utilisation :

— Dans le cas stationnaire, d’un théoréme de point fixe.

— Dans le cas d’évolution, d’un théoréme d’existence de solution d’un systeme d’équa-

tions différentielles ordinaires.

2. On passe ensuite a la limite sur la dimension, on aura ici & surmonter une difficulté

essentielle : les opérateurs non linéaires rencontrés ne sont pas en général "faiblement



continus" et il faut donc démontrer que la famille des solutions approchées (grace aux
estimations a priori) "compacte" dans une topologie "forte" convenable (pour laquelle
I'opérateur est continu). Les outils sont donc ici les théorémes de compacité de I'injection

d’un espace de Sobolev d’ordre m dans un espace de Sobolev d’ordre < m.
3. Finalement en passe a l'unicité et la régularité de la solution.
Ce travail est composé de deux chapitres :
— Dans le premier chapitre nous donnons quelques rappels sur les espaces de Sobolev
ainsi que quelques théoremes et résultats importants qu’on utilisera le long de ce

travail.

— Dans le second chapitre nous exposons en détail la méthode de compacité appliquée

a des problémes aux limites non linéaire.

Ce travail fait partie des problémes traités par la méthode de compacité dans la

référence [7].



Chapitre 1
Préliminaires

On utilisera les espaces usuels L? (Q2), 1 < p < co; les fonctions considérées seront a

valeurs réelles, on désigne par (f, g) le produit scalaire dans L? (Q), i.e :

(f.9) = / f(x) g () dr,

et également le produit scalaire entre f € D’ (Q2) (espace des distributions sur 2 ) et

g € D (Q) (espace des fonctions C* sur 2 et a support compact dans 2 ). Lorsqu’aucune

-(fpera

et on utilisera la notation | f|lr2en cas d’ambiguité possible (ainsi que de fagon

ambiguité n’est a craindre, on posera :

[NIES

| [ 1= ()

générale || f||x pour désigner la norme de f dans un espace de Banach X ).

Théoréme 1.0.1 (Inégalité de Holder)

Soient u € L? et v € LP avec 1 < p < co. Alors (u,v) € LP x L? et :

/| < Nullpllols ~+ 1 =1
uv | [|Uu||lLe ||V ’ — — =1.
Q Py Ty

Preuve. voir [2]. =



1.1 Théoréme de Dunford-Pettis

Théoréme 1.1.1 (Dunford-Pettis)

Soit (un),cn une suite de fonction de L' (Ja, b[) s’il existe une fonction v € L' ([a, b])
telle que | uy, (t) [<| v (t) | p.p, t € [a,b] et pour tout n € N, alors (uy), .y posséde une

sous-suite convergeant faiblement dans L' ([a,b]).

Preuve. voir[2]. =

Lemme 1.1.2

Soit Q0 un ouvert borné de R? x Ry, g, et g des fonctions de
LP(Q), 1 <p < oo, telles que :

HgMHLP(Q) < C ) gy — 9 p.p dans ,
alors g, — g dans L? faible.

Preuve. voir [1],[2]. =

1.2 Le théoréme de Lebesgue ( de la convergence do-

minée de Lebesgue)

Théoréme 1.2.1

Soit (fn),eny une suite de fonctions mesurables sur un espace mesuré (E, A, ), a
valeurs réelles ou complexes, telle que :
la suite de fonctions (f,),cy converge simplement sur E vers une fonction f ;

et il existe une fonction intégrable g telle que :

vneN, Ve e E, |(fa) <g().



Alors f est intégrable et

ce qui entraine :

lim fnd,u:/ lim fnd,u:/fdu.

Preuve. Voir [1],[2]. |

1.3 Convolution

Théoréme 1.3.1

Soit f e L'(R") et g e LP (R"), 1 <p<o0.
La fonction y — f (z —y) g (y) est intégrable sur R™ pour presque tout v € R™.

Si on note :
(f*g)(x) = Rnf(x—y)g(y)dy,

appelé produit de convolution de f et g ; alors fxge€ LP(R") etona :

1 * gl < 1l lglles -
Preuve. voir [1],[2], [3]. u

1.4 Espaces de sobolev

Les espaces de Sobolev sont des espaces fonctionnels, des fonctions qui appartiennent
a LP telles que leurs dérivées (au sens faible i.e au sens des distrbutions) appartiennent a
Ly .



1.4.1 Définitions et propriétés de W'? (Q) et W7 (Q)

Définition 1.4.1
Soit Q un ouvert de R, et soit 1 < p < +00. L’espace de Sobolev WP (Q) est défini

par :

X we LP(Q) ;3g1,92, -, gn € LP (Q) telsque :
W (Q) = 0
() Ja u—&f = — [, 0ip, Yo € CX(Q)

pour u € WP (Q) on note :

ou
=gqg; et Vu = y g2, -..,0n ) -
9. 9 (91,925 -5 Gn)

L’espace WP (Q) est muni de la norme :

fullwe = [l o
ullwie = ||u
Wip Lp a
Ou parfois sa norme équivalente :
1
lullwirey = (I1ulfpq) + IVulq))” (s 1<p<+00).

Si p = 400, la norme de l’espace WH* (Q) est :
||l w1y =sup | u | +sup | Vu | .
Q Q
On pose H! () = W2 (Q)

ol

H! (Q) = {u lueL2(Q), o~ € L2(Q),..i = 1n}

axi

Uespace H' () est muni du produit scalaire :

ou Ov
(U,U)H1(Q) u U L2(Q + Z (81‘1 al’i)Lz(Q)'

La norme associée est :

"L Ou
Julle @) = <HUHizm) + ZH%H%%Q))
i=1 ¢

est équivalente o la norme de W12 (Q), H! () est un espace de Hilbert.

[



Proposition 1.4.2

L’espace WP (Q) est :
1. un espace de Banach pour : 1 <p <o0
2. un espace réflexif pour : 1 <p < o0

3. un espace séparable pour : 1 <p < oo

L’espace H' () est un espace de Hilbert séparable.

Preuve. voir [1]. m

La proposition suivante est une caractérisation simple des fonctions de WP (£2).

Proposition 1.4.3

Soit u € LP avec 1 < p < 00, les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. uw e WP,

2. Il existe une constante c telle que :

0
JousZ| <cllgl Vo € CZ(Q), Vi=1,2,..n
Z 11
o p' et le conjugué dep, —+ — =1.
p D

3. 1l existe une constante c telle que pour tout ouvert w C 2 et tout h € R avec
|h| < dist (w,R"\Q) on a :

I = Loy < clhl.

De plus on peut choisir ¢ = |[Vul|p,q)-

Preuve. voir[1] . u



Théoréme 1.4.4 (Opérateur de prolongement)

On suppose que §) est de classe C' avec I' borné. Alors il existe un opérateur de

prolongement linéaire :
P: Wi (Q) — WL (R")

U — Pu
tel que pour tout u € WHP (Q) :
1. Pug=u
2. |Pullwr@ny < cllullr g
3. [[Pullwis@ny < cllullwirig)

ot ¢ dépend seulement de ).

Preuve. voir [1],[2]. n

Théoréme 1.4.5

On suppose que §) est de classe C', soit u € W ()N C (ﬁ) avec 1 < p < 400

alors les propriétés suivantes sont équivalentes :

1. u=0 surl .
2. uc Wit (Q).

Preuve. voir [1]. =

. o 1
Voici une autre caractérisation de W,*

Théoréme 1.4.6

On suppose que Q de classe C', soit u € LP (Q) avec 1 < p < oo, les propriétés

sutvantes sont équivalentes

1. ue Wy (Q).



2. 1l existe une constante c telle que

Oy .
fQuaZL’ S ¢ HSOHLP’ ) VQO € C(l) (Rn)’ \V/l = 17 27 -.n
otv p’ est le conjugué de p, —+ — = 1.
p

3. la fonction

ﬂ(x):{ u(z) si v €

0si xeR"\Q
o Ou
appartient & WH? (R™) et dans ce cas v

Preuve. voir[1],[2]. =

Théoréme 1.4.7 (Inégalité de Poincaré)

On suppose que ) est un ouvert borné. Alors il existe une constante ¢ = ¢ (2, p)

telle que :
lulluo@) < el Vulluo), Yue WP (Q),1<p<oo

Autrement dit, sur Wy (Q) la quantité ||Vulltso) est une norme équivalente a la
norme de WhP (Q).

Preuve. voir[1],[2]. =

Remarque 1.4.8

L’inégalité de Poincaré reste valable si Q) est de mesure finie, ou bien si £ borné dans

une seule direction.

Définition 1.4.9 : (L’espace dual de W, (Q))

P —1.0 ) 1,p 1 1
On désigne par W= (Q) lespace dual de Wy* () (1 < p < +00) avec —+ = =1,
p p

on note par H™1(Q) le dual de H} (Q) avec H™(Q) = (H} (Q))" on introduit ensuite :

H; () = adhérence de D (Q) dans H' (Q)

= sous-espace de H' (Q) des fonctions"nulles" surT.

9



Grice au théoréme de représentation de Reisz on peut identifier L? et son dual. Par

conséquent, on a les inclusions :
Hy (Q) cL*(Q)cH ' (Q) cD' (),
avec imjections continues.

On peut caractériser les éléments de W% (Q) par la proposision suivante :

Proposition 1.4.10

Soit F € W= (Q), alors il existe fo, f1, fa, ..., fon € L¥ (Q) telle que :

= ov 1
F = . WP ()
(F,v) /Qfovda:+ Z§:1/§2flﬁxid$, Yo € WP (Q),

et :
11 = max (|| fol |l » [[ fillpsr) -

Si 2 et borné, on peut prendre fy = 0.
Preuve. voir[1],[2]. =

Remarque 1.4.11

Les éléments de H™! (Q) sont sommes de dérivées du 1°" ordre de fonctions de L2 () .

1.4.2 Les espaces W"? (Q), Wi (Q)

Définition 1.4.12

Sotent m > 2 un entier et soit p avec 1 < p < 0o. On définit par récurrence :

ou
aﬂfi

W™ (Q) = {u e Wn=lr (Q) e Wn=lr(Q) Vi=1,2, n} .

10



On vérifie aisément que u € W™P (Q) si et seulement si u € LP (), et pour tout

a € N" telque | a |< m, il existe g, € LP () tel que :

/um@: (—1)|a|/gag0, Vo € CT ().
Q Q

On note : D%u = g,.

L’espace W™P (Q) avec 1 < p < oo , muni de la norme :

lullwemroy =Y [1DullLee).

0<|a|<m

est un espace de Banach .
On pose H™ () = W™2(Q), I'espace H™ muni du produit scalaire

(w, V) gm = Z (D%u; D)y

0<|a|<m

est un espace de Hilbert.

Théoréme 1.4.13 (Densité)

On suppose que §) est de classe C'. Soit uw € WP (Q), avec 1 <p < +oo

Alors il existe une suite (uy)ycy de C3 (R") telle que :
upo —u i k— +oo dans W' (Q).

Autrement dit, les restrictions a ) des fonctions de CJ° (R™) forment un sous espace
dense de WP (Q) .

Preuve. voir [1],[2]. =

Définition 1.4.14

Pour m > 2 entier et 1 < p < oo, on définit Wy (Q) comme étant la fermeture de

C () dans W™P (Q). on a :
Wi () = {u ceW™ (Q); u=Du=..=D"" u=0 sur F}.

11



1l convient de distinguer :
W(2)7p Q) = {U € WP (Q); u=Du=0 sur F}

et
W2 (Q) N WP (Q) = fue W (Q); u=0 surl}.

Définition 1.4.15 (L’espace dual de W{"" (Q) )

/ 1 1
On désigne par W™ (Q) l’espace dual de Wy"" (2), 1 <p < o (1_7 + o’ = 1) et
par H™1(Q) le dual de H} (),

on identifie L? () et son dual, mais on s’identifiec pas H} (Q) et son dual .

On a le schéma :
H(I) Q) C L2 (Q) CcH™(Q),

avec injections continues et denses.

Remarque 1.4.16

Si Q et borné on a :

/ 2
WP (Q) C L2(Q) € W™ (Q) | si — < p< oo,
n+2
avec injections continues et denses.
Remarque 1.4.17
Si Q) est non borné on a seulement
mp 9 N . 2n
Wi (@) € L (@) c W () L si =t <p<

avec injections continues et denses.

12



1.4.3 Injections de Sobolev

Nous nous intéressons ici aux possibilités de trouver des injections de I'espace W ()
de fagon continue ou méme compacte dans des espaces plus simples, comme L? (£2) , voir
méme dans certains cas C (ﬁ) .

On donne le théoréeme de Rellich-Kondrachov qui concerne la compacité de I'injection

des espaces de Sobolev W7 () dans certains espaces L7 (2) .

Théoréme 1.4.18 ( Rellich-Kondrachov)

On suppose 2 borné de classe C*, on a :
1
~ Sip<mn alors WP (Q) = L1(Q), Vge [1,p*] ou — =
- S p=mn alors W' (Q) — L1(Q), Vg € [1,+o0| ;
- Sip>n alors W (Q) — C (Q) .

Avec injections compactes.

Preuve. voir [2]. n

1.5 La méthode de Galerkin

La méthode de Galerkin est une méthode tres générale et trés robuste. L’idée de la
méthode est la suivante.

Partant d’un probléme posé dans un espace de dimension infinie, on procéde d’abord a
une approximation dans une suite croissante de sous-espaces de dimension finie. On résout
ensuite le probléme approché, ce qui est en général plus facile que de résoudre le probléme
directement en dimension infinie. Enfin, on passe d’une fagon ou d’une autre a la limite
quand on fait tendre la dimension des espaces d’approximation vers I'infini pour construire
une solution du probléme de départ. Il convient de noter que, outre son intérét théorique,

la méthode de Galerkin fournit également un procédé constructif d’approximation.

13



1.6 Lemme de Gronwall

Lemme 1.6.1

Soient @, ety trois fonctions continues sur un segment [a,b], a valeurs positives et

vérifiant l'inégalité

y<t>S¢<t>+/tw<s>y<s>ds,we 0,4,

alors

Y () <o) +/at<p(s)¢(s)exp </:w(u)du) ds, vt € [a,1].
Preuve. voir [4]. u

Corollaire 1.6.2

Soient 1 ety :[a,b] — RT deux fonctions continues vérifiant :

y(t)gc—i—/w(s)y(s)ds,ﬂczO / Vte€a,b],

alors

y (1) < cexp (/atlp(s)ds) Ve o],

Preuve. voir [4]. =

14



Chapitre 2

Etude d’une équation hyperbolique

non linéaire

2.1 Position du probléme

On désigne par €2 un ouvert borné de R, de point générique x = {z1, ..., x,}. Soit I'
la frontiere de €. On supposera toujours que I' est "assez réguliére". On désigne par @) le
cylindre de R7 x R; :

Q=Qx]0,T[, T fini

et par X la surface latérale du cylindre @ :
Y=Ix]0,T].

Le premier exemple d’équation aux dérivées partielles non linéaires que nous allons
considérer est le suivant (qui intervient en Mécanique Quantique Relativiste) : on cherche

une fonction, u = u (z,t), x € Q,t € ]0,T[ & valeurs réelles, solution de :

0*u
w—&u—l—]uﬁu:f, re, te]o,T]. (2.1)
Ou )
“~0%u
Au=Y —
=12

(Au s’appelle le Laplacien de u), p donné (on suppose seulement p > —1 ) et f
donnée dans Q2 x |0, 77.

La fonction u, cherchée, doit vérifier en plus les conditions aux limites et les conditions
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initiales suivantes :
u=0 sur X

u(x,0) =wuy(z),x €0

W 0,0) = (@) €

ou les fonctions ug et u; sont données.

Remarque 2.1.1

Le probléme est non linéaire o cause de la présence du facteur | u |P u.

Dans ’étude du probléeme (2.1) (2.2) (2.3) on va introduire [’espace

V= H)(Q) NI (Q),

ot
p=p+2.

L’espace V' est muni de la norme

[y + [ollLr@

qui en fait un espace de Banach.

Remarque 2.1.2

D’aprés le théoréme de plongement de Sobolev on a :

H! (Q) ¢ L¢(Q)

1 1 1 )
—=—-——— s n>3
q 2 n

de sorte que

16
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On aura & utiliser les résultats suivants :

Lemme 2.1.3

L’espace V' défini en (2.4) est séparable (i.e admet un ensemble dénombrable dense).

Preuve. Voir [1]. n

Lemme 2.1.4 5

Si f € LP(0,T;X) et 8_{ € L?(0,7;X) (1<p<o), alors [ est aprés mo-
dification éventuelle sur un ensemble de mesure nulle de (0,T'), continue de [0,T] —
X.

Preuve. Voir [1]. =

On est maintenant en mesure de formuler de fagon précise le probleme (2-1) (2-2)
(2-3).

2.2 Existence d’une solution

Le résultat suivant précise a quel sens on résout le probléme (2-1) (2-2) (2-3) et donne

un premier théoréme d’existence d’une solution.

Théoréme 2.2.1

On suppose que €) est un ouvert borné. Soient f, ug, uy, données avec

fel?(Q), (2.7)
w € HY(Q)NLP (Q), p=p+2, (2.8)
u; € L2 (Q), (2.9)

il existe, alors une fonction u vérifiant
ueL™(0,T; Hy(Q)NL”(Q)), (2.10)
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ou

- e’} LT 2
3 € L> (0,7 ;L*(Q)), (2.11)
0?u o
a2 Au+|u|’u=f dans Q, (2.12)
u (0) = o, (2.13)
0
a—if (0) = us. (2.14)

Remarque 2.2.2

De (2-10) (2-11) et du lemme 2.1.4 il résulte en particulier que u est continue de
[0, T] — L2 (Q) de sorte que (2-13) a un sens.

Pour vérifier que (2-14) a un sens, on doit utiliser [’équation (2-12), qui s’écrit :

0*u
5 = f+ Du— |ul’u. (2.15)
Comme
ANeL (H(l, Q) ; H! (Q)) ,
ona:

AueL>(0,T; H ' (),
et comme f — |f|” f applique LP (Q) — L¥ (Q), l—i- — =1,
on vérifie sans peine que

|ul” u € L™ (O,T; L (Q)) ,
de sorte que (2-15) entraine :

BB T OTL@) L 0T B @) @) 1)

d’ot, en particulier :

2
?97? € L2 <0,T CH(Q) + LY (Q)) , (2.17)

0
ce qui, joint a (2-11) montre, grace au lemme 2.1.4, que 8_1; est continue de [0,T] —

H~ ' (Q) +L” (Q), de sorte que (2-14) a un sens.

18



Remarque 2.2.3

Sous les hypothéses du théoréme 2.2.1, on ignore s’il y a, ou non, unicité de la solution.

On verra toutefois ci-aprés qu’il y a unicité lorsque p n’est "pas trop grand”.

Remarque 2.2.4

D’apreés la définition (1.4.9) et (2-4), w =0 sur ¥ ; la condition (2-2) est donc incor-
porée dans (2-10).

Preuve.

Le plan de la démonstration est le suivant :
(1) On construit des solutions «approchées» par la méthode de Faedo-Galerkin.
(72) On établit, sur ces solutions approchées, des estimations a priori.

(7373) On passe a la limite, grace a des propriétés de compacité (pour passer a la limite
dans les termes non linéaires).

Etape (1) : Solutions « approchées »

Pour simplifier ’écriture, on posera

’ 61} " 82'{) "
v=—, v =—,..etc
ot’ ot2’
on introduit une suite wq, -+, w,,, -, de fonctions ayant les propriétés suivantes :

w; € HY (Q) NLY (Q) Vi ;
VYm, wi,--- ,w,, sont linéairement indépendants (2.18)

les combinaisons linéaires finies des w; sont denses dans H{ () N L (Q),

une telle suite existe, d’apres le lemme 2.1.3.
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On cherche alors u,, = u,, () solution «approchées» du probléme sous la forme

= Z Gim (1) Wi, (2.19)

les g;m, étant a déterminer par les conditions :

{ (U (1), w5) + @t (8) s w;) + (1 (O wm (8) ,wy) = (F (£) ,wy), (2.20)

ou Ov
a(u,v):Z/ax'%daﬁ, (2.21)
i—1 (2 (2

le systéme (2-20) d’équations différentielles (ordinaires) non linéaires est & compléter par

les conditions initiales :

U, (0) = Ugmm, Uom = D, Qimw; — ug dans HY () N LY (Q)
= (2.22)

lorsque m — oo,

u,, (0) = Ui, Ui = Z Binwi — up dans  L?(Q) lorsque m — oo,  (2.23)
i=1

D’aprés les résultats généraux sur les systémes d’équations différentielles, on est assuré
de l'existence d’une solution de (2-20), (2-22), (2-23) (noter que det (w;, w;) # 0 gréace a
la linéaire indépendance de wy, ..., w,,) dans un intervalle [0, ¢,,] ; les estimations a priori

qui suivent montreront que t,, = T.
FEtape(ii) : estimations a priori

On multiplie (2-20) d’indice j par ¢/, (t) et I'on somme en j. il vient :

( (). 3205 (0 j>+a(um<t>,

+ (rum (O 1 (1), 3205 (1) wj)

Ms

1

G () wj) +

T T

. o ()0 )
= {0 (1), (1) + @ (1 (8), 0 (0)) + (s (O 0 (1) 10, (1)) = (£, (1)) (2:24)
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1d , 1d 1d / )
3 3 3 T m (1) Um (¢ T m (T, t)]"d =
{th<um<t>,um<>>+2dta<u @)+ 5 ([ wn@pas) =
= (f () up, (1)) -
Posons
lu|| = a (u,u) (: norme sur Hj () équivalente & ||u||H1(Q)>
11 résulte de (2-25)
1d , ., 1d , 1d / )
5 577 I1um (1 - m (2, )" dx | =
{M O + 5 o O + 55 ([ o @0 da
= (f (1), uy, (1))
aprés intégration on trouve :
1 [td 2 1 ["d 1 [td
e ! (2, 8)[ da ) =
5 [ Gl @Pdres [ Slu@Pdr e [ L (] o @ora
- [ 1f @l (o) do
1 1 1 1 1
5 [t (O = 5 [y () + 5 i (DI = 5 Nt (O + = [t (D)0 =
2 2 2 p
=
/ @)1 ()| do
on aura donc
1, ., 2
5 ([t O + [l (t)H °) + Hum( 0) <
1
< 5 (4 OF + i OI) + / £ )l (o) do
1 / 2 P
5t (OF + lum (D) + —||um OlLr ) <
= 1 , o1 (2.26)
< 5 (i + 0 ?) + 1 (0 / 7 )] bt (0)] do
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D’apres (2-22), (2-23) le deuxiéme membre est :

§c+/0 £ ()] |y (0)] dor

(les ¢ désignent des constantes diverses indépendantes de m), d’ou

(I (O + [tn D) + > 1t () <

p
1/t ) VA 5
<c+ - |f (o) do + = |ul, (o)| do.
2/ 2/

N| —

D’apres (2-7)
¢
/ |f (0)|2 do < constante.
0

On déduit donc, en particulier, de (2-27), que

t
i OF < e+ [ i, (o) do
0

D’ou on déduit

|u! (t)] < constante (indépendente de m).

Reprenant (2-27) on en déduit que

[t ()] + llwm (D) 5y < constante  (indépendente de m).

On en déduit que t,, =T et (2-29), (2-30) s’expriment alors :

lorsque m — o0, u,, demeure dans un ensemble borné de

(2.27)

(2.28)

(2.29)

(2.30)

{ L> (0,7 ; H () NLF(Q)) et v/, dans un borné de  L*>® (0,7 ;L? ().

Etape(iii) : Passage a la limite

D’apres le théoreme de Dunford-Pettis I'espace

L= (0.7 3 HY () L7 (Q) (resp L™ (0.7 3 L* (),

est le dual de

L <O,T; H'(Q)+ L (Q)) (resp de L (0,7 ; L2 (Q))),
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et par conséquent on peut extraire de u,, une sous suite u, telle que :

u, — u dans L™ (0,7 ; Hy (Q) NL" ()  faible — x, (2.31)
w, — v’ dans L™ (0,7 ; L*(Q))  faible — x, (2.32)
T
(faible—xi.e: / ) dt — / ))dt, Vg e LY (0, T ; H(Q) + L7 (Q2))).

0

Par ailleurs, il résulte en particulier de la fin de 1’étape (ii) que w,, est borné dans
L2 (0,7 ; H{(Q)) et u/, dans L? (0,7 ;L?(f2)) donc en particulier on déduit que u,,

demeure dans un borné de H' (Q).

Mais on sait que
I'injection de H' (Q) dans L?(Q) est compacte. (2.33)
On peut donc supposer que la suite u,, extraite de u,, vérifie en outre (2 — 31), (2 — 32)
u, — u dans L?(Q) fort et presque partout (p.p). (2.34)

Et comme [u,,|” u,, demeure dans un borné de L* (0,7 ; L¥ (2)).

On peut encore supposer que
u,l” u, — w dans L*® <0,T . LY (Q)) faible — . (2.35)
On montre que :
w = |ul’u, (2.36)
or (2 — 36) résulte de (2 —34), (2 — 35) et on appliquera le lemme 2.1.3 avec 2 = @)

p+2 _

d’apres (2—-34) g, — [u["u=g pp et g, — w dans L7 (Q) faible, d’apres(2 — 35),
d’ou

w = g = |u|’u d’apres le lemme 1.1.2.

Ainsi (2 — 36) se trouve démontré et ’on peut passer a la limite dans (2 — 20) que

I’on utilise pour m = pu.
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Soit donc j fixé et u > j alors, d’apres (2 — 20) :
(e 0) + @ (ot ) + (|, 03) = (f ). (2.37)
Mais d’apres (2 — 31)
a (uy,w;) — a (u,w;) dans L*(0,T) faible —x*,

<u;,wj> — (u,,wj> dans L*(0,7) faible — *,

et donc J
(u;;,w]) = (u;ﬁwj) — (u”,wj> dans D' (0,7,

et d’apres (2 —35), (2 —36) :
(Jup|” wp, w;) — (Jul” u, wy) dans L (0,T) faible — x,

on déduit donc de (2 — 37) que

d2
ﬁ (U, ’LU]') +a (’LL,UJJ') + (|u’pu7wj) = (f> wj) )
et cela pour j fixé quelconque. Donc 'on en déduit -d’apres la propriété de densité de la
«base » wy - w,, - - -;que :
d2
) b a (wo) + (el u0) = (f0), Yo €HY@ NI Q). (238)

D’ou résulte que u satisfait a (2 — 12) (et aussi & (2 —10), (2—11)). m
Il reste & montrer que (2 — 13), (2 — 14) ont lieu .

D’apres (2 —31), (2 —32) et le lemme 2.1.3 on a, en particulier, u, (0) — u(0)
dans L? (Q) faible; or u, (0) = up, — uo dans HJ () NL? (), donc on a (2 — 13).

Par ailleurs, on a :

(u” wj> — (u",wj) dans L™ (0,T) faible — % ,

o
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donc (d’aprés par exemple le [emme 2.1.3 avec X = R)

(w0 wy) — (') = (0 (©)wy)
et comme
(Uu (0) ,wj> — (w1, wj),
| (u, (0) ,wj> = (ug,w;), Vj.
D'oit (2 — 14) .

2.3 Unicité de solution

Comme on I’a déja indiqué, on ignore s’il y a unicité de la solution dans le cadre du

théoréme 2.2.1. On a dans ce sens le résultat partiel suivant :

Théoréme 2.3.1

On se place dans les hypothéses du théoréme 2.2.1, avec

2
p <

< (p fini quelconque si n =2). (2.39)

Alors la solution u obtenue au théoréme 2.2.1 est unique.

Preuve.

On fait la démonstration dans le cas n > 3 (le cas n = 2 est plus simple, selon les
méme principes).

Soient u et v deux solutions, au sens du théoréme 2.3.1; alors w = u — v vérifie

w' — Aw = |v’ v — |ul’u, (2.40)
w(0) = 0,w" (0) =0, (2.41)
we L™ (0,T; Hy (Q)NLP (), (2.42)

25



w' e L®(0,T; L*(Q)) . (2.43)

Multiplions formellement tout les deux membres de (2-40) par w’;

alors -ce qui est correct lorsque les intégrales ci-aprés ont un sens- on trouve que :
(W w') — (Aw,w") = (v v — |ul’ u,w')

= (v, ') + a(w,w") = (|v]" v —|u|’ u, w")

1 1
= 5% (w',w') + 5%“(10,10) = ([v["v = |ul® u,w’)
1 1
= 5% w' ()] + 5% lw (O] = (Jv]”v = |u]”u,w’)
1
~ 5% (lw’ (&) + [|w <t>||2) - /Q (Jo]” v — [u]” u) w'da. (2.44)

Mais le deuxiéme membre de (2-44) est majoré en valeur absolue par :

‘/ (o] v — |ul’ u) w'dx
Q

< [ sup (ol Juf) o = ul ] da
Q
< [ sup (el ul?) o o] d
Q
< (o 1) [ sup (ol Juf) ][] do
Q

ce qui est majoré d’apres I'inégalité de Holder, par :

40 [ s (ol ']
Q

< (p+1)/ﬂsup|\v!”,|U|p| lw ) 1w (£)]] ez

< (o 1) (Il ooy + 110 liogey ) %
X o Ollgagey 10 @)z
< (Il oy + 1101 ) %
X N Ollgagey 0 (1) s
ou
1 1 1
S+ -+-=1
qg n 2

Mais d’apres (2-39) pn < ¢, et d’aprés (2-6) on a donc :

< e (Il ey + Mol o) o Ol 10 (B (2.45)

/ (|Jv|? v — |ul]’ u) w'dx
Q

26



Et comme u,v € L* (0,7 ; H} (Q)) on a finalement :

< cllw ()] [w' @] (2.46)

/ (|Jv]” v — |ul” u) w'dx
Q

Alors (2-44) donne :

(1w (O)F + llw 0I7) < cllw (0)] o/ (1)

N | —
SIS

=5 [ (0 @F @) do < [ Tl ()]do

= 0 OF + e @ < [ (FloEF+ 3@ ) do
= [u @)+l O < 5 / (Ilw (@)I1* + /(o)) do, (2.47)

2
|

et d’apres le lemme de Gronwall nous avons ||w (¢)||” = 0, alors w (¢) = 0 pour presque

tout ¢ € |0, T[ dans L? (),

ceci veut dire que u = v donc la solution quand elle existe est unique.

Pour justifier la conclusion précédente on utilise un procédé classique dans le cas des

équations hyperboliques linéaires. Soit s € |0, 7T, on introduit :

(1) = —/tw(a)da,tﬁs

0 si t>s

wy (t) = /0 w (o) do de sorte que 9 (t) = wy (1) —wy (s) si t<s.

On prend le produit scalaire des deux membres de (2-40) avec v (t) :
(w”,4) = (Aw,¢) = (v v — |ul"u, )
t
= [ @) (@) do+atw i) = (oo~ ol u.0)
0
t

= w' (o) (o) f) —/ w' (o) Y (o) do + a(w,v) = (|v]° v — |u]’ u,v)

0
t

= w' (t) ¢ (t) —w' (0) ¥ (0) —/ w' (o) ' (o) do + a(w,1p) = ([v]"v = |ul"u, )

0
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<

= — / o)do + a(w,v) = (v’ v — |ul]’u,)
= — (W', ¢) +a(w,¥) = (Jv]°v - |u|"u, 7).

apres intégration on obtient :
- [Cwars [Catwwydr= [ (oo - ju ) d
0 0 0

d’ot, comme ¢’ = w et ¥ (0) = —w; (s) on a :

B s . p s . g s , o ) p
/O<w,w> t+/0 o (', ) di /0<|v| v — |l u, ) dt

1

d 1 S d s
= —%(w,w)Jrla (¥, ) 2/0 (|| v — |ulf u, ) dt
= 3l @F + a0 = [ (ol o= fupu,v) d

= =5l (O = gaton (5,00 () = [ (ol o= el v 0)at

1 , 1

= g W = 5w O = [ (ol o ul” w0y de
2 2 ;
d’ou (comparer & (2-45), (2-46)) :

1

1 S
310 P+ 5l G < [ (bl + 1l o) o O 1’ ()]

s

< / [<H|U|p”LP(Q) + |||U|p||LP(Q)) Hw(t)HLq(Q) (/ts w (t)|2 dt) é] .

0

< (M1 ey + M0 ) 1 (9l [ ) = o )]
0

J LWty + 118 ) 1 @y ¢ (11 (e + 1 )
0
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s

Sq/[lw(t)l(llwl N + lws (s)[D)] dt

< 1l G + e / (I () + ey (1)) dt

et donc

[w (s)|* + flwr (5)]” < e /0 (lw ®)1° + fJwy (1)) dt.

D’ou le résultat. m

2.4 Reégularité de la solution
On va démontrer le résultat suivant :

Théoréme 2.4.1

On se place dans les conditions du théoréme 2.2.1 avec en outre

af
E € L? (Q)a

ug € Hy () NH?(Q) ,u; € H (),

< 5 ( p fini quelconque si n =2 ) (condition (2 —39)),
n—

(2.48)

(2.49)

(2.50)

il existe alors une solution et une seule du systéme (2 —12), (2 —13) et (2 — 14)

vérifiant :
ueLl®(0,T; Hy(Q)NH*(Q)),

v e L™ (0,7 ; Hy(Q)),

u e L® (O,T - L2 (Q)) ,
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Remarque 2.4.2

D’aprés le théoréeme de polongement de Sobolev si v € H} (Q) on a :
lv|”v e L2(Q) si (2 —50) alieu et on voit aussi sans peine que siu € L™ (0,T ; H{ (Q)),

alors
UGLOO(OaTa LP(Q))a (p:p+2),

de sorte que le théoréme 2.4.1 redonne bien en particulier les informations données par le
théoréme 2.2.1.

Preuve.
Existence :

On part des solutions approchées u,, fournies par (2 —20), (2 —22), (2 — 23), avec
cette fois pour w; une «base» de 'espace
H} () N H? () on suppose que :

Uom — Uy dans Hj (Q) NH? (Q) (2.54)

Uty — Uy dans Hj (). (2.55)

On va établir (étape (7)) une estimation a priori supplémentaire qui montrera I’existence
d’une solution avec (2 —52), (2 — 53), puis 'on montrera (2 — 51) dans I'étape (ii) par

utilisation de 'équation (2 — 12).
Etape (i) :
On déduit de (2 — 20) que :
(un, (0),w;) = (f (0) + Augp, — |tom|” vom, wy), 1 <j<m. (2.56)

Noter que d’apres (2 — 48) et le lemme 2.1.4, f(0) € L2(Q); d’apreés (2 — 54),

| Atgy,| < constante et d’apres (2 — 50) |ug,,|” uom demeure dans un borné de L2 () .

On déduit donc de (2 — 56) en multipliant par g7, (0) et sommant sur j :

[t (O) < (If (O] + [Attom]| + [[ttom|” tom ) [, (0)] -
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D’ou

[l (0)] < c. (2.57)

Dérivant (2 —20) en ¢t ce qui loisible il vient alors :

{ (g, (t) s w5) + a (uy, (), w;) + <P [t (8)]7" sign 103 (1) % + |um (2)]” %, wj) =
=(f'(t),w;) 1<j<m.

(). 03) + a0 0)5) + (i OF G+ i OF S0 = (770) )
1<j<m.

{ (5 () 03) @ () 03) + (o Dl (O, (8 05) = (F () sw3) g o

1<j<m.

On multiplie (2 — 58) par g7, () et en sommant sur j, il vient :

{ (g (£) s u, (8)) + @ (g, (£) 5wy (8)) + (0 1) ([t (D)7 0, (8) 01, (£)) = (7 (2) i, (2))

{ (a0, (1)) ()t (6)) (1) ()1 0) 18, 1)) =
{51 O 4 1 O+ o 1) () 0 018, ) = (10 ()

{é%uw;n (O + [y (D) = (' (1)l (8)) = (p o+ 1) () iy (8) 0 (). (2:59)

mais d’aprés 'inégalité de Holder on a :

| (et ()1 21y, (£) 5 i, ()] < [t (D)1” | o) Nt ()l [t (D)l 2 (2.60)
ou q est donné par
1 1 1
—+-+-=1
n q 2
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comme d’aprés (2 —17) pn < g, on a :
tm ("l pagq) < llum (£)|” < constante, d'aprés (2 — 30).
De sorte que (2 — 60) donne :
|l ()1 g, (£) 5 v, ()] < € [, ()] Tty (B)] (2.61)

et (2 —59) donne alors :

W (Ol ()IF) < 17 @)y O] ety Dl (0] (2.62)

d’ou en utilisant (2 — 55) et (2 — 57) on aura :

[, (D + s, (81" < (L +/O (i, (@) + i, (0)])dor). (2.63)

{ u,, demeure dans un borné de L*>° (0,7 ; Hé Q). (2.64)

u!? demeure dans un borné de L*> (0,7 ; L*(Q2)).

Alors on peut extraire une sous-suite u,, comme dans la démonstration du théoréme
2.2.1, et telle que en outre u vérifie (2 — 52), (2 — 53).

On a donc démontré le théoréme sous réserve de vérifie I'information non encore en

notre possession de (2 — 51) a savoir que :
ueL>®(0,T; H*(Q)) (2.65)
Etape (ii) : Démonstration de (2 — 65)
On déduit de (2 — 12) que
Au=u"~+ul’u—f (2.66)
mais d’apres (2 — 7) et (2 — 48) f € L™ (0,T;L? (2)) de sorte que avec (2 — 53) on déduit

de (2 — 66) que
Aue L™ (0,T ; L*(Q)), (2.67)

posons
Au = h, (2.68)
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A est un isomorphisme de HJ (Q) sur H™! () ( pour plus de détails concernant cet
isomorphisme voir [2] ,[9] ) soit G son inverse alors (comme u € L>® (0,7 ; H (Q)) on
a:

u(t)=Gh(t) p.p. (2.69)

Mais d’apres les théoréemes de régularité des solutions des équations linéaires elliptiques

on a :

Ge £ (L*(Q);H?(Q) (2.70)

et (2 — 65) résulte de (2 — 69) et (2 —70).
Unicité :

On raisonne comme dans la démonstration du théoréme 2.3.1 on arrive a :

1d

5 g OF +llw O < ellllw @)1 lgagay + I (OF ) ¥

X [Jw ()| ooy W' (D)2

et comme
1w (O Loy + 1o O lpaq) < ¢ (car pn < q),

! OF + I () < el ()] ! (1)

=5/ (10! @) + o (@)IP) do < ¢ / @) o (o) dor

2 J, dt

=0 OF + e @ <c [ (FloEF+ 3 @) do

S OF + e O < 5 [ (o @I + 1’ @)F) do

et d’aprés le lemme de Gronwall nous avons alors |lw (t)||* = 0, alors w (t) = 0 pour
presque tout ¢ € |0, T dans L? (Q2).

Ceci veut dire que u = v donc la solution quand elle existe est unique. m
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2.5 Un autre résultat de régularité

On va démontrer un résultat du méme type que celui du résultat de régularité pré-
cédent mais sous des hypotheses différentes sur f et une méthode utilisant une "base

spéciale" de fonctions w;.

Théoréme 2.5.1

On suppose que n =3 et p=2. On donne [ avec
fel?(0,T; Hy(Q)). (2.71)

Les hypothéses sur ug et uy étant celles du théoréme 2.4.1. Il existe alors une fonction
u et une seule, de (2-12), (2-13), (2-14) et vérifiant (2-51), (2-52) et (au lieu de (2-53) :

W e L?(0,T; L*(Q)) =L*(Q). (2.72)

Remarque 2.5.2

On obtient (2-53) si f € L= (0,T ; L*(Q)).

Preuve.

D’apres le théoréme 2.3.1 nous n’avons pas & nous préoccuper que ’existence. Comme

toujours, il s’agit d’obtenir une estimation a priori de plus.
On va opérer en deux étapes :

(i) On montre d’abord comment, u étant supposée solution réguliére du probléme, on

peut obtenir une inégalité a priori.

(ii) On verra ensuite comment on peut - par un choix convenable de la "base" {w,}

dans la méthode de Faedo-Galerkin - obtenir effectivement une estimation a priori de plus.
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Etape (i) :

Soit donc u supposée assez réguliere et vérifiant (2-12), (2-13), (2-14) et u = 0 sur X.
On multiple (2-20) par —Aw'. 1l vient (on rappelle que p = 2) :

(", —Au) — (D, =) + (|[u)?u, —Au') = (f, =)
= — (U, Au) + (Au, Au') — (|u|2 u, Au') = — (f, &)
= a(u', W)+ (Du, Au') — (v, Au') = a(f,u)

= a(u', W) + (Au, Au') + a (uP, o) = a(f, W)

a(u”,u') + (Au, Au') +Z/ 8m, 8x,dm =a(f,u) (2.73)

D’ou

:>§EH ()H +§E|Au | +Z/0xz axz r=a(f,u)
1d /
o L (0 8w0) ¢ ) -t
1d ,
5 17 <
= 5o (I O+ [2u@F) < 1 Ol O + Z/a% &EZ o)
Mais
9 g OU ou’ ou
U dr| <3 ull2,on
/Qaﬂfi (v) Oxi | = 0% |ppq) | 0%i | e el Zo ey
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et comme n =3 ;on aq =6 et donc

o) < el @) l (8) g2y e ()11 (2.75)

ax, T

Mais d’apres (2-70)
< [Au(t)]

HZ(Q) —

[ (1)]]
et on sait déja que ||u (t)|| < constante, donc portant (2-75) dans (2-74) il vient :
d 2 2 ! !
pr (HU O + [Au )] ) < IF @I @I + ¢ llv” @O [Au )]

d’ou
td
/OEQ’“()” + D (t) /Hf ) || (¢ H+c/ 1 (O] | A (2)]

= I O = o O)IF +18u ()~ 18u O)F <
< 5[ @« @r]a+§ [ v @+ 1o o

= [l @I + | u @) <

1 [ I
<l +1oul +3 [ 1@+ [ @)1+
0

/||u WP do + = /|Au( )2 do

= I O +HAuOF < P+ aul+e [ 1 @I dote [ (I @I + |du (o)) do

D’ou
I () + 2w ) < ¢ (||u1||2 +lauf+ | ||f(0)||2d0) (2.76)
0

Etape (i) :
Le probléme est maintenant de pouvoir utiliser (2-76). Il n’est pas commode de pou-

voir "reproduire" sur (2-20) 'opérateur (fondamental dans I’étape (i)) de multiplication

par —Awu sauf si :
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—Aw; = Nw;, (j=1,..),w; =0 sur I (2.77)

On choisit donc pour w; les fonctions propres définies en (2-77) qui sont, en particulier,
dans H?(Q) ( voir [4] les pages 315- 317 et [3] les pages 181- 182 ).

On peut appliquer les résultats de la démonstration du théoréme 2.2.1.

On va démontrer que, lorsque les w; sont choisis par (2-77), on a
[ul, (1)]]> + | A, (£)]* < constante. (2.78)

—1
En effet, remplagant w; par )\—ij dans (2-20), on en déduit
J

{ (t7 (8), = 2w)) + (D (), Bw) + (wn (0, =Dwy) = (F (), =Dw)), 5 )

1<j<m.

On multiplie la j-éme équation (2-79) par g;,, () et on somme sur j, il vient :

a (uy, () up, (1) + (D, (¢) +Z/Q ax, axz = (2.80)

ce qui n’est autre que (2-73) pour le cas particulier des fonctions u,, a valeurs dans

I’espace engendré par wy, ..., Wy,.

Donc les calculs fait a I’étape (i) sont valables et donnent I’analogue de (2-76), i.e

(2-78) (en ayant pris soin de prendre ug,, et uy, vérifiant (2-54), (2-55)).

Utilisant (2-78) comme on 'a fait pour (2-64), on en déduit 'existence de v vérifiant
(2-51) et (2-52).

D’apres (2-12) on a :

u" = Au— |ulu+ f,

d'ot (2-72). m
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2.6 Inégalité et égalité de I’énergie
On va démontrer les résultats suivants :

Théoréme 2.6.1 (Inégalité de l’énergie)

Sous les hypothéses du théoréme 2.2.1 on a :
1

J(u(t),u (t) < J (ug, ur) —I—/U ((f(o),u (0))do, p.pent, (2.81)

ol

Tp.) = galet) + [ lo@Pdo+ 3 10P. (2.82)

Preuve.

On déduit de (2 — 26) que

T (i (8) sty (£)) = 7 (ttms 110) + / ((F(0) 1ty (0))do, (2.83)

on utilise (2 —83) avec m = p suite extraite telle que (2 —31),(2—32),(2—34) et
(2 — 35) aient lieu.

Soit # une fonction de C°([0,7]), 6 > 0, on déduit de (2 — 83)
T

+ [Cowa [ (o), @)

0 0

Le deuxiéme membre tend vers

T T t
/ J (ug,up) 0 (t)dt = / 6 (t) dt/ ((f(0),u (0))do.
0 0 0
le premier membre s’écrit encore

Xﬁ:%/ﬂ lu, (t)\|29(t)dt+%/0 o, (t)\2«9(t)dt+%/0 it (Bl € (8) it (2.85)
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et chaque expression dans (2 — 85) est semi-continue inférieurement pour la topologie
faible pour u,, dans L* (0, T; Hg (Q2)), u), dans L* (0, T; L* (Q)) et u,, dans L? (0, T'; L” (2))

donc :

. . 9
lim, . inf X, >

T

>5[ M @Po@ag [l OF 0@de+ [ o 01 0 0 -

\

On déduit alors de (2 — 84) que

/0 J(u(t),u’(t))@(t)dtg/o J(uo,ul)ﬁ(t)dt—i—/o Q(t)dt/o((f(a),u'(a))da

et cela pour tout fonction § > 0 d’o(2 —81). m

Théoréme 2.6.2 (égalité de l’énergie)
Sous les hypothéses du théoréme 2.53.1 on a :

J(u(t),u (t) = J (ug,ur) +/0 (f (o), (¢))do, p.pen t (2.86)

Avant de passer & la démonstration du théoréme, notons le résultat complémentaire

suivant :

Sous les hypothéses du théoréme 2.2.1, on peut trouver une solution u telle que
t — u(t) (resp.t — o' (t)) soit continue de [0,7] — H} (Q) NLP (Q)
faible (resp. de [0,7] — L?(Q) faible).
(2.87)

En effet d’apres (2-10), (2-11) u est continue de [0, 7] — L2 (),
et dans L* (0, 7; H} (2) N LP (2)) donc u est continue de [0, 7] — H{ (Q2) N L7 ().

Démonstration analogue pour u’.

39



Preuve.

Soient 0 < s < t < T'; soit 6, la fonction continue linéaire par morceaux, égale a 1

1 1
sur [s,t] et A0 pour o <s— —et o >1t+ —;

n n
. . . . . 11
soit 1, une suite régularisante de fonctions C*°, paires, a support dans {—E, E} .
On multiplie les deux membres de (2-12) par :
On ((0n0) * Mg % M1.) = Py (2.88)
ol les *x désignent la convolution en t .
On note que
Phn = On ((Hnu)' * Ty * 77k> — 0, ((0u) x g, %) (2.89)
ce qui permet de justifier les intégration par parties ci-apres. On obtient :
( T T
/(Gnu”, ((O,u") *my, % my)) dt—l—/a (0,u, 2U) x % my)) dt+
0 o, (2.90)
+//|u|pu9 ((0,u)) *x mp, x ) dadt = /Qn : u') *my, * 1) dt.
\ 0 Q 0
On a
(0,1 = 00" + 00 = 0,u" = (0,u) — 0
donc :
(T T
/ (Onu”, ((Onu') >y, % my)) dt = / ((Hnu’)/ — 0, ((0nu) %1, 77k)) dt =
0 0 (2.91)

T T
= / ((911“,)/ , (Opu)) xmy, % 77k) dt — / (9;{“'; (Opu') % my, *my,) dt
0 0



La premiére intégrale dans le deuxiéme membre de (2-91) s’écrit :

“+o00

/ ((Qnu/)/, (0,u") * ny, * 77k) dt =

—00

((Qaﬂ/)' (1)

—+00 400

-/

—00 —O0

—+00

]

—00 —oo L—oo

—00
—+00 400

-/

—00 —O0

= 70 (70 (Ot () i, (t = 5) dt,

—0o0 —00

= 70 (70 (O () 1y, (s — 1) dt,

—0o0 —00

((ﬁnU’)' ()i (£ = 5), {

41

70 [70 (Onu’) (s) my (t — 5) ds

((GnU’)' (t), [ / (6nu’) (s) my (¢ = ) ds

“+oo

[ o) @ 9)s

—0o0

Moo

/ () (5 (¢ — ) dis

L—OO

Moo

/ () (5)my (¢ — ) dis

L—O0

] = ds) .
] e 5>) -
D -
| ) i
| ) i



Meéme chose pour la deuxiéme intégrale de (2-91) :

—+00

=/Ywmw*mxﬁwnnw@,

—00

donc la premiére intégrale dans (2 — 90) s’écrit :

| /((eu)*ﬁk 7 " x n)) dt =

:-—/kwﬂu*nm ((On0) 1)) dt,
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(

et lorsque K — oo cela tend vers

T
_ / 0.0 [/ ()] dt.
0
de méme pour la deuxiéme intégrale de (2-90) on a :

(Opu) = 00" + 0 u= 0,0 = (0,u) — 0 u

n

donc

T T
/a (Opu, ((0,0')*m *n))dt = /a (Onu, ([(Bnw) — O u] *nyxmy)) dt =
° T ° T
= /a (Onu, ((6nu) *my % m,)) dt — /a (Opu, (0 uxn, *n,))dt
0 0
la premiére intégrale dans le deuxiéme membre de (2-92) s’écrit :

+oo

/ a (Onu, ((Onu) *my %)) dt =

—00

= 7@ ((9nU) (t), 70 {70 (One)" (s) 1y, (t = 5) dS] (8= s) dS) dt

—00 —00 —0o0

=/OO/OO (wnu) (t). V(%u)' (5) e <ts>ds] T <ts>) dsdt
+00 +00 +oo

-/ a<<enu> ()m (t—s), [ / <9nu>’<s>nk<ts>ds])dsdt
+00 +o0 +o0

- [a ( [ o) @y 9y [ JRCOICIRTER d]) s
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= 7@ (70 (6ne) (£) 1y, (s — 1) dt, [70 (One) ()75 (t = 5) dS] ) ds

—00 —00 —00
—+00

= / a ((Qnu) * My (O) * nk) ds,

—00

méme chose pour la deuxiéme intégrale de (2-92) :

+o0

/ 0 (B, (0u) 5y 5 1p)) it =

—00

+oo

- [a(@we. [T]] T G- ne-sas)a
_ 70 / i: . ((enw ), [ / i: (0 0) (s) my (¢ — 5) ds} n (= 5)) dsdt

+

_ /: / +:a<(«9nu) (), (t— 5), { / +: (@) (), (t—s)dstsdt

+oo

o [Ty [ [ @y me - ds] ) as
(/. /. )

—0o0

“+o00

_ / a (/i: (Onu) (8) ny, (s —t) dt, /t: (0" w) (s) 7, (t — 5) ds: ) ds

—00

“+oo

- / 0 ((O) 1, (B110) 5 1my) s

—00
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donc la deuxiéme intégrale de (2-90) s’écrit :

/ 0 ((0u) %y ((But) 1))t — / 0 (0yu) %y, ((Oyu) % 1)) dt =
_ / 0 (B %y ((Byu) % 7)) dt

et lorsque k — oo cela tend vers

T
—/GHH;a (u,u) dt.
0
On déduit donc de (2-90) que

T T
—/ 0,0, (a(u,u) + | (t))*) dt + / / lul” w0 dedt =
0 . 0J @
:/ / 02 fu'dxdt,
0J @

grace au fait que |u|’u € L (0,T;L?(2)) d’apres la relation (2-50).

(2.93)

Mais si h € L' (0,7), on a :

{_/OTeneghda:n/tH’lL (1—n(a—t))h(0)da—n/s;(1+n(0—5))h<0>d0

et donc, d’apres le théoréme de Lebesgue :

r 1 1
— | 0,0 hdoc — =h(t) — =h(s),
; 2 2

pour presque tout s et t, lorsque n — oo.

Donc on déduit de (2-93) :

sJ, 0 (2.94)



pour presque tout s et t. Mais on peut intégrer par parties dans

¢
/ /\u|pu u'drdo
s JQ

et donc en déduit de (2-94) que

TGO )= T ) () + [ (F0) (@) do, pp ensett. (299
On fait maintenant tendre s vers 0 dans (2-95). D’aprés (2-87)

lim inf J(u (s),u (s)) > J (ug, uy),

s—0

et donc (2-95) donne
J(u(t),u (t) > J (ug, ur) +/0 (f (o), (6))do, pp ent.

ce qui, joint & (2-81) donne (2-83). m

2.7 Autre exemple d’équation aux dérivées partielles

non linéaires

Pour toutes les considérations précédentes — et sans changer les démonstrations pour

Iessentiel — on peut remplacer —A par 'opérateur A défini par :

( 0 ou
tu= =0y o (e 5 ).
J=1 &vz _j aZL‘j
Qg5 € Cl (Q)
Qij = Qji,

L >t a (1) GG > a (G4 +¢0),a>0,( eR
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2.7.1 Existence d’une solution

Donc on donne le théoréme d’existence d’une solution

Théoréme 2.7.1

On suppose que €) est un ouvert borné et on donne f, ug, u; avec

fer(Q) (2.96)
up € Hy () NLP (), p=p+2 (2.97)
u; € L2 (Q), (2.98)
il existe alors une fonction u vérifiant :
ueL® (0,7 ; Hy(Q)NL" (), (2.99)
ou ~ 9
5 € L> (0,7 ; L?(Q)), (2.100)
0%u P
el +Au+ |uf’u=f dans Q (2.101)
u (0) = uy, (2.102)
0
a_? 0) = u (2.103)

Remarque 2.7.2

De (2-99), (2-100) et du lemme 2.1.4 il résulte en particulier que u est continue de
[0, 7] — L%(Q) de sorte que (2-102) a un sens.

pour vérifier que (2 — 103) a un sens on doit utiliser l’équation (2 — 101)

qut §’écrit :

9%u
52 = = Au—|ul|’u. (2.104)
comme
Au e L™ (O,T : Hfl(Q))
, 1 1
et comme f — |f|pf applique LP (2) — LP (Q2), 5"‘ E =1
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on vérifie sans peine que
lul” u € L™ (O,T LY (Q))

de sorte que (2 — 104) entraine :

0u o _ /
S5 €L (0.7 5 L7 () +L (O,T; HL(Q) + L (Q)), (2.105)
d’ot en particulier
Pu g (o T, HY(Q) + L (Q)) (2.106)
12 o '

ce qui joint a (2 — 100) montre grace au lemme 2.1.4 que % est continue de [0,T] —
H Q)+ LY (), de sorte que (2 — 103) a un sens.

D’aprés la définition (1-4-9) et (2-4), w = 0 sur ¥ ; la condition (2-2) est donc
incorporée dans (2-104).

Preuve.

Le plan de la démonstration est celui du théoréme 2.2.1 :
FEtape (i) : Solutions « approchées »
une telle suite existe, d’apres le lemme 2.1.3.

On cherche alors u,, = u,, (t) solution «approchées» du probléme sous la forme

U, (1) = Z Gim (£) w;.



)+ [ 35 (s @) G5 ) o i 00 a0 05) = (5 00,

= Qi,j=1
1<j<m

les gim étant a déterminer par les conditions :

{(ﬂ;(ﬂ,ug)+1Kum(ﬂ,ug)+(h%l@ﬂpum(ﬂ,ug):(f(ﬂ,uU% 2107
1<57<m ’
a(u,v) = Z/aij (x) aa;i g—;dm, (2.108)

le systéme (2-107) d’équations différentielles (ordinaires) non linéaires est & compléter par

les conditions initiales :

m0: s m:nimi daSngﬁLpQ
ton (0) = tom, tiom = 2 @iy — o dans Ho () N L7 (0) (2.100)

lorsque m — oo,

’

U, (0) = Ui, Uty = Zﬁimwi — uy dans L? (Q) lorsque m — oc. (2.110)
i=1

D’apreés les résultats généraux sur les systémes d’équations différentielles, on est assuré de

I'existence d’une solution de (2-107), (2-109), (2-110) (noter que det (w;,w;) # 0 grace a

la linéaire indépendance de wy, ..., w,,) dans un intervalle [0,,,]; les estimations a priori

qui suivent montreront que t,, = T.

Etape(ii) : On établit sur ces équations approchées des estimations a priori

On a:

et on a aussi :

/ d n au’ au au 3u
— (A = — o
dt (Au,u) /Q ”2::1 () Oz; O a /Q Z::law @ 0x; Oz, o

" ou ou’
- 2/Q Zaij () Ox; Ox;
1,j=1

\ =2 (Au,u)



N 1d
(Au,u') 5%( u,u)
, 1 [d
/Q(Au,u)dt = §/QE(Au,u)dt
1 [d
= §/Qaa(u,u) dt
= %a(u,u)

On multiplie (2-107) d’indice j par g}, () et 'on somme en j. Il vient :

{1%4%4ww%u»+%%awm@nwﬁn+$%(/Q%ﬂ%”p“) (2.111)
= (f (), un (1))

Posons

llu|| = v a(u,w) (: norme sur Hj () équivalente a HU”H1(9)>

11 résulte de (2-111)

apres intégration on trouve :

1 (d,, o, 1[4 , 1 [t d
e [ wlun(o)|"do+— [ — m (2,0)]P do | =
2/;ﬁumwﬂda+2/wﬁw (o) o+p/gﬁ /Qw<m>|x

t
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1 , 1 , 1 , 1 , 1
5 [t OF = 5 [u O)F + 5 [[un (7 = 5 [l (O)] +§Ilum Otr ) =

= t
= [ £ @l (@)l

donc on aura

5 (1 (O + <t>H )+ HUm< o) =
s%(\uh(O)FHIum( %) + Hum Lm)+/ (@)l im ()] do
5 (i () =+ s (0)IP) + ||um( sy <
= 1

1
< 5 (W + 0 ) + 1 (0 Lp(m+ [ 15 @) ) do

D’apres (2-109), (2-110) le deuxiéme membre est :

Sc+/0 £ (0)] |ty ()] do

(les ¢ désignent des constantes diverses indépendantes de m), d’ou

1 1
5 ([t (O + llum OIF) + 5 e )l
(2.112)
<c+- /|f )| do + = /|u o) do.
D’apres (2-96)
t
/ |f (0)|” do < constante.
0
On déduit donc, en particulier, de (2-112), que
W' () < c+ / ! (o)) do.
D’oul résulte que
|ul,, (t)] < constante (indépendente de m). (2.113)
Reprenant (2-112) on en déduit que
[t (] + [[ttm (D)[| 5y < constante (indépendente de m). (2.114)

On en déduit que t,, = T et (2-113), (2-114) s’expriment alors :
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{ lorsque m — oo, u,, demeure dans un ensemble borne de

L (0,7 ; HY () NLP(Q)) et u/, dans un borne de L> (0,7 ; L? ().

FEtape (iii) : Passage a la limite

Le reste de la démonstration se fait de la méme maniére que dans la démonstration
du théoréme (2.2.1), pour le probléme (2-1) (2-2) (2-3), i.e par A= —A. m

2.7.2 Unicité de la solution

Théoréme 2.7.3

On se place dans les hypothéses du théoréeme 2.2.1 avec

p < (p fini quelconque si n = 2), (2.115)

n—2

alors la solution obtenue au théoréme 2.2.1 est unique

Preuve.

On fait la démonstration dans le cas n > 3
soient u et v deux solutions au sens du théoréme 2.3.1 alors w = v — v vérifie :
w" + Aw = v’ v — |u|” u. (2.116)
w(0) =0,u(0) =0
w e L™ (0,T; Hy (Q) NL" ()
w' € L* (0,7 ;L* ()

Formellement tout d’abord, multiplions les deux membres de (2-116) par w';

alors-ce qui est correct lorsque les intégrales ci-aprées ont un sens-on trouve que :

(w",w) + (Aw,w) = (Jo|" v — [u]”u, w')
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= (v, w') + a(w,w") = (|v|’ v — |u|’ u,w'),

ou
(Aw,w") = a (w,w'),
donc 14
L ) 2 ) = (ol 0= )
1d, , 5 1d 2 0 o ,
o 2 O + 2 o ()1 = (ol 0 = ul? )

= 3 (10 O+l @F) = [ (oo o) uta

La suite de démonstration se fait de la méme maniére que le théoréme (2.3.1). m
2.7.3 Régularité de la solution

Théoréme 2.7.4

On se place dans les conditions du théoréme 2.2.1 avec en outre

af

oF cy2 2.117

T, (2.117)

up € Hy () NH*(Q) ,u; € H (), (2.118)

2 : : iy
p < 5 (p fini quelconque sin =2) (condition (2 —115)), (2.119)
n—

il existe alors une solution et une seule du systéme (2 — 101), (2 — 102) et (2 — 103)
vérifiant :

u e L®(0,T;Hy (Q) NH? (), (2.120)

v € L™ (0,T;Hy (Q)) , (2.121)

v € L*(0,T;L*(Q)). (2.122)
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Preuve.

On suit les mémes étapes de la démonstration du théoréme 2.4.1.
Existence :

On part des solutions approchées u,, fournies par (2 —107), (2 —109), (2 — 110),

avec cette fois pour w; une «base» de l'espace H{ () N H? () on suppose que :
Ugm — up dans H (Q) N H? () (2.123)

Uy — uy dans Hp (). (2.124)

On va établir (étape (7)) une estimation a priori supplémentaire qui montrera I’existence
d’une solution avec (2 —121), (2 — 122), puis 'on montrera (2 — 120) dans I'étape (ii)
par utilisation de 1’équation (2 — 101).

Etape (i) :
On déduit de (2 — 107) que

(up, (0) ,wy) = (f (0) = Augm — |tuom|” wom, w;), 1 <j<m. (2.125)

Noter que d’apres (2 — 117) et le lemme 2.1.4, f(0) € L?(Q) ; d’apres (2 — 123),
| Augm| < constante et d’apres (2 — 119)  |ugm|” vom demeure dans un borné de
L2 (Q).

On déduit donc de (2 — 125) , en multipliant par g7, (0) et sommant sur j que :
[, (O)* < (| (0)] + | Attom| + || tom|” tom]) [l (0)]

D’ou

lur (0)] < c. (2.126)

Dérivant (2 — 107) en t, ce qui loisible, il vient alors :

dt
—(/'(0),wy) 1<j<m

(). 0 a0 + (i (OF sign () G+l (O S0, ) =

o4



du

(0 07) + a0 0)05) + (i OF G+ i OF S 03) = (70) )
l<j<m.

{ (i (4 0) 0 ( (8) ) (9 + Dl (1w, (8)03) = (£ () w) 5 15
1<j<m.

On multiplie (2 — 127) par gj,, () et en sommant sur j, il vient :

{ (g (£) s i, (8)) + @ (g, (£) 5wy (8)) + (0 1) ([t (D)7 0, (8) 01y, (£)) = (7 (2) i, (2))

{ L (ut (0) ot () + @ () 1 (1)) + (0 + D) () (8,0 (1)) =

{%%h4gwﬁ+H%AwWy+m+1xwm@Ww;@%u%@Dz(f@%u%@»

1d
{ga(l% O + [, @) = (F (&) sy, () = (0 + 1) (Jum (017w, (1), (), (2.128)
mais d’aprées 1'inégalité de Holder on a :

[t ()1 0, (8) 5 (D] < Wt () g 1 Oy I Doy (2:129)

ou q est donné par

comme d’apres (2 — 106) pn < ¢, on a :
[t (O o) < llum (#)]]” < constante, d’aprés (2 —114).
De sorte que (2 — 129) donne

| (et ()17 11y, (8) iy, ()] < i, ()] i, (D] (2.130)
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et (2 — 128) donne alors :

S OF 4ty (7)< 1 0l (0] + e iy 0] ey (1) (2131)

d’ou en utilisant (2 — 124) et (2 — 126) on aura :

[, (O + s, ()] < (L +/0 (i, (@) + i, (0)])dor). (2.132)

{ v/ demeure dans un borné¢ de L> (0,7 ; H} (Q)). (2.133)

u!! demeure dans un borné de L* (0,7 ;L*(Q2)).

Alors on peut extraire une sous-suite u,, comme dans la démonstration du théoréme
2.2.1 et telle que en outre u vérifie (2 — 124), (2 — 126).

On a donc démontré le théoréme sous réserve de vérifie I'information non encore en

notre possession de (2 — 120) a savoire que :
ueL>®(0,T; H*(Q)) (2.134)
FEtape (i) : Démonstration de (2 — 134) .
On déduit de (2 — 101) que
Au=—u" - |Ju|’u+ f (2.135)

mais d’apres (2 —96) et (2—117) f € L>(0,T;L*(Q)) de sorte que avec (2 — 122) on
déduit de (2 — 135) que
AueL>®(0,T; L*(Q)), (2.136)

posons
Au = h, (2.137)

A est un isomorphisme de H} (Q) sur H™! () ( pour plus de détails voir [2] ,[9] ) soit

G son inverse alors (comme u € L* (0,7;H} () on a :

u(t) = Gh(t) p.p. (2.138)
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Mais d’aprés les théorémes de régularité des solutions des équations linéaires elliptiques

on a :

Ge £ (L*(Q);H?(Q)) (2.139)

et (2 — 134) résulte de (2 — 138) et (2 — 140).
Uniciteé :

La suite se fait de la méme maniére que dans la démonstration du théoréeme 2.4.1. m
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Conclusion Générale

D’aprés ce qui précéde on voit que par la méthode de compacité on peut résoudre un
probléme aux limites pour une équation hyperbolique non linéaires ot la non linéarité est
de type |u|’u ie:

0%u
— —Au+ |uffu=
- =y

et méme pour une équation plus générale
0%u "9 ou
— + Au+ |[u)ffu = ol Au=— — (a; () =— ).

ij=1

On a pu avoir des résultats d’existence et d’unicité et méme de régularité pour la
solution des problémes précédents.

Néanmoins il est tout a fait naturel de se poser la question sur 'utilisation de cette
méthode pour la résolution d’autres types de problémes aux limites non linéaires par

exemple de type

u
— + Au+g(u) = f ol g est une fonction de u non linéaire ;

. 0 ou
ol AU:—Z%(U@J‘(%‘)%).
i J

,j=1

o8
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