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Introduction Générale

Les suites linéaires récurrentes constituent une partie fondamentale de la théorie des
nombres pour plusieurs années. En outre, ces suites apparaissent partout en mathéma-
tiques et en informatique. Par exemple la théorie des séries entiéres représentant les fonc-
tions rationnelles; les nombres générateurs pseudo-aléatoires, les suites automatiques et
les automates cellulaires. Les solutions de certaines classes d’équations diophantiennes et
de quelques problémes combinatoires forment des suites linéaires récurrentes. Une grande
variétés de séries de puissances, par exemple les fonctions Zeta de variétés algébriques sur
des corps finis, les fonctions Zeta dynamiques, les fonctions génératrices provenant de la
théorie des groupes, les séries de Hilbert dans une algéebre commutative et les séries de
Poincaré sont toutes connues d’étre rationnelles dans de nombreux cas. Les coefficients
de la série représentante ces fonctions sont des suites linéaires récurrentes, et donc tant
de puissants résultats de la présente étude peuvent étre appliqués.

Ce mémoire comportedeux chapitres. Il est structuré de la maniére suivante :

Dans le premier chapitre, on introduit les éléments nécessaires pour une bonne com-
préhension du probléme qui sera étudié. Nous rappelons quelques principes et résultats
fondamentaux de la théorie des suites récurrentes linéaires, notamment le théoréme d’exis-
tence concernant la solution des suites récurrentes linéaires.

Le deuxieme chapitre vise & donner une méthode simple qui permet de résoudre notre
probléme de positivité..

Signalons en fin que la deuxiéme partie de ce travail est un article universitaire de Pinthira

Tangsupphathawat de l'université de Kasetsart (Nakhonpathom, Thailand).



Chapitre 1

Introduction a la théorie des suites

récurrentes linéaires

Dans ce chapitre, on introduit les éléments nécessaires pour une bonne compréhension
du probléme qui sera étudié. Nous rappelons quelques principes et résultats fondamentaux
de la théorie des suites récurrentes linéaires. Pour plus de détails sure ces notions, nous
indiquons par exemple le travail (Halava, V., T. Harju, M. Hirvensalo and J. Karhumaki.
2005)

1.1  suite récurrente linéaire
On appelle suite récurrente linéaire toute suite (u,,),, oy qui satisfait la relation suivante
Uy, = Clh1Up—1 + Ch—aUp_9 + ... + CoUp_k (1.1)

pour tout n > k , avec les coefficients fixés ¢; € Z pour tout j =0,.....,.k — 1.

On sait que la relation (1.1) est une relation récurrente de dégré k.

Ici on suppose que dans (1.1), ¢g # 0, car ¢y = 0 implique que la relation linéaire (1.1) est
de degré k — 1.

Les éléments ug, uq, ...., ux_1 de la suite (un)nEN sont appelés des conditions initiales.
Exemple 1.1.1 La suite de Fibonacci (uy,), oy définie par
Up = Up_1 + Up_2,m > 2, avec ug = u; = 1 (1.2)

est ['une des suites récurrentes linéaires les plus connues.



1.2 Solution d’une suite récurrente linéaire

Soit (un ),y une suite récurrente linéaire définie par la relation (1.1)

Le polynéme

P(z) =2 —apa "t — a2 — . —q

s’appel le polynome caractéristique de la suite (uy,), -

Le résultat suivant est essentiel pour 1’étude de notre probleme.

Théoréme 1.2.1 Supposons que la relation de récurrence (1.1) a lieuw et que P(z) le

polynome caractéristique de cette relation.
Si )

P(x) = H (x —a;)™ (1.3)
Alors, il existe des polynomes uniques Py (), Py(x),..., P, (x), avec deg(p;) < n; — 1,

tels que
Up = Z P, (n) o} (1.4)
i=1

Réciproquement, toute suite (uy), .y de la forme (1.4)satisfait la relation de récurrence

(1.1).
Pour démontrer ce théoréme, on va utiliser les lemmes suivants

Lemme 1.2.2 Soit P(x) un polynéme défini par (1.3) qui admet « comme un zéros
d’ordre m > 1 .

On définit :
P =P
o(z) = P(x) | (1.5)
Pip1 (z) = 2P(x), Vi > 1
Alors il existe des polynomes Q;(x) tels que
Pi(z) = (z— )" Qi(x) ,Vi € {0,1,...,m — 1} (1.6)
Récéproquement
Sia#0etP(a)=0;Vi=0,m—1, alors
Py(x) = (z — @)™ Qo(x) (1.7)

ot Qo(x) est un polynoéme.



Preuve. Tout d’abord, on va montrer par récurrence que pour tout ¢ > 1, P; (x) peut

se représenter par 4
= ZC’J(-Z)ij(j) () (1.8)
j=1

Le cas i = 1 est evident (puisque P, () = zP'(x)) .

Supposons maintenant que (1.8) est vraie jusqu’a l'ordre i . Alors

Flz) = Y.C9 (jaI P9 (2) + o PG+ ()

j*l
i+1
_ (@) ;-1 (@) i-1p(@)
—ZC’ij —I—ZC’mP()
7j=2

Par conséquent

Pii(w) = 2Pl(x)

= 2P(@)+ ) (4O +C) @ PO (@) + 2 P (a)
j=2

Donc
1+1

P ( Zc““ 2PV (x)

D’autre part, si o est une racine d’ordre m du P(x), alors « est une racine d’ordre m — j
du PU) (z) .
Ceci implique que
PO () = (2 = )™ B (2)
ol R; (x) est un polyndme.
Récéproquement : Supposons maintenant que P; (o) = 0; Vi = 0, m — 1, et montrons

par récurrence que
Py(x) = (z — )" Qo(x), 00 Qp(x) est un polynome

En effet . Si m = 1, on aura



Supposons maintenant, que la propriété est vraie pour tout nombre strictement inférieur
am , alors
Si Py,—1 (@) = 0, on obtient

0 = Z Do pU) (@) =0+ ..0 4+ ™ tP™=D (q) pour tout a # 0
7=1

— P™V(a)=0 = (z—a)"/P(z)
= P(z)=(x—a)" Qo (z)

Lemme 1.2.3 Sous les conditions du lemme précédent, on a

k—1
i)Zpicpap = ko Vi=0, m—1 (1.9)
p=0
ch AP =0Vi=1, m—1 (1.10)
k .
iii)» chep(n —p) F P =nlakVj=0,m—1 (1.11)
p=1

Preuve. i) On va montrer par récurrence que

k—1
Pi(z) = k' — Zpicpxp ;Vi=0, m—1
p=0
En effet . Pour ¢« = 0, on obtient
k-1 k—1
KOxh — Zpocpxp = 2F — Zcpxp Py(x)
p=0 p=0

Supposons maintenant que la relation est vraie jusqu’a I'ordre i . On a

k—1
Pii(z) = aP/(x)=a |kk 2! — pricpa:pfl
p=0
k—1
_ ki+1$k _ Zpiﬂcpifp
p=0



Mais d’apres le lemme précédent, on a
P(a)=0;¥i=0, m—1
Ce qui implique
k—1
Zpicpozp = ko
p=0

i1) Un calcul direct donne

k k—1
ch,ppiak’p = ¢y (k—p')' o (en posant p' = k — p)
p=1 p'=0
i k—1
- (-1)" kai_thp/p'toep/
t=0 p'=0

En utilisant le résultat précédent, on trouve

k-1

. p 1tk
E cpypal =ka
p'=0

Alors

k %

ch,ppio/“’p = (=1)' Ctk = ttak = kiakz (-1)'Cct=0

p:]_ t=0 t=0



ii1) Nous avons

k k J
ch—p (n _ p)J Oékfp — chipZC;njft (_p>t O{k*p
p=1 p=1 t=0

J k
= O ()Y el
t=0 p=1

k-1

J
= ZC’;nj_t (1) ZCP' (k — p')t o
=0

p'=0

t

— EJ:C';nj_t (—1)t Z (—1)i C’fkt_iZcp/p’iozp,
=0

1=0
t

J
= ) Cl (=1 (-1 ClE TR o
t=0

=0

J t
= nlaf + ZC’;nj_t (—1) k:tozkz (-1)'Ci
t=1 =0

=n«

Preuve du théoréme (1.2.1)
Supposons que (uy), .y est une suite définie par (1.1).
Et soit

=

P(x)=1] (z — ay)™

1

-
Il

le polyndme caractéristique de la relation (1.1).

On considére la fonction génératrice suivante

+oo
F(z) = Z Up "
n=0

Alors, pour tout n > k, on a

n

k—1

p'=0

T Uy, = Cl_1Up_1X" + Ch—oUp_2T" + ... + CoUp_p X"

(1.12)



Ce qui implique

“+o00
g "u, =
n=k

+oo

n=k

+oo +oo
_ n—1 2 n—2
= ck,le Up—1L + cp_ox E Up—oT +
n==k n=~k

—+00 —+00
_ n—1 2 n—2
= Cp_17 Up—1T + Cxp_ox Up—2T + ...

Donc

Ce qui donne

g (Ch_1Up 12" + oy 22" + ... + CoUp_t ")

+o00
e+ o E T
n=~k

“+o0o
‘l‘Co%’k E Up—k l‘n_k

n=~k

g Uk— T — Cp_1T g U™ | — ... — ¥ g
=1 m=2
F = =
(z) p
1-— E Cl—m ™
m=1

k k

E U™ — 1 E T G S AT T
m=1 m=2

Posons

Et



oundegR<k—1,et deg@Q =k (car cg#0 ).

Alors
1 k
Q(;) = 1- Z_ Cho—mZ ™
1 k
= ku(E) =aF — Z Chm ™™
= P(z)= 1:[1 (x —ay)™
Donc
1 r /1 i
0w =11 (; - a,.)
r 1 i s
= II{=) II(0—aum)
i=1 \ T =1
1 s .
— ﬁ};{l(l—aix) ( car E;n —k)
Alors

Q) =1 (1 — cua)"™

=1

En utilisant la division Euclidienne, on peut décomposer la fonction F' comme suit

R D) I
Zl;ll(l—ozx)l zljl -

Moyennant maintenant de I’expression

Ly (=Y N
(1) - (Zyn> Zc .
n=0

il s’ensuit

<

F(z) = Zirw (Zch+] Lol h)

=1 j5=1

_ 0<;1 (Zw - 1) Z,)xh

10
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(1.13)



De (1.12) et (1.13), on déduit que

up =Y Pi(h)af,
=1

ou B
Pi(h) = ey
j=1

D’autre part, les combinaisons c?f{ ~! sont des polynomes de degré j — 1.

Alors, pour tout i = 1, ...r, les P;(h) sont des polynomes de degré inférieur ou égale n; — 1.
Unicité

Comme la suite (uy,),, .y est de degré k, alors on peut supposer que ¢y # 0, et dans ce cas,

toutes les racines «;, i= 1, r sont différentes de zéro.

Posons
N4 -1

Pi(z)= Zpij:)jj (car deg(P;) <n; —1)
=0

Orles p;jj, 1 <i<ret0<j<mn;—1sontles inconnues d'un systéme de £ équations

linéaires obtenues a partir de :
,
n
un =Y P, (n)aj]
i=1

et les conditions initiales ug, ..., Ug_1.

La formule précédente peut s’écrire sous la forme

T r n;—1
Up, = ZH (n)al = ZZpijnja?, (1.14)
i=1 i=1 j=0

oun=0,..k—1.

Le déterminant du systéme (1.14) est de la forme

1 0 o1 0 . 0

o o Lo a, a,

a? 202 .l 202 2nr g2 (1.15)
ol 3} .ol 3a? . 3" a? '
o (k-1 bt L okt (k—1Daft L (k=1 !

On va démontrer que le déterminant (1.15) n’est pas nul, ce qui signifie que les coéfficients

pi; sont uniques.
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Pour cela, il suffit de démontrer que les vecteurs colonnes de (1.15) sont linéairements
indépendants .

Supposons donc qu’il existe des constantes aqg, . . ., ai_1 tels que

k1
Zalliaé =0, (1.16)
1=0

pour tout j =1, reti=0, n; — 1.

On pose maintenat
C(z) =) a' (1.17)

Et on définit

Moyennant de (1.6), il s’ensuit

Ci(a;) =0, pour tout j=1,r et i=0,n; —1

2

Le lemme (1.2.2) implique que C' () est divisible par (x — a1)™, (z — a2)™, .. ., (z — ) .

Dans ce cas, il existe un polynome ¢(z) tel que

Cx)=(x—a)" (r—a)™ ... (v —a,)" q(x)

Ce qui implique que
deg(C(x)) >n1 + . ...+ n, =k, oubienC (z) =0

D’apres (1.17), la premiére option n’est pas satisfaite, alors C'(x) est identiquement nul,
et donc

agzalz...:ak_l:o

Réciproquement :

Supposons que (uy),,oy §'écrit sous la forme

Uy = zr:Pi (n) o
i=1

12



On veut montrer que

Up = Ck—1Up—1 + Ch—2Up—2 + . . .+ CoUn—k
On étudie la différence
D =, — Cp1Up—1 — Ch—2Up_2 — ... — Colp_k
Alors
T k r
D = E P, (n)a} — E Ch—s E P (n—s)a;™®
i1 s=1 i=1
n;—1 )
En posant ¢, = —1 et P;(z) = Y p;; 2/ dans I'égalité précédente, on obtient
=0
k T
n—s
D = —E ck,sg P, (n—s)a;
s=0 i=1
r k n;—1
o J n—k k—s
= - g E g pij (n — 8)" cx—s "y
i=1 s=0 j=0
r n;—1 k
n—k J k—s
= =) ™Y pyY e (n—s)
i=1 j=0  s=0
Moyennant maintenant du lemme (1.2.3), il s’ensuit
k k
> s(n—s) ol = —nlaf+ ) s (n—s) ol
s=0 s=1

= —nlaf +nial =0

i =

Par suite

Up = Cp_1Up_1 + Ck—2Up_o + ... + ColUp_k, pour tout n > k

13



Chapitre 2

Positivité d’une suite récurrente

linéaire de ’ordre trois

Définition 2.0.4 On appelle suite récurrente linéaire du troisiéme ordre, toute suite (uy,)

définie par la relation
Up = A Up_1 + Aly_9 + G3U,_3, pour tout n > 3, (2.1)

tels que : ay,as,a3 # 0 sont des nombres entiers donnés.

Nous somme interessés par le probléme de positivité suivant :
Probléme de Positivité : Est-il possible de décider si la suite (uy,),>0 est positive pour
toutn>07

2.1 Théoréme d’approximation de Kronecker

Théoréme 2.1.1 (théoréme d’approximation de Dirichlet). Pour tout nombre réel o et

pour tout nombre naturel N, on peut trouver un entier naturel n < N et un entier p tels

que
P 1
—_ < _
‘oz n nN
En particulier :
1
—pl < = 2.2
na—p| < (22)

Théoréme 2.1.2 (Théoréme dapproximation de Kronecker) :Soit o un nombre irration-

nel, et soient 3,2 € R. Alors pour tout € > 0, il existe des entiers p et n avec
In| >Q et lan— 5 —p| <e. (2.3)

14



Preuve.
Choisissons N > 1. D’aprés le théoréme de Dirichlet (2.1.1), il existe un entier g et un
entier naturel ¢ tels que
0<|ag—yg|<e.

Posons n = kq,p = kg + ¢, il vient
lan =3 —q| = [k(ag—g) -5 —(

B+ c
aq — g

_ |aq—g\.]k:—

Prennons k = [%} + 1, alors

jan — B —q| <e

Enfin, choisissez ¢ de sorte que |n| > 2 car |n| = ¢ |k| = |k| > Q

C’est a dire

Prelsqgi
aqg—g
I'inégalité
B+ec ]
aqg—g|~ lag—g| |og—g|’

montre que la condition ci-dessus est garantie, si et seulement si
e[ 2 (2 + 1) |ag — g + (]

C’est-a-dire

lan — 8 — q| < e, pour tout € > 0

Ce qui achéve la démonstration. =

2.2 Probléme de positivité

Considérons une suite récurrente linéaire du troisiéme ordre

Up = A Up_1 + A2Uy_9 + a3U,_3, pour tout n >3 (2.4)

Le polynome caractréstique associe a la réccurrence (2.4) est donné par

P(x) =2® —a12* — ayr —as € Z[z]. (2.5)

15



Posons x = x + 4. Alors, I'expression (2.5) devient

P(a:—i—%) =2+ az + B,

N —a?—3a —2a3—9asa1—27a
ol =—3">et f="—p——

27
Soit z1, xo et x3 sont les trois racines de P (1’ + %1)

Le discriminant de P (x + %1) est :

D = —4o®—2753%

= (21— x2)* (x1 — 23)° (w3 — 23)° .
Nous avons donc

Proposition 2.2.1 Soit (u,),>0 une suite de nombres entiers satisfaisant (2.4), avec des
entiers ay, ag, as (# 0), ug, uq, us.

Soit P (x) le polynome caractréstique de (2.4) dont les racines sont \; (i = 1,2,3) et D =
—40® — 2762 ou :

o= (—a? — 3a2) S3etf= (—2@? — 9aqsa3 — 27a3) 27.
1. 8¢ D > 0, alors A\, Aa, A3 sont des racines distinctes non nuls. De plus
un, = AN + BA] + CA3, pour tout n > 0,

ol
_ A2Adzup—(A3+A2)uitus
SN L
_ —A1As3upt+(As+A1)ur—u2
b= \ )\(Azf?;\)(kif)&) €R
_ A1 Aoup—(A2+A1)urtug
¢= (A3=A1)(A3—A2) €R

2.5 D=0eta=0,alors \j = Ay = A3 =\ € R\ {0} et

Uy = (A + Bn + C’nz) A", pour tout n > 0,

ol :
A=uyeR
_ —3u 2u U
B—TO—FTl—ﬁGR

C=2-9+3%€R

3.8 D =0eta#0,alors P(x) a deux racines réelles distinctes : A (# 0) de multiplicité

16



1 et Ay = A3 (# 0) de multiplicité 2. De plus
up = AN} + (B + Cn) Ay, pour tout n > 0,

ou : )
o )\2’!1,072)\2’M1 +u2
= s
A O ) eR

- (2)\27)\1)u0+2)\2u17u2
B === eR
((A2*>\1))2
_ A1doup—(A2+A1)urtug
C = 200 —An) e R.

4. 81D <0, alors P (z) a une racine réelle Ay (# 0) et deux racines complexes conjuguées
A2, A3 = Ay € C/R. De plus

U, = AN} + BXy + By, n >0,

ot B % )
A2 A2ug—( Ag+A2 Jui+usg
(A2=A1)(A2—A1) € R
. —5\15\2u0+<5\2+)\1)u1—u2
o (>\2—>\1)(5\2—>\1)

e C.

Preuve. Soit A1, As et A3 sont les racines de P ().

1. Supposons que D > 0, alors A\, Ao et A3 sont des réels distincts, et :

u, = AN] + BAy + C)3, pour tout n > 0.

Ainsi :
Up 1 1 1 A
up | = A1 A2 Ag B
Uy AN C
et
1 1 1
)\1 /\2 )\3 :(/\2_/\1)<)\3_)\1)()‘3_/\2)
A A
Par conséquent :
A )\2)\3u0—()\3+)\2)u1+u2
(A2—A1)(As—A1)
B _ =M1 A3ug+(A3+A1)ur—us
(A2—A1)(As—A2)
C )\1/\2u07()\2+)\1)u1+’u2

(Az=A1)(Az—A2)
2. Supposons que D =0 et a =0, alors A\ = Ay = A3 = X € R\ {0}
Et

17



Uy = (A + Bn + an) A", pour tout n > 0

Ainsi :
up | 1 0 0 A
w | =1 A A A B
uy | A2 2)% 4)\? C
Et :
1 0 0
A AN =208
A2 2)7 4)?
Par conséquent :
A Uo
Bl o
cl L g-5+s

3. Supposons que D = 0 et a # 0, alors P (z) a deux racines réelles distinctes \; (# 0) de
multiplicité 1, As = A3 (# 0) de multiplicité 2.

Et
up = AN} + (B + Cn) Ay, pour tout n > 0.

Ainsi

U 1 1 0 A

up | = A A A B

Uy NS 2A2 C
Et :

1 1 0

A A A =X —N)2

A2 2)8

Par conséquent :
/\§u0—2)\2u1+u2

A ()\2_)\1)2

B — —)\1(2)\2—>\1)u0+2)\2u1—u2
(A2—A1)?

C At d2uo—(A2+A1)urfus
X2 (a—A1)

4. Supposons que D < 0, alors P (z) a une racine réelle \; (# 0) et deux racines complexes

conjuguées Aa, A3 = Ay € C — R.

U, = AN} + BXy + C)y (n > 0).

18



Ainsi :

Ug 1 1 1 A
u | =1 M A g B
s X2 Ao
Et
1 1 1
Mo Ao | = 0o =) (e = Ar) (R = A) .
A2 A2 N

Par conséquent :

)\25\2’110—(5\2-"-)\2)’&1"!‘“2
(>\2—>\1)(5\2—>\1)
75\1;\211,04»(;\24’/\1)”1*71«2
()\2*)\1)(;\2*)\1)

At d2up—(A2+A1)urfus
Go) )

QT =

Donc :
B=C.

2.3 traitement de probléme

Dans cette section, nous traitons chacun des trois cas, selon D > 0, D =0, D <0
séparément
Afin de faciliter I’écoulment de la preuve du résultat principal, nous distinguer deux

lemmes auxiliaires suivants

Lemme 2.3.1 Soit a,b deux nombres réels positifs appartenant & intervalle (0,1)et soit

B et C' deux nombres réels positifs. Considérons les trois polynomes exponentielles suivants
P(n)=ad"(B-Cb"),Q(n)=a"(B+Cb"),R(n)=a"(—B+ Cb"), pour tout n € NU{0}

les conclusions suivantes sont vérifiets :
(Type F — Z) : Il existe des entiers explicitement calculables Nog € NU {0} et N € N, de

telle sorte que :
sup{P (n); n >0} =max{P (n); No <n < N;}.

(Type FF + Z) :
sup{Q (n); n >0} =Q(0)
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(Type — F + Z) : 1l existe un entier explicitement calculable Ny € N U {0}, tel que :
sup{R(n); n>0} =max{0, R(n); 0 <n < Ny}.
Preuve. (Type F — Z) : Puisque b" | 0 (n — 00), il existe Ny € NU {0} tel que :
B-Cb <0< B-Cb, pour tout n > Ny, 0 <7 < Ny

Alors
p(n) >0, pour tout n > N et p(n) <0, pour 0 < n < N

Puisque p (n) — 0,quand n — oo, il existe un entier positif N3 > Ny, tel que :
P(n) <p(Ny) pour tout n > Ny,

et le résultat souhaite suit.

(Type F + Z) : Dans ce cas, la conclusion est immeédiate, car
Q(n)>0etQ(n) |0, quand n — oo
(Type — F + Z) : Puisque b" | 0 (n — 00), il existe Ny € NU {0} tel que :
—B+ Cb" <0, pour tout n > No,

et le résultat désire decoule directement. m

Lemme 2.3.2 Soit ¢,0 € [—m, 7| avec § ¢ {—m, 0}

1- Si 0 est un rationnel multiple de 7, alors la suite (cos (@ +nb)), oy est périodique et ne
prend que un nombre fini de valeurs explicitement calculable pour tout n € N.

2- Si 0 n’est pas un rationnel multiple de m, alors {cos (¢ + nb); n € N} est dense dans

[—1, 1], pour tout n € N

Preuve. 1. Supposons que 6 est un rationnel multiple de 7.

Posons

0= % pour tous (S,¢ > 0) € Z\ {0} x Z\ {0} et (S, t) =1

Comme la fonction cos est périodique de période 2, il est facile de vérifie que le cos (¢ + nf) =
cos (¢ + nSw/t) prend 2t valeurs explicitement calculable correspondant an =0, 1, 2, ...,
2t — 1.

2. Supposons maintenant que ¢ n’est pas un rationel multiple de 7 .
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Pour cela , on suppose
0 =n~t,ouy e R\NQ
Soit
v =[N]+¢,
ou [y] désigne sa partie entiere ,et & = {7y} € (0, 1) désigne sa partie fractionnaire qui
doit étre irrationnelle.
Alors, pour n = 2k (k € NU{0}), nous avons

cos (¢ +nb) = cos (¢ + 2kvm) = cos (p + {ke} 2m) = cos (¢ + {ke} 27) .

Comme £ est irrationnelle, d’aprés le théoréeme d’approximation de Kronecker, nous avons
que I’ensemble
k& ke N,

est dense dans [0, 1].
Par conséquent, 'ensemble {27k&; n € N} est dense dans [0, 27].

Ce qui implique que la gamme des valeurs de
cos (p +{ke}2m)k e N
est dense dans [—1, 1]. m

Lemme 2.3.3 Supposons que
up = AN} + BXy + CA; (n > 0);

ou A1, Ao, A3 sont des réels distincts, alors le probléme de positivité de la suite (u,),,
peut étre éfficacement résolu.

Preuve. Puisque, il y deux racines ayant la méme valeur absolue, nous avons donc
deuz posibilité :
1. 8%l ya deux racines \;, A\j (1, j € {1, 2, 3}, i # j), telle que |N;| = |)j|.
Sans perte de généralité, soient \y > 0 et Ay = — 1.
Alors

u, = {A+ (=1)" B} A} + CXy , pour tout n >0

G,) )\1 > |/\3| .

On peut écrire
up = N[ {A+ (=1)"B+C(\s/\)"}, pour tout n >0
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Nous considérons deux possibilités correspondant aux signes de 3.
a. 1. 81 A3 < 0.
Pour tout k € NU {0}, nous avons

W A (A+ B+ C(|As] /M) ; n paire
" A (A= B —C(|X3] /\)"); n impaire

Si C' >0, alors
u, >0 A>max{—B,B+C || /\i}.

Si C' <0, alors
u, >0 A>max{B,—B+ |C|}.

a. 1. Si A3 > 0.
Pour tout k € NU {0}, nous avons :

W AN (A+B+C(M3/\M)"); n paire
"l N (A=B+C (A A" nimpaire

Si C' >0, alors
u, >0 A>|BJ.

Si C' <0, alors

b) Si A\ > |A3|. On peut écrire
up = A3 {(A+ (=1)" B) (\s//\)" + C} (n > 0)
Nous avons deux choix selon le signe de A3.

b. i. Si A3 < 0. Pour tout k € NU {0}, nous avons

W — INS| ((A+ B) AL A"+ C); n paire
" — N3] (B = A) A\ As3]" + C); n impaire

Alors

u, > 0 (A+B)IA As|* > —C et (B—A) |\ N < —C
<— (C=0,B<A A+ B>0, pour tout k > 0

22



b. i. Si A3 > 0. Pour tout k € NU {0}, nous avons

AN (A4 B) (M) +C) 5 nopaire
"N ((A=B)AMAD) +C); n impaire

Alors

Uy > 06 C>—(A+B) (A 2) et C > —(A— B) (M, ) * !, pour tout k > 0
(2.6)
Si A > |B|, alors (2.6) est satisfaite si et seulement si : C' > 0.
Si A < |B|, alors (2.6) est satisfaite si et seulement si :

CZ—(A—B)(Al/Ag) , ou B>0
C>-—(A+B) ,ouB<O0.

2. Si les trois racines A1, Ao et A3 ayant des valeurs absolues différentes..

Sans perte de généralité, Supposons que || > || > |Ag|. Alors

2.1 Si Ay < 0.Puisque \; a des signes alternés, et (Ao, )" et (A3,/\)" — 0 ,quand
n — oo; alors

u, >0 A=0
Ainsi :
Ce cas particulier, se réduit donc a une suite linéaire du dexiéme ordre, et la positivité de
ce probléme est décidable par (Halava et al, 2006).

2285 M\ >0:
*8i B=C =0, alors

U, =ANfA>0< A>0, pour tout n > 0
*Si B =0, alors pour C > 0, la suite (u,) est positive si et seulement si :

u, > 0&A>-C(N3/\)", pour toutn >0
A/CZO, ot A3 >0
A/C > |)\3/)\1|, ot N3 < 0.
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Et pour C' <0 :

u, > 0& A>-C(\3/\)", pour toutn >0
— A>|C|

*Si C =0, alors pour B >0

u, > 0& A>-—-B(M\/\)" pour toutn >0

{A/Bzo,oaA2>0

<~
A/B > |)\2//\1| ,)\0@ )\2 < 0.

Et pour B <0,

v

0 A>—B(M/\)", pour tout n >0
— A>|B|.

Unp,

*S1B<0,C<0,
u, >0& A>|B|+|C|.

*SiB<0,C >0,
U, >0 A>|Bl(A/M)" — |C| (A\3/X1)", pour tout n > 0.
** Pour Ay > 0, A3 > 0, considérons le polynéme exponentiel :
Py (n) = (Aa/A)"{|IB] — |C| (AsA\1)"}, pour n > 0.

Ce polynome exponentiel est de type F' — Z.
D’aprés lemme (2.3.1),

u, > 0& A>max{P(n); No<n< N}
A > e max{|B|(M\/A\)" —|C| (A3/\1)"; No <n < Ni} >0, Pour tout Ny > Ny € N.

** Pour Ay > 0, A\3 < 0,0n a :

Bl (A2/A1)" = [C](As/M1)" 5 m paire

1Bl (A2/A1)" = [C] (As/ )" = { |B] (A2/A1)" — |C] (As/A)™; n impaire
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Pour n = 2k, puisque le polynome exponentiel :
2% 2k
Po (k) = Oa/2)™ { 1B = O] (Nel 22}, k20

est de type F' — Z. D’aprés le lemme (2.3.1), il existe des entiers calculables ki > ko € N,
de telle sorte que :

sup{P (k); k> 0} =max{P(k); Ko< K <K }.
Et pour n =2k + 1 , le polynéme exponentiel :

Py (k) = Oo/A)™H{[BI +1C1 (Ral /22 ], k2 0
est de type F'+ Z, ainsi par le lemme (2.8.1) ,

Up, >0 A>max{P (K;),P;(0) ; Ko <k <K}
** Pour Ay < 0, A3 > 0,0n a :

Bl ([A2] /A1) = 1€ (As/M)"; n paire

PHRR = ICT ) :{ 1Bl (el /)"~ 1T /20" . impaire

Le cas de n impaire n = 2k + 1 peut étre ignorée car les termes sont négatifs .
Et pour n = 2k, le polynome exponentiel Ps est de type F' — Z.
D’aprés le lemme (2.3.1),il existe des entiers calculables Ky > K3 € N tel que

Uy >0 A> max{\By (o] /A0 = O] s/ M) Ky < k < K4 } .
*¥* Pour Ay < 0, A3 < 0,0n a :

Bl (A2l /A)" = 1C (|As] /M)"; n paire

Bl (A2/M1)" = |C] (As/ A1) :{ —|B] (X2 /A)" = [C| (|1Xs] /A)™: n impaire

Le cas de n pair n = 2k, le polynome exponentiel :

Py (k) = (Dol A0 {1BI = [C1 (sl / 12D } (> 0)

est de type F' — Z.
D’aprés le lemme (2.8.1), | existe des entiers calculables Kg > K5 € N, de telle sorte que :

sup{Py (k); k>0} =max{P;(k); Ks <K < K¢} >0.
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Pour n = 2k + 1, le polynome exponentiel :
Py (k) = (ol /A0 {= 1B+ 1CT (sl / 12} (k> 0)

est de type —F + Z.
D’aprés le lemme (2.3.1), il existe K7 € N, tel que :

sup{Ps(k); k>0} =max{0 P5(k); 0< K < K7 }.
Ainsi,
U >0 A >max {Py (K,), Ps (Ks) ; Ks <k < Kg; 0< Ky < Ky}
*SiB<0,C<0, alors
up, >0 A>—|Bl(Aa/M)" +|C| (As/\)".
*¥* Pour Ay > 0, A3 > 0, le polynome exponentiel :
P (k) = (A2/M)"{= B + [C| (A3/X2)"} (n > 0)

est de type —F + Z, et donc d’aprés le lemme (2.3.1), il existe un entier calculable Kg € N
tel que
up, >0 A>max{0,Ps(n); 0 <n< Kg}.

** Pour Ao >0, \3 <0, on a :

—|B] (A2/A)" +[C] (|As] /A1) 5 n paire

— |B| ()\2/)\1) + |C| ()‘3/>\1) = { _ |B| ()\2/)\1)” _ |C’| (|)\3|/,\1)n; n 1Mmpaire '

Le cas de n impaire n = 2k + 1 peut étre ignorée car les termes sont négatifs .
Le cas de n paire n = 2k, le polynéme correspondant est de type —F + Z, et donc par le
lemme (2.3.1),

Uy >0 A> maX{O, 1Bl Qe M) 0] (s AP 0< k< KQ} .

ol Kg e N.
** Pour Ay <0, \3 >0, on a :

— Bl (|X2] /A1) +1C[ (As/A1)" 5 m paire

=Bl (A2/A1)" + [C[ (As/ A1) :{ —|B] (|A| /M)" = |C] (As/M\)" 5 o impaire
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Dans le cas ot n = 2k, le polynome exponentiel :
Pr(k) = (Dl 2™ {=1BI+ 101 O/ )} 2 0

est de type —F + Z, et donc par le lemme , il existe un entier calculable :K1o € NU {0}
tel que :
sup{P; (k); k>0} =max{0 P;(k); 0< k<K }.

Dans le cas ou n tmpair n = 2k + 1, le polynome exponentiel :
Py (k) = (Dol /A)™H{IBI+1C1 O/ el } (k 2 0)
est de type F'+ Z, et donc par le lemme (2.3.1),
sup{Ps (k); k =0} = Ps(0) = (|A2f /M) {[ Bl + [C] (As/ | A2])} > 0
Par conséquent
up > 0 A >max{P;(ki),Ps(0); 0<k < Ko}
** Pour Ay < 0, A3 <0, on a :

— Bl ([l /A)" +|CL(IAs| /A1)" 5 n paire

TP A :{ Bl (Ral I1)" ~ IO (Aol A0 - impaire

Pour n = 2k, le polynome exponentiel :

Py () = (Dol /20 { = 1BI+1C1 (sl / Do)} > 0

est de type —F + Z, et donc par le lemme (2.3.1), il existe un entier calculable K15 € N,
tel que :
sup{Py (k); k> 0} =max{0 Py(k); 0 <k < Ko}

Pour n = 2k 4 1, le polynéome exponentiel :
Pao (k) = (Dal /A 1B+ 1€ (0l / D2} k2 0

est de type F' — Z, et donc par le lemme (2.3.1), il existe des entiers calculables K4 >
K3 € N, tel que :

sup{Pm (k’), k Z O} :maX{Pm (k’), Klg S k S K14} > 0.
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La suite (u,) est donc positive, si et seulement si :
A >max{Py (k1), Pio(0); 0 <k < Kig, Kiz3 <ky < Kia}.
*Si B>0,C >0, la suite (u,) est positive si et seulement si :
A2 =B X/M)" = C(As/M)" (n 20). (7) (2.7)
**81 Xy >0 et A3 > 0, alors (2.7)satisfaite si et seulement si :
A>0.

**8i Xy >0 et A3 <0, alors :

n n ) —B/A)" = |C(|As] /M) n paire
—B X2/ M)" = C (A3/ M) —{ B (/A" C ([l Jru)"s 1 impaire

Le cas de n pair est ignorée car les termes sont négatifs.

Pour n impair n = 2k + 1, ce cas est de type —F + Z, et donc par le lemme(2.3.1) , il
existe un entier calculable K15 € N, tel que

u, >0 < A > max {0, — Bo/ M) 0 (s /A)FT 0<k < K15} .

*¥*81 Xy <0, A3 >0, alors :

n n ) =B(Xl /M) = C(As/M)"; n paire
—B XA/ M) = C A3/ )" = { B (ol )" — C (a/A )™ s 1 impaire

Le cas de n pair est ignorée car les termes sont négatifs.

Pour n = 2k + 1, ce cas est de type F + Z, et donc par le lemme (2.3.1) , il existe des
entiers calculables K17 > K16 € N, tel que

Uy >0 A> maX{B (Mal AP — O s/ Do) Kig < k < K17} .

**Pour Ay < 0, A\3 <0, alors :

n n_ =B (|Xa] /M) = C (|As] /A\)"; n paire
—B X/ M) = C A3/ \)" = { B (ol /M) — C (1] /M) s n impaire

Le cas de n pair est ignorée car les termes sont négatifs.
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Pour n impair, ce cas est de type F + Z, et donc par le lemme (2.3.1)
U, >0 A>B(|Xao| /M) +C (N3] /)"
]
Lemme 2.3.4 Supposons que :
u, = (A+Bn+Cn*) X" (n >0), o A € R—{0}.
Alors le probléeme de positivité de la suite (uy,),-, peut étre effectivement résolu.

Preuve. Nous avons deux sous_ cas selon le signe de A < 0.
1.8i A <0.
La suite (u,) est positive si et seulement si, pour chaque n, soit A + Bn + Cn? = 0 o :

sign (A + Bn + Cn®) = sign (\")
La suite (u,,) est positive si et seulement si :
A+ Bn+Cn*=0

i.e, si et seulement si :

A=B=C=0.

2.2>0.

La suite (u,,) est positive si et seulement si :

A+ Bn+Cn?® >0, pour tout n > 0

Puisque A + Bn + Cn? est un polynoéme quadratique en n, alors
u, >0 C>0
|

Lemme 2.3.5 Supposons que :
Up = AN+ (B+Cn) Ay, n > 0,0u A, Ay € R — {0}, A1 # Ao

Alors le probléeme de positivité de la suite (un),-, peut étre efficacement résolu.
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Preuve. On distingue trois possibilitées en fonction des valeurs absolues de deux
racines.
1. Si |A1] > [A2] > 0. On peut écrire

Nous subdivisons en deux sous_ cas selon le signe de \;
*SiA<0.
Puisque :

(B+ Cn) (A2/M)" — 0, quand n — oo ,

et sign(\) = F |A]|. Alors
u, >0 A=0,

Ce qui donc :
up, = (B+Cn) Ay

C’est exactement le méme que le lemme (4) de positivité d’une suite réccurence linéaire
du dexiéme ordre (Halava et al, 2006), ce qui déja a été montré pour étre décidable.
*Si Ay > 0. Puisque

sign {A+ (B 4+ Cn) (Aa/\)"} = sign (A)
ou n est assez grand, alors
up, >0 A>0et A>—(B+Cn)(A2/M)" (n>0) (2.8)

De toute évidence, il existe un entier calculable 7" € N, tel que la relation (2.8) est vérifié

si et seulement si :
A>max{— (B+Cn)(X2/\)"; 0<n<T}.
Par conséquent
A > max{(0,— (B +Cn) (A2/M)"); 0<n <T}.

Ecrivons

e = A2 {A (M /A)" + (B + Cn)}. (2.9)
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On distingue deux sous_cas selon le signe de \,.
*Si Ay < 0.
Puisque :
sign (A (A /A2)" + (B + Cn)) = sign (C).

o n assez grand, et sign (A\y) = F|A]], alors

u, >0 C=0

L’expression (2.9) devient
up = Ay (A (A X2)" + B).

Puisque
sign (A (M, X2)" + B) = sign (B).

Lorsque n est suffisament grand.

Nous concluons que la suite (u,,) est positive uniquement lorsque B = 0 et donc
Uy, = AN}
Par conséquent, la suite (u,) est positive si et seulement si :
A>0et A\; >0
*Si Ay > 0. Alors
U, >0 B> R(n)=—A(N,X2)" —Cn , pour tout n >0 (2.10)

Il s’agit maintenant de trouver sup,,», R (n).
De tout évidence, nous ne pouvons exclue la situation ot C' < 0 car pas de nombre réel
B satisfait (2.10), pour tout n > 0.
Si C' =0, alors
R(n)=—-A(\/X\)" — 0, quand n — oo,

Et donc, il ya T5 € N telle que :
sup{R (n); n >0} =max{0, R(n); 0 <n <Ty}
Ainsi, (2.10) est satisfaite si et seulement si :

B >max{0, R(n); 0 <n<Ty}.
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Si C > 0. Puisque R (n) — —oo, quand n — oo, il existe un entier calculable T3 € N, de

telle sorte que :
max{R(n);n >0} =max{R(n); 0 <n <T3}.
Ainsi, (2.10) est satisfaite, si et seulement si :
B >max{R(n); 0 <n <T3}.

* Si Ay = —Ag > 0. Le terme générale de la suite est :

{A+4 (B +20k)} X sin=2k

tn = A+ (=1)7( A {{A—(B+C+2Ck)}A§’““,sin:2k+1

Alors
u, > 0 A—B-C>0>2Ck>—-A— B, pour tout k > 0.
& A-B>0>-A-B&< A>|B|.
* A\l = —)g < 0. Nous avons

(A+ B +2Ck)\oF | sin =2k
(~A+B+C+20k) N sin=2k+1

up, ={(=1)"A+ B+ Cn}\y = {
La suite (u,,) est positive si et seulement si :

A+ B+2Ck>0et— A+ B+ (2k+1)C >0, pour tout £ > 0

Puisque les deux inégalités ne détiennent pas si C' < 0, lorsque k assez grand.

Les deux inégalités donc valables pour tout k£ > 0 si et seulement si :
C>0,A+B>0 et (C>—-A—B.
]

Lemme 2.3.6 Supposons que :
U, = AN + By + BAZ,
ot A, M e R, BeC et \y € C—R, alors :
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1. Si A <0, alors (uy,),~, comporte des éléments négatifs.
2. 5t Ay > 0, alors le probléme de positiwvité de la suite (uy) -, peut étre éfficacement

résolu.

Preuve. Supposons que :
Ao = |X2| expif), B = |B|expiyp,

ou 97 pe [_77 7T>7 0 ¢ {_77-7 0}
Alors
up = AN + 2| B| | A2|" cos (¢ + nb) .

Si A =0, alors :

Uup, = 2|B| || cos (p + nb).

C’est exactement le méme que les lemmes (5 et 6) de positivité d’une suite réccurence
linéaire du dexiéme ordre (Halava et al, 2006), ce qui déja a été montré pour étre décidable.
Supposons désormais que A # 0.
1. Si A\ <O.
*Si B =0, alors :

U, = AN}

Puisque A\ = F|A], donc u,, n’est pas positive.
*Si B =0, alors :
1.1 Si|A1] > |A2| ,ona:

up = AT {A+2|B| (|A2] /A1)" cos (¢ +nb)}

Puisque :
sign {A+2|B| (2| /A1)" cos (¢ +nb)} = sign (A),

ou n assezgrand, et A\ = £ |\;|", la suite (u,) est positive seulement ou A = 0,
1.2 Si [M| =|A2], on a:

un = [Ao]" {(=1)" A+ 2|B| cos (¢ + nb)}
La suite (u,) est positive si et seulement si :
—2|B|cos(p+nb) < A<2|B|cos(p+ (2k+1)0), k> 0.

les fonctions cos (¢ + 2k0) et cos (¢ + (2k + 1) 0) prend des valeurs positives et négatives,
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alors
u, >0 A=B=0

1.3 Si |)\1| < |/\2| ,ona:

u, = AN 4+ 2|BA;]|cos (¢ + nb)
= A [{A M/ [X2])" +2[Blcos (¢ +nf)}.

Puisque A (A1/|A2])" — 0, quand n — oo, et la fonction cos (¢ + n#) prend des valeurs
positives et négatives, alors
U, >0 B=0

Ce qui implique
U, =AN >0 A=0

2. Suposons maintenant que A; > 0.
Si B =0, alors
u, = AN}

Donc la suite (u,) est positive si et seulement si A > 0.
Si B =0.
2.1 Si |)\1| > |/\2| ,ona:

un = AT {A+2[B| (| A2] /A1)" cos (¢ + nb) }

Puisque
sign {A + 2|B| (|[X2] /A1)" cos (o +nb)} = sign (A),

ou n est suffisament grand, alors
U, > 0A>0et & A>—=2|B|(|A2] /A1) cos(p+nb), n>0

Par le lemme (5) de de positivité d’une suite récurrente linéaire du dexiéme ordre (Halava
et al,2006), il existe N, € N, tel que cos (p + Np0) < 0.
Puisque (|A2] /A1)" — 0, quand n — oo; il ya donc Ny, > Ny, , tel que pour tout n > Ny,

,ona:

—2|B| (| A2] /A1) cos (¢ +nb) < —2|B| (|Az] /A1) cos (¢ + N.6).
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Par conséquent, la suite (u,) est positive si et seulement si :
A >max {—2|B|(|\2| /A\1)" cos (@ +nb); N <n < Nyt.
2.2. Si |A1] = |A2], on a:
U, = N[ {A+2|B]cos(p+nb)}
la suite (u,) est positive si et seulement si :
A >max{—2|B|cos(¢+nbh); n>0}.

Envisageons deux cas :

* Si 0 est un rationnel multiple de 7. D’aprés le lemme (2.7), la suite (cos (¢ + nf)), oy
est périodique.

C’est-a dire, il existe des réels négatif C1, ..., Cp,, tels que la relation(2.11) satisfaite si et

seulement si :
A >max{-2|B|C4,...,—2BC,,} (2.11)

*Si 6 estun multiple irrationnel de . Toujours, d’aprés le lemme (2.7), la relation(2.11)

satisfaite si et seulement si :
A>2|B|.

2.3 Si |)\1| < |/\2| ,ona:
up = | NG| {A (A1) | Xa])" 4+ 2|B]| cos (p +nb)}.

Puisque A (A1/|A2])" — 0, quand n — oo, et la fonction cos (¢ + n#) prend des valeurs
positives et négatives, alors
U, >0 A=B=0

Théoréme 2.3.7 Le probleme de positivité pour les suites récurrentes linéaires du troi-

sieme ordre est décidable .
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