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0.1 Introduction

Les systemes dynamiques se sont développé et spécialisés au cour du XIX°
siecle il concernait en premier lieu I’itération des applications continues et la
stabilité des equations différentielles mais progressivement, au fur et mesure de
la diversification des mathématiques.
L’histoire des systéemes dynamiques modernes est relativement ressent. Elle
commence avec Henri Poincaré en (1854 -1912) qui fut le premier a
entreprendre 1’étude formelle d’un systéme dynamique.
Les premiers résultats sont apparus avec Lyapunov a la fin du 19° siécle et au
début de 20°siecle. 1l donne alors une condition nécessaire et suffisante de
stabilité.
Dans ce mémoire, nous étudions un systeme dynamique chaotique celui de
I’attracteur de Lorenz.
Le premier chapitre est un rappel de notions sur les systéemes dynamiques tels
que : la stabilité et la linéarisation de systeme linéaire et le systeme non
linéaire...

Le deuxiéme chapitre nous étudions 1’attracteur de Lorenz a I’aide de la

programmation matlab.



Chapitre 1

Notions préliminaires

1.1 Systémes dynamiques

Définitionl :

Un systeme dynamique est un modeéle évoluant avec le temps ; en suivant une
loi, qui peut étre décrite par un ensemble fini d’équations qui peut prendre des

formes mathématiques diverses : équations différentielles ordinaires, équations

aux dérivees partielles...
La présentation mathématique des systemes dynamiques est :

dx
Ezf(x,t,v),xe UCR,veV CRer

Ou f(x)= : , X=

1.2 Systéme dynamique chaotique
Définition2 : [3]

Systeme chaotique est un systeme dynamique, un probléme ou 1’on a un point
qui se déplace au cours du temps, de maniére déterministe, (c’est a dire que si
I’on sait la position exacte de ce point au départ, on peut en théorie avoir ou il se
trouve a tout instant ultérieur),et on appelle chaotique tout systeme dynamique

qui a les deux caractéristiques suivantes :

1. Une grande sensibilité aux conditions initiales

2. Il'y a partout des orbites périodiques.
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3. Définition 3 : [2]

L’orbite du systéeme dynamique est la courbe image de I’ensemble des temps
par une trajectoire (I’orbite est une collection des points reliés par évolution

du temps) .

1.2 Systeme linéaire

1.3 Définition 4 : [1]

Un systeme linéaire est un systeme qui écrit sous la forme :
X=Ax() ,t>t,

X (to)=Xo

Ou A(t) est une matrice n*n a valeur dans R", B(t)est une matrice n*m a valeur
dans R" et x(t)eR™.

1.4 Stabilité d’un systéme linéaire

Valeur propre Type de point singulier | Stabilité
K1 >K>0 nceud Instable
K1<K,<0 nceud Asymptotiquement
stable
K1<0<K; Col (point selle) Instable
K1=£,>0 Nceud propre ou Instable
impropre
K1=K,<0 Nceud propre ou Asymptotiquement-
impropre stable
A=oat+ti B | a>0 foyer Instable
Ko=a+i 3 a<0 foyer asymptotiquement stable
a=0 centre Stable




1.5 Systéme non linéaire
Définition5 : [1]

Un systeme non linéaire est un systeme écrit par I’équation suivant :
X(t)=A ()x(t)+B(t)
X (to)=Xo

Ou A(t) est une matrice n*n a valeur dans R", B(t) est une matrice n*m a valeur

dans R".

1.6 Stabilité d’un systéme non linéaire

Soit ce systeme dynamique non linéaire ce systéeme est modélisé par :

X(t)=f(x(t), B(t)), t >t

X (tg)=X

1) Si toutes les valeurs propres £ ; du systeme linéaire associé a ce systeme
ont leurs parties réelles strictement négatives le point fixe est
asymptotiquement stable.

2) si une ou plusieurs valeurs propres sont des imaginaires, les autres valeurs
propres ayant leur partie réelle négative, le point fixe est un centre ou un
point elliptique stable.

3) si au moins une des valeurs propres a sa partie réelle strictement positive
le point fixe est instable.



1.7 Matrice jacobienne
Définition 6:

La matrice jacobienne est la matrice des dérivées partielle du premier ordre
d’une fonction vectorielle

Soit F une fonction d’un ouvert de R a valeurs dans R, une telle fonction est
définie par ses m fonctions composantes a valeurs réelles :

F:l x4 fl(X]_ ................ Xn)

v

X, F oy (X oo X 1)

Les dérivées partielles de ces fonctions en un point M, si elles existent peuvent
étre rangées dans une matrice a m linges n colonnes appelle matrice jacobienne
de F

a o
e dfn
J¢(m)=
dfn 4fn
FACRRELELETERERERREY dxn
¢ _/

Cette matrice est notée : J {(m).



1.8 La linéarisation

Nous désirons linéaires ce systeéme autour d’un point de fonctionnement
stationnaire stable correspondent a 1’état x et , S’il est un état stationnaire stable
NOuUS avons

X=0 f(x, u)=0

Supposons que par un changement de coordonnées le point fixe ait été ramené a
L’ origine :

F(0)=0

On trouve notre systeme linéaire :

X= D f(0) x.

OU D f(0) est la matrice Jacobéenne de F(X) au point 0.
1.9 Flot

Définition7 : [4]

on appelle flot I’action du groupe additif (R, +) sur I’espace des phases noté M,
le flot est donné d’une application définie par :

O : RxM—M

(t, X)—>D(t, X) = Dt(X)

Qui vérifié
1. ®(0,x)=x,VxEM

2.0(t +s, X)=D(s, Dt(x)) Vi, seER,VXEM



1.10 Espace des phases :(espace d’état)
Définition 8 : [4]

Est I’ensemble des états possibles d’un systéme dynamique, on peut également
le définir comme un espace abstrait dont chaque variable représente une
dimension nécessaire a la description du systéme a moment donné, le degré de
liberté caractérisé I’espace des phases

I1 représente 1’ordre qui est égal a la dimension de 1’espace d’Etat.



Chapitre 02

Attracteur de Lorenz

En 1983, Lorenz étudie numériquement un systéme de trois équations
différentielles.
Censees représenter grossierement la convection thermique dans 1’atmosphére.
C’est un exemple célebre de systéme différentiel au comportement chaotique
pour certaines valeurs du para maitre.
Les équations du modele :

/’

X = o(y—x)
Y = rx-y-xz
< y
Z =xy-bz
N—

p 8
Les valeurs de o et b sont fixées, 0=10, bz(g)

R est positif :

R est proportionnel au gradient thermique vertical imposeé au fluide. o au
nombre de Prandtl et a I’¢longation de la bonté contenant le fluide.

La solution trivial x=y=z =0. (fluide et au repos)

Pour r grand, cet équilibre du fluide est instable.
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2.1 Point d’équilibre
On cherche les point d’équilibre(x, y, z)vérifiant x=y=z=0,

Pour r< 1 il n ya qui un seul point d’équilibre I’origine (0,0,0)ety pour

x=0
po=<y=0>.
z=0

r> 1il ya deux autres

de (1)
=>06y-cX=0
=>CX =0y
de ()= x=y
On met (1) dans (3) donne

(1)dons (2) donne : -x z+r x —x =0
= -Xz+x(r-1) =0

= Xz=X(r-1)

(5) dons (4) donne x = ¥/ b(r — 1)
De(l)ona:x=y=>y=Fb(r—1)

11



Les points fixes p; et p, sont donc

(/b(r -1) A /—,/b(r —-1) A
P= | VBG—D p= | -{/b(r—1)
r-1 y K r-1 /

Pourr=1 po=pi=p,donc

pour r <1 il n’ya qui un seul point fixe po et
Pour r > 1 il ya trois point fixe po, p1. P2

2.2 La linéarisation

L études de la stabilité des points d équilibre repose sur le signe de la
partie réel des valeurs propres de la matrice jacobienne A du systéme

est :

/df df df \
X oA i (s o 0 )
DF |y | o & & & - rz -1 =X
dx dy dz
dfz dfz dfz
z dx dy dz y X -0
o RN _/

12



Stabilité de | n’équilibre nulle

Au point (0, 0,0) les valeurs propres A de la jacobienne A pour pg:

c O (0 ) et comme
-1 0 = DF 0
0 -b 0

det (DF-A 1)=0 nous avons 1’équation suivante :

/600\/7»00\\

det r -1 0 - 0 A O =0
0O 0 -b 0O 0 A
-~ AN )
(0-7» c 0 )
=det r -1 0 =0
0 0 -ba
o _/

= (-6-1) (-1-1) (-b-1) —o (r (-b-1))

=(-b-1) ((-0-1) (-1-1) —o 1)

(-b-1) (c+or+A+A-o 1)

(-b-1) (AW (o+1) +o (1-1)

- (b+A) W*HA (o+1) +6 (1-1)) =0 ........... (6)

13



La solution de (6) — - (b+1) (\*+}X) o+1) +o (1-r) =0

/
Donc  [-(b+A) =0 ... (N
V
<
A4 (o+1) +o (1-) =0 ........... (2)
N
(1)=A3=-b

(2)' = A%+ (o+1) +o (1-r) =0

VA =/((c+ 12— 4(c(1-1))

_ —(o+D)+

N == (o + 12— 4(o(1 — 1))

—(o

ho== === (6 + D7 = 4(c(1 — 1))

Tant que 0< r <1, toutes les valeurs propres sont negatives : le point fixe est
stable

Si r=1 lesvaleurs propressont: ;;=0, A, =-(c+1), A3 =-b

L’¢équilibre est instable

he —(1+a)-;m = = —1—02+1+0 -0

Donc : A,=0
= —(14+0)—/(1+0)?
o=
2

7b2= —2(;4—0‘)
= A= -(otl])
7L3= -

14



Pour r>1

N (CEEVERTCERNE
o= =52~ (o + 17~ 4((1 ~ D))<0
}\3 = -b <0

I’origine est devenue instable ( col instable )

Pourr<i
N == (e + D7 — 4(6( — 1))>0

—(o

}\,2::

(6 + 17~ 4(e(T —D))<0

7\,3 =-b<0
Donc A3 < A, <4<0 (nceud stable).

Pour les deux autres points d’équilibre, les valeurs propres de la
jacobinne sont solution de I’équation en A pour p;, P2

N
J
~

-0 (¢

vb(r—1) 0 \
DF |Jb(r—1) | =| 1 -1 -~/ b(r—1)

r-1 \/b(r—l) \/b(r—l) -b
\_ _/

-
N

15



Det

det (DF-A1)=0

/ﬂc o 0 I\ /XOOﬁ

1 -1 -Jbr—1) -loar0 |0
/b(r—1) b(r—1) -b 00X

\\ / \_ y
a N

-0-A o 0
Det 1 -1-v -b(r—1) =0
Q/b(r — 1)\/b(r -1 -b-A /

= (-6-1) ((-1-1) (-b-1) +b(r-1))-5((-b-1) +b(r-1)) = 0

= - (6+1) ((1+1) (b+X) +b(r-1))-6 ((-b-}) +br-b)) =0
= - (o)) (b+A+bA+A2+br-b) —o (-b-A+br-b) = 0
=132 (1+b+6)-A b (o+1)-26 b (r-1) = 0

=+ 2 (1+b+o) +A b (o+1) + 26 b (-1) = 0

On peut simplifier ce calcul en utilisant le fait qu’il existe une valeur

propre A;=0, si r=1donc on peut supposer que A; <<1 si r-1 <<1 on peut

20b(r—1)
ob +br

donc négliger A2t A, °de I’équation A~ - <0 pour r>1

Les autres valeurs propres A, ;3 ne dépendent pas fortementder,ie: i,
(r), A3 = Az 3(1) +0 (r-1), il suffit de détermina leur valeur r = 1. En fait
ce raisonnement est analogue a’ celui que 1’on a fait pour py

-A2-A (o+1+b)-(cbtb) =0
On résout donc

22\ (6+1+b)-(cb+b) = 0
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A= (6+1+b) -4b (c+1)

VA=/(c + 1 +b)?— 4b(c + 1)

Mo~ = (G + 1+ b)2— 4b(o + 1)<0

(c+1+b)+
2

As<Ay <A1<0 (nceud stable)

Ag =~ J(6+1+Db)2—4b(c + 1)<0

Pour p,

On peut chercher s’il existe une valeur critique de r pour la quelle les
équilibres deviennent instables. la déstabilisation de ces équilibres par
changement de signe d’un valeur propre réel est impossible car si A=0
on a forcément r=1 on peut donc recherche pour quelles valeur de r on
peut obtenir deux racines iw et —iw de partie réel nulle. En reportant
A=iw dans 1’équation.

det (DF —AI) =0

e

\

N

Jb(r—1) —0 G 0
=DF Jbr=1) |- 1 1 Jbr-1
r-1 Jbr—1) —br—1) b
- /L Yy
det (DF-AI)=0
&o 5 o N (2o o\\
Det 1 -1 -Jbr=1) |- |0r 0] =0

/b(r—1) b(r —1)

\-

-b 00

/

17



oA o 0 "\
det 1 1 -br—-1) | =0
Jb(r—=1) b(r—-1) -b-r
o _/

On a: det (DF-A 1) =0
= (-5-1) ((1+1) (b +X) +b(r-1)-6 ((-b-X) +b(r-1)) =0
= - (6 +1) (br+A+Ab+A2)-o(br-2b-1)=0
= -6br-6A-6Ab-6A2-Abr-A>-A2b-A’-6br+2bo+cA=0
=132 (6+1+b)-A (6 b +b 1c) +20b (1-rc) =0
=-(iw) *-(iw) (o+1+b)-iw (o b +b 1) +26b(1-rc) =0
W’ (o+1b) +20b (1 -rc) = 0
W3-w (o b +b rc) =0

/
26b(rC-1
W2l ( )
< o+1+b
20b
(= Gb+c+c;+b fe= 6 (c+b+3)
€T 2b ¢ (c—b—1)
o+1+b
—

26b

(0)
W= +|cb+b 2t
c+1+b

18



Etude du systeme de Lorenz :

Dans cette partie on va variée r pour voire les cas ou  r<1, r>1

On étulisant la programmation matlabe.
Function[xvec, yvec, zvec, tvec]=Lorenz (p0, tmax, r, sigma,
b) ;

une fonction qui calcule 1'volition

le temps pour le systeme de Lorentz, avec condition
initiale donne, et parametre r

le pas de temps

dt=0.001;

tvec=0:dt:tmax;

n=length (tvec);

% initialisation pour le résultat

xvec=zeros (n,1);

yvec=zeros (n, 1)

zvec=zeros (n,1);

o

% condition initiale

o® o o°

o\°

zvec (1l)=z;

% boucle de simulation

% discrétisation de 'Euler explicite'
for ind=2:n

% calcul des dérivées temporelles
xdot=sigma* (y-x) ;

ydot=x* (r-z)-y;

zdot=x*y - b*z;

% marche un pas de temps
x=x+dt*xdot;

y=y+dt*ydot;

z=z+dt*zdot;

% mémorise 1'évolution
xvec (ind) =x;

yvec (ind) =y;

zvec (ind) =z;

end
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% tpl: attracteur de Lorenz
clear all; clf

r=35;

sigma=10;

b=8/3;

% position initiale

p0=[10 10 10];

% temps final

tmax=20;

% simulation
[x,v,2z,t]=Lorenz (p0, tmax, r, sigma, b) ;

% évolution des trois coordonnées

subplot (3,1,1);

plot(t,x);

xlabel ('t")

ylabel ("x")

title('évolution de x y et z dans le temps');
grid on

subplot(3,1,2);

plot (t,y);

xlabel ('t")

ylabel ('y")

title('évolution de x y et z dans le temps');
grid on

subplot (3,1, 3);

plot (t,z);

xlabel ('t")

ylabel ('z")

title('évolution de x y et z dans le temps');
grid on

20



éwlution de x y et z dans le temps
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Figure 01. Evolution du parameétre x,y,z dans le temps
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% étude du parametre r

r=0.5
[x,v,z,t]=lorentz (p0, tmax, r, sigma, b) ;
plot(t, z)

grid on

xlabel ('t");

ylabel ('z");

title('r=0.5");

r=0.5

15
10
g

5&
0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t

Figure 2.1. L’évolution dans le temps de la coordonnée z pour r=0 ,5
tude du parametre r

X,y,2,t]= lorentz (p0,tmax, r,sigma,b);

entz (p0, tmax, r,sigma,b) ;
plot(t, 2z)

grid on
xlabel ('t")
ylabel ('z")
title('r=5"

14

) ;

r=5

20

N 10
\ A

0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t

Figure 2.2. L’évolution dans le temps de la coordonnée z Pour r=5
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% étude du parametre r

r=15

[x, v, z, tl=lorentz (p0,tmax,r,sigma,b);
plot(t, 2z)

grid on

xlabel('t");

ylabel ('z");

title('r=15");

r=15
30
20
" 10 \\JA WMWM%
0

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
t

Figure 2.3. L’évolution dans le temps de la coordonnée z Pour r=15

% étude du parametre r
r=25

[, v, 2 ,t]=
subplot (4, 1,
plot(t, 2z)
grid on
xlabel ('t"');
ylabel ('z");
title('r=25");

lorentz (p0O,tmax,r,sigma,b);
4);

r=25

40

A AR
T

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

0

Figure 2.4. L’évolution dans le temps de la coordonnée z Pour r=25
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0]

% la trajectoire statique

clf

plot3(x, vy, z)

box on

grid on

xlabel ('x")

ylabel ('y")

zlabel('z")
title('trajectoire en 3D');
view (18,22)

% animation de la trajectoire

for ind=1:5:1length (t)

sel=1:1nd;

plot3(x (sel), y (sel), z (sel))

hold on

plot3(x (ind), y (ind), z (ind), 'ro')
hold off

box on
grid on
xlabel ('"x")
ylabel ('y")
zlabel ('z")

title('trajectoire en 3D');
x1im ([-40,4017) ;
ylim([-40,40]);

zlim ([0, 60]) ;

view (18,22)

drawnow

end
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trajectoire en 3D

\
\

Figure 3.1. Trajectoire en 3D pourr>1
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Pour r<1

% la trajectoire statique
clf

plot3( x , y ,2)

box on

grid on

xlabel ('"x")

ylabel ('y")

zlabel('z")
title('trajectoire en 3D'");
view (18,22)

% animation de la trajectoire

for ind=1:5:1length(t)

sel=1:ind;

plot3(x (sel), y (sel), z (sel))

hold on

plot3(x (ind), y (ind), z (ind), 'ro'")
hold off

box on
grid on
xlabel ('x")
ylabel ('y")
zlabel ('z")

title('trajectoire en 3D');
x1im([-40,40]);vy1lim([-40,40]);z1im([0,60]);
view (18,22)

drawnow

end
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trajectoire en 3D
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20
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Figure 3.2. Trajectoire en 3D pour r <1
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Pour r=1
% la trajectoire statique
clf

plot3(x, y, z)
box on
grid on
xlabel ('x')
ylabel ('vy'")
zlabel ('z'")
title('trajectoire en 3D'");
view (18,22)

% animation de la trajectoire

for ind=1:5:1length (t)

sel=1:ind;

plot3(x (sel), y (sel), z (sel))

hold on

plot3(x (ind), y (ind), z (ind),'ro')
hold off

v

box on
grid on
ylabel ('x")
ylabel ('y")
zlabel ('z")

title('trajectoire en 3D');
x1im ([-40,4017) ;
ylim([-40,40]);

zlim ([0, 60]);

view (18,22)

drawnow

end

28



trajectoire en 3D

R
e

60 \4
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Figure 3.3. Trajectoire en 3D pourr =1
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Conclusion

Dans notre travaille on a etudier un modele d’un systéme dynamique chaotique
celui de lerenz .

Apres etude du ce systéme a 1’aide de la programation matlab on a trouves que
les resultats théoriques sont elle les méme que notre resultat pratique concernant
les notions de stabilité .

Mais il serait bien d’étudier d’autre modele chaotique avec d’autre application.
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