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Introduction Générale

Les espaces hilbertiens sont les espaces de Banach les plus réguliers, ils généralisent les
espaces euclidiens étudiés en Algebre et Géométrie sur deux points : tout d’abord, le corps
de base peut étre aussi bien C que R et surtout ils peuvent étre de dimension infinie, on
les retouve & la base de plusieurs théories mathématiques ils occupent une place centrale
dans les applications des mathématiques & la physique : de la géométrie dans ’espace
euclidien réel de dimension trois sur le quel est construit la mécanique classique, jusqu’a

I’espace hilbertien de dimension infinie de la mécanique quadratique.....

En Géométrie élémentaire, si P un plan et x un point qui n’appartient pas a P, il
existe un unique point y € P qui est le plus proche de x au sens de la distance euclidien,
ce point y est en fait la projection orthogonale de x sur ce plan, on va généraliser de

maniére abstraite cette propriété aux espaces de Hilbert.

Notre mémoire, comporte trois chapitre :

le premier chapitre est consacré a ’etude des espace de Hilbert ainsi quaux notions
qui s’y rattachent et qui nous seront trés utiles tout au long de notre mémoire comme :
le produit scalaire, I'identité du parllélogramme, celle de la mémoire et I'identité de la
médiane et I'identité de la polarisation.

Dans le deuxiéme chapitre, on présente la compréhension de I'rthogonal, ensuite on
démontre le théoréme principal du chapitre : la projection sur un convexe complet d’un
espace préhilbertien et aussi la projection orthogonale dans un espace vectoriel euclidien,
et aprés sa la projection orthogonale sur un sous-espace vectoriel complet.

Enfin, dans le troisiéme chapitre nous traitons quelque applications de ces théorémes,
cela nous amerie a parler des bases hilbertiennes qui généralise en un certai sens des bases
algebrique des espaces euclidien, et dont I'existance est assurée si I’espace est complet.

contrairement aux espaces euclidiens un vecteur se développe en une série dite de
Fourier.

Finalement, on introduit le procédé d’orthogonalisation de "Gram-Schmidh" et quelques

applications de ce procédé a la construction des polynomes orthogonaux.



Notation
:Ensemble des entiers naturels.
: Corps des nombres réel.
: Corps des nombres rationnelles.

: Corps des nombres complexes.

Do ® 2

: Espace vectoriel.

k : Corps des nombres réels ou bien des nombres complexes.
¢ :Forme hermitienne.

[A] : Partie de E désigne un convexe fermé.

A : Adhérence du sous-ensemble A.

A : Conjugué.

L (F) : L’ensemble des fonction linéaire.

L?(Ja,b],C) : Espaces des fonctions intégrables de [a,b] a valeurs dans C.
Re : Partie réel.

Im : Partie imaginaire.

| . |: Module.

|.]| : La norme.

ker f : Noyau de I'application linéaire f.



Chapitre 1

Espace de Hilbert

Ce chapitre est consacré a 'etude des espaces hilbertiennes et les spécifications qui
les caractérisent des espaces normé; nous abordons la notion du produit scalaire et les
importantes identités, a savoir 'identité du parallélogramme, 1'identité de la médiane et

I’identité de polarisation.

1.1 Formes Hermitiennes :

Définition 1.1.1 Soit E un espace vectoriel sur C

on appelle forme hermitienne (ou forme sesquilinéaire)sur E une application :

po: EXE — C
(u,0) — ¢ (u,v)

1—Vu,ve E:o(u+v,w)=¢(uw)+e(vw)

2—VYaeCVu,veE:¢(au,v)=ap(u,v)

(p est linéaire par rapport & la premiére variable w)

3—Vu,v€ E:p(uv+w)=y¢uv)+q¢uw)

4—VaeC:Yu,veFE:puav)=ap(uv)

(¢ anti-linéaire par rapport o la deuxiéme variable v)

5= (u,v) = ¢ (v,u)

vérifiant :

Définition 1.1.2 Une forme hermitienne ¢ est dite definie positive si et seulement si :
Yue E:  p(u,u) >0 (¢ positive)

— >0, Yu#0
p(u,u)=0 <=u=0 (p estdéfinie) } @ (u,u) . Vu #

Définition 1.1.3 Soit E est un espace vectoriel sur C on appelle produit scalaire hermi-

tien toute forme hermitienne p, définie positive et on note : p (u,v) = (u,v).



Remarque 1.1.4 Dans le cas E un espace vectoriel sur R :

oVa € R,Vu,v € E: ¢ (u,av) = ayp (u,v)

o0 (u,v) = ¢ (v, u)

et on appelle forme bilinéaire symétrique.

-Un produit scalaire sur (E,R) est une forme linéaire symétrique et définie positive.
-Soit E un espace vectoriel réel, et soit (,) un produit scalaire sur E, on associe une
normel|.|| posons :

Vu € E: |ul| = {u, u) = [(u,u)]?

Exemple 1.1.5 Soit C'[0, 1] I’'ensemble des fonction continues sur lintervalle [0,1] & va-

leurs dans C On pose :

f f(t dt est un produit scalaire.

Preuve.

On montre que ¢ (f, g) est un produit scalaire(hermitienne, définie positive)

1)hermitienne :

oolaf,9)= [y g = [y g (t)af (t)dt
=a fo g (t) f(t)dt

=ap (f,9)
oo (foag)= [ ag(t)f(t)dt =af, g(t)f(t)dt

=ayp(f,9)

(f.9)= Jyg@®) f@®)dt = [5g(t)f(t)dt

= Jy f()g(t)dt

= fol f (t Wdt
=¢(9,f) =9, f)

2)définie positive P
o (f)= k! =Jo | A P+ L) dt
= Jy L2 + 13 (2) | dt

\ff(t)+f§(t)|20:>/|ff(t>+f§(t>\20

(ff _0:>fo (t (t
= [ i)+ sz()dt—O
fit)=0 ,Vtel0,1] B
f2(t) =0 ,we[o,u}:”_OE
{ of1(t) — partie réel

ofy(t) — partie imaginaire

on a :



Proposition 1.1.6 (L’négalité de Cauchy Schwarz)

Soit p un produit scalaire sur un espace vectoriel E, alors :

Vo,y € B ¢ (z,y) < Ve (r,2)/¢ (y,9)

Preuve.
Soit x,y € F, alors d’aprés la definition (1.1.4) on a :
o+ My, z+Ay) >0, VAR
o,z + ) + oAy, z+ Ay)
(2, 2) + ¢ (2, \y) + ¢ (A\y, 7) )2
(7, 2) + ¢ (2, \y) + Ap (v, 2) + A (y, \y) >
( ) ) >
(

>0
) ) + ¢ (A\y, Ay
) ) +

)+ A (z,y) + Ap (y,2) + Ao (3,9
) z)

)

T,

8

+ ¢ (y,2) + Ao (y,2)+ | AP o (y,y)
o(z,x)+2Re (Mo (y,2))+ | A * ¢ (y,y) > 0....... (%)
On a deux cas :

1°"cas : si ¢ (y,y) =0

alors : y = 0, donc
e(@y)=¢02)=p(@@—21)=p@z)—p@r)=0

par conséquent l'inégalité de Cauchy Schwarz est vérifiée
2¢me cas : si gp(y y) #0

posons : \ = yy), (A ek)

En remplagant dans(x) on obtient
o (2, 2) + 2 Re (2280 (y, ) + £280 0 (5, 1)) > 0

T, T

HMHH

D’ou :
lo(z.9)? ()|
np(xx)+2Re( o )>—l— o) =0
T 2
— ¢ (z,x) — ‘“0((yyy))| >0

—= o(z,2)e(y,y)—| ¢ (z,y) *>0
— o (z,9) [< Ve lr,2)\/e(y,y). =

1.2 Espace préhilbertien

Définition 1.2.1 On appelle espace préhilbertien complexe (ou réel) le coupl constitué
par une espace vectoriel E complexe (ou réel) et par un produit scalaire hermitien (.,.) on
le notera (E,(.,.)).

-Les espaces préhilbertiens de dimension finie sont c’est de beaucoup préférable appelés :

espaces eucludiens.



Ezemple 1.2.2 ((L?[0,1],C),(f,g)) est un espace préhilbertien.

Corollaire 1.2.3 Sur un espace préhilbertien (E, (.,.)), la quantité ||z|| = (z,z)2 définie

une norme, pour laquelle le produit scalaire est continue :

| (z,y) [< (lz[llyll
Preuve.

produit scalaire et norme dans R"

E = R muni du produit scalaire usuel

V(z,y) € E?, (x,y) szy]

n
la norme associée est la norme euclidienne :Vz € E, ||z|| = /> x?
i=1

I'inégalité de cauchy-schwarz s’écrit :V (z,y) € E?

(£en) = (52) (£

Si un espace préhilbertien(E, (., .)), la quantité ||z|| = (x, 2)!/? définit une norme pour la
quelle le produit scalaire et continue | (z,y) |< ||z].|y||
L’aplication ci-dessus est bien une norme en effet :
1)Vx € E, ||z|| = 0= x = 0 car (., .)est définie positive.
2VA € OV € E, ||z|| = \/(Az, A\z) = /||A|]2(z,2) =| A | |||
Iz +yll* = (z+y,z+y) = (z,2) +(y,y) + 2Re(z,y)

En utilisant I'inégalité de Cauchy Schwarz
Re(z,y) < (z,y) < |l=[l[ly]

On obtient
lz + ylI* < llzll* + [lyll* + 2[1z 1yl
2
= ([lz[l + lly[l)
D’ou :
lz +yll < llzll + llyll
Ainsi : ||.|| est bien une norme sur E. m

Remarque 1.2.4 La continuité du produit scalaire encore une conséquence de l'inégalité

de Cauchy-Schwarz

1.3 Identités remarquables

1.3.1 Identité du parallélogramme

Soit E un espace vectoriel eucludien ou hermitien, x et y deux éléments
Alors : Iz + yl* + [l — ylI* = 2[|z]|* + 2[|y|I*

7



L’identité du parallélogramme signifie que, dans un parallélogramme, la somme des
carrés des longueurs des diagonales est égale a la somme des carrés des longueurs des cotés
Soit x,y € F on sait que :
Iz +yll* = llzl* + llylI* + 2(z, y)
et
lz = yll* = llz]l* + [lylI* — 2z, )
donc, en sommant :
2+ ylI? + llz — ylI* = 2(]|=[* + |y lI*)

1.3.2 Identité de la médiane

Soit a, b, ¢ trois points d'un espace préhilbertien E et m le milieu du segment [b, ¢|
alors :
la = bl + lla — c]|* = 2[la — m||* + 31b — cl|*.

1.3.3 Identité de polarisation

Soit £/ un espace préhilbertien complexe, on a les identité suivantes :
WV, y € E, [lz+yl* = [[z]|* + 2Re (z,y) + [|y[

2)Vx,y € E, ||z + iyl = |lz]* — 2Im (z,y) + ||y

3)Va,y € E, (z,y) = (jllz +yl? — llo — ylI> —illz +iy||* + iz — iy||*)



1.4 Espace de Hilbert

Définition 1.4.1 Espace de Hilbert un espace préhélbertien qui est complet pour la dis-

tance associe a produit scalaire

1-Tout espace préhilbertien de démension finie est un espace de hilbert.
2-Tout espace vectoriel normé de dimension finie est complet.

3-Un espace de Hilbert est un cas particulier de espace de Banach.

Exemple 1.4.2 L’espace((L?[0,1],C),{f,g)) est un espace de Hilbert

(car un espace préhilbertien complet) .



Chapitre 2
Théoréme de projection

Dans ce chapitre nous traitons le théréme de projection qui concerne 'orthgonalité et
encore le théoréme de pythagore, et a la fin seront exposé le projection orthogonal sur un

convexe complet, ainsi que le cas particulier de la projection sur un sous-espace vectoriel.

2.1 L’orthogonalité

Définition 2.1.1 Soit (E, (.,.)) un espace préhilbertienne, on dit que les deux vecteurs x
et y sont dits orthogonauz : (x,y) = 0 ce qu’on notera : xly

-On dit que deux partie A # & et B # @ de E sont orthogonales si et seulement si :

Va € A,Vb e B:albie{a,by =0 et on note ALB.

Définition 2.1.2 Soit E un espace préhilbertien.

Soit a € E, on appelle orthogonale de a, note a* ’ensemble des vecteurs de E orthogonale
at ={y€E, (a,y) =0}.

Définition 2.1.3 Si la forme bilinéaire n’est pas symétrique, il existe encore un cas ou
il est possible de parler d’orthogonalité au sense précédent, celui des formes reflexives qui

vérifier si et seulement si :
Ve,y e B (z,y) =0<= (y,x) =0
Définition 2.1.4 Soit une partie non vide d’un espace préhilbertien F.

On dit qu’ un element x de E est orthogonal & A s’il est orthogonal & chaque point
y de A et on écrit :
rlA<—= (z;y) =0,Vy € A

10



-Soit A # @ une partie quelconque de E, on note AL 'ensemble des y € E tels
que yla pour tout a € A on appelle cet ensemble I'orthogonal de A et on écrit :
At ={ye E:{y,a) =0,Ya € A}.

Proposition 2.1.5 1)La relation L est bien sur symétrique(i.e x1ly — ylx).
2) Le vecteur nul 0, est orthogonal & tous les vecteurs de E (Vx € E,x.10).

3)La relation L n’est ni réflexive ni transitive.

AWVz,y € E\Vo,f €k :xly = axlpfy ((ax,ﬁy} =afB(z,y) =0= a:L'J_ﬁy) )

S5)\Vz € E, Y (y;) € B,V () ek:zl (y) = zl> o
=1

7

i€ln i€ln i€ln

(<$; Zl%yz'> = ZIOé_i<$ayi> =0 = xlzlaz‘yi)-
Proposition 2.1.6
Atest un sous espace vectoriel fermé de E,si vect [A] est le pus petit s-espace fermé de E

contenant A, on a alors vect [A] C A++.

A'est clairement un s-espace vectoriel, pour montrer qu’il est fermé, on remarque qu’il
s’ecrit sous forme d’intersection de nayaux des formes linéaires continues L,V = (u,v)
pouru € A,v e E

la fin de la proposition en resulte aisément

- Dans tous ce qui suite , & designe un espace préhilbertien
Remarque 2.1.7 A et At sont des parties orthogonales.
Proposition 2.1.8 pour toute partie A #+ & d’un espace préhilbertien E on a :

At = Nat
acA
Preuve.

Ona: At ={ye FE:(y,a) =0,Va € A}
etyc At <=VacA:{(y,a)=0
= VacA:yecat
= yc Nat
acA
Doi: At = Nat =
acA
Proposition 2.1.9

Soit A une partie de E& alors on a :

LEL ={0}
2)A C A

11



Proposition 2.1.10 Soient A et B deux parties de E alors on a :
1)BC A= A+t c Bt

et donc, en notant A+ = (AL)L :ACB= A+t c B+

)AL = [AY] = [A]" = A

Preuve.
1)Supposons que B C A, soit x € A alors :
Vye A:x Ly
2€B = 2€eA = v lz

= 1z € B+

D’ou A+ Cc B+
2)Ona:ACA
donc A~ C A*...... (d’aprés proprieté (1))
Réciproquement, soit » € A* et (y,,) une suite d’éléments de A qui converge vers y € A
tel que : (z,y) =0
par continuité de I’application (.,.) on a :
{w,y) = lim (2,4:) =0
donc : x € At

At c AT
Dot : A = AL m

2.2 Théoréme de pythagore

Les vectours z et y sont orthogonaux dans F si et seulement si :

lz -+ yl* = [l + llyll?

on montre facilement par réccurrence sur p > 2, que si x;__ x, sont deux & deux ortho-

gonaux, alors :

P P
1wl = llzl.
k=1 k=1

12



a?+ b2 =2
Preuve. On a :
lz +yl* = (@ +y,2+y) = z)* + [JylI* + 2(z, )
et comme : xly = (z,y) =0
donc
2+ ylI? = [[=)* + llyl?
le résultat s’en déduit le vecteur traitera le cas de n vecteurs. m

2.3 projection

Définition 2.3.1 Soit A une partie non vide d’un espace préhilbertien E, soit u € E
On dit qu’un élément v de A est une projection de u sur A si :
d(u,A) = infd = infllu —al| = [|Ju —

(u, A) = infd (u,0) = inf Ju — af| = [Ju— 0|

et on note : v =1py (u).

2.3.1 projection sur un convexe complet d’un espace préhilber-
tien
Définition 2.3.2 Soit E un espace vectoriel sur k, et soit A C E.On dit que A est

convexe St :
Vu,v € AVt € [0,1] s tu+ (1 —t)v € A.

Théoréme 2.3.3 Soit E un espace préhilbertien réel, et soit A # ¢ une partie conveze et
compléte de E.
1. Existence : pour tout w € E on a : pa (u) # ¢.

13



2. Unicité : pour tout u € E, py (u) est un singleton on note : v =pa (u) et ce point est
appelé la projection de u sur A.

3.Application projection : ce qui procédé permet de considérer l’application :

pa: B — FE
u— pa(u)
pa (u) : le point unique
cette application est appelée la projection sur le convexe complet A.
4.Caractérisations géométriques de la projection : pour tout u € £
On a v = py (u) si est seulement si :
4dlveAetVace A: (u—v,a—v)

<
42veAetVac A: (u—a,v—a)>

0 (Pangle est obtus).
0 (angle est aigu) .

Preuve.
Soit u € F fixé, on pose : d = d (u, A) = ig:d (u,a)
1.Par définition de la borne inferieure, pour tout n entier > 1, Il existe a,, € A tel que :
d < |lu—a,| < d+ L1 1l existe donc une suite (a,), > 1 d’¢léments de A vérifiant :
lim (||u — ay||) = d. une telle suite est dite suite minimisante
%—}Oocl)l va démontrer que toute suite minimisante est de cauchy.
soit €)0 donné, arbitraire Rappelons que dans un espace préhilbertien on a l'identité de
la médiane :
Va,y,z € Bidllz— 1 (@4 p) |2+l — ylI? = 2o — 2l + |ly — 2|1
faisons dans cette identité : z = u,z = a,,y = am,
On a: 4flu— 3 (an +an) |* + llan — anl? = 2[jan, — ul|® + 2[|am — ul|?
a, € A et a,, € A implique, puisque A est convexe :
tan+ap)=32a,+(1—3)a,cA

14



donc : ||u — 3 (an + a) || > inf = ||u—al| = d, dou :
acA

lan — am|® < 2llan — ul]* + 2llam — ul|* — 4d?
comme la suite (||a,, — u||)converge vers d, Il existe un rang N tel que pour tous n, m > N
on a:
lan —ull <d+é&llam —ul| <d+e.
On a par conséquent : Ve)0, AN, Vn € N*, Ym e N* :n > Net m > N = |la, — an|* <
2(d+e)?+2(d+¢e)” —4d® = 8de 4+ 42 = 4 (2d + €) ¢, et la suite(a,) est de cauchy.
3. (a,) est une suite de cauchy dans A partie compléte de E : (a,) est danc convergente
vers un élément a € A :
lim (a,) =a= lim (a, —u) =a—u
n—oco n—oo

— i (o —ul) = flo =]
mais lim (||a, — u||) = d. (suite minimisante)
d’ou Ellzrfiocité de la limite) :
la —ul| = d.
le point a € A appartient donc & py (u).
4.Supposons qu'ils existent a € A et b € A tels que ||u — al| = [|ju — b|| = d.
la suite construite commme suit est une suite minimisante :
a1 = @, g = @, A3 = Qyee..y Aop = b, Gopy1 = a,...
donc cette suite est convergente, et comme les deux suites extraites(as,), et(asni1),,
convergente vers b et a respectivement, on a nécessairement a = b. on a donc(2).
5.Supposons que v = py (u), i.e. que v vérifie : v € A et Va € A :
lu = ol < lju— all
soit a € A arbitraire, et soit n € N* : %a + (1 — %) v=uv+
car A est convexe, D’ou :
Vae A, VneN*:lu—v[<|lu—(v+L(a—v) | =

lu = vl* < flu— vl = 2(u = v, 3 (a —v)) + ]I (a = v) ||*
< flu— ol = 2(u—v,a—v) + Hlla— v

Dou:0< —2(u—wv,a—v)+ lla—v|? et (u—v,a—v) < &|a—v|*

en faisant tendre n vers oo, il vient : Va € A : (u —v,a —v) <0.

3=

(a—v)e A

6.supposons que v € A et que Va € A: (u —v,a—v) <0,Va € A:
(u—a+a—v,a—v)<0= (u—a,a—v)+|la—v]? <0
— (u—a,a—v) <0, so0it (u—a,v—a)>0. m

Remarque 2.3.4

1)Les reéalisations les plus fréquentes des hypothéses du théoréme sont les suivantes :
a.F est un espace de Hilbert réel et A est une partie convexe et fermée de E.

b.FE est un espace préhilbertien réel et A est une partie convexe est fermée contenue dans
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un sous-espace vectoriel de dimention finie de E sous ces hypothéses, en effet, A est
compleéte.

2)Les résultats (1,2,3) du théoréeme s’étendent tels quels aux espaces préhilbertiens
complexes, (4,1),(4,2) s’étendent aussi au cas complexe en ajoutant Re (partie réelle)

devant les produits scalaires.

Proposition 2.3.5 Soit & un espace préhilbertien réel, A C E un convere complet non
vide
, . E — E .
L’application : est une contraction :
u +—— Py (u)

Vu, u' € E - |[pa (') = pa(u) || < [ = ull

Preuve.
Soit u et v’ dans F, et soient ps (u), pa (u') leur projection respective sur A
D’apres le théoréme 1.6.3 (4,1), on a :
Vae A:{(u—pa(u),a—pa(u)) <0et (v —pa(u),a—pa(u)) <0
faisons a = p4 (u’) dans la premiére de ces deux inégalités, et : a = p4 (u)
dans la second, il vient :
(u—pa(u),pa(u)) <0et (u —pa(u),pau) —pa(u)) <0
Drow : ([u—pa ()] = [u" = pa (W)],pa (W) = pa(u)) <0
Soit (u —u',pa (u') = pa(u)) + llpa(u) — pa(u) > <0
Bt : [[pa (u) = pa () [I> < (' = u,pa (@) = pa(u)) < [’ = ull.lpa (') — pa (u) |
(d’aprés l'inégalité de cauchy - schwarz)

Drou [[pa (u) = pa(u) || < o —uf]. =

2.3.2 projection orthogonale dans un espace vectoriel euclidien

Dans un espace vectoriel eucludien de dimension finie, nous savons projeter orthogo-
nalement de fagon unique un vecteur sur un sous-espace : nous'tracons"la perpendiculaire
et de plus la longueur du segment ainsi créé est la plus courte distance entre
le point et le sous-espace. Les espaces de Hilbert possédent exactement la méme propriété.

Représentons la géométrie du produit scalaire dans R2.
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Les vecteures de la figure précédente vérifient (utilisons les propriétés d’un triangle) :
(X,Y) = [IX[[[[Y ] cos (0) = [ X[l{lpx (V) |

= (XY)
cos (0) = iy
Lorsque les vecteurs sont unitaires (||X|| = ||Y|| = 1), nous avons

(X,Y) = cos (0) = [lpx (V) |-

2.4 Projection orthogonale sur un sous-espace vecto-

riel complet

Théoréme 2.4.1

Soit E un espace préhilbertien réel, et soit F' un sous-espace vectoriel complet deFE, soit
u € E quelconque v = pp (u)

est caractérisé par :

v est l'unique point de F' tel que : uw — v est orthogonal a F', soit :
veF et (u—wvx)=0Vrel.

Preuve.
Soit v = pr (u)
D’aprés le théoréme (1.6.3) ona:ve FetVee F:(u—v,x—v) <0
Changeant x en (v + ), puis z en (v — x) [on peut car v +x € F et v — x € F], il vient :
Vee F:{u—v,v+z—v)=(u—v,z) <0et (u—v,v—2—v)=—(u—v,z) <0,dou:
Vo € F: {(u—v,x) =0, on peut écrire : u —v € F*.
La réciproque est immeédiate d’aprés le théorémel.6.3 (4, 1) :
Soit v € F tel que (u—v,z) = 0 pour tout z € F, en particulier (u — v, —v)) = 0; on en
déduit, par addition, que Vx € F': (u — v,z —v) =0

On peut d’ailleurs aussi revenir & la définition de la projection :
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VeeF: lu—z|* = [[u=—v)+@w-—2)|> = Jlu—2|*> + 2u—v,v—u) + |v—z|?
lu—v|” + o—z?

(carv—uelF —=u—vlv—r= (u—v,v—2x)=0)

= [lu—z]* = [lu = v[I* + [lo — 2/

= [lu—z]* > [Ju —v|Pd’ou : [lu — v|* < [lu — z||?

= |lu—v| < JJu—z|| = |lu—1v| = in;”“ — x|, on note v = pg (u). m
Te

Remarque 2.4.2 1.Les parties complétes d’un espace complet sont les parties fermées.

2. Tout sous-espace vectoriel est évidemment une partie conveze.

Théoréme 2.4.3

Soit E un espace préhilbertien réel, et soit F' un sous-espace vectoriel complet de E
1.L’application pr : E — F, est linéaire et continue, de norme 1 :

Ipelleqey = 1

2.ker (pr) = ppt ({0}) = Flet F*+ = F.

3.E = F & F* (somme directe algébrique).

1Vu € B [lull? = pr () |2 + lpre (u) 2

Preuve.
1.Vu,v € E et Vx € F on a : d’aprés le théoréme (2.4.1)
(u—pr(u),z) =0et (u—ppr(v),z) =0, donc : Vo, 5 € R : (au + fv — app (u) —
Bpe (v) ,7) =
ot — pr (u), 2) + Bl — pr (1), 2) = 0
Et d’autre part : apr (u) + Bpr (v) € F, car F est un sous-espace vectoriel, donc d’aprés
le théoréme2.4.1
apr (u) + Bpr (v) = pr (au+ Bv), pr est linéaire; pr € £ (E)
D’aprés la proposition2.3.5 on a : Vu € E : ||pr (u) — pr (0) || < ||lu— 0] et pr (0) = 0 car
0 € F, donc :

|pr (u) || < 1|jul| et pr est continue, de norme ||pp|| £y = sup ||pr (v) | < 1.Mais pour
flull <1

tout u € F' tel que :

lull = T ona pp (u) = wet [|pell = |lpr (u) | = fJull = 1, dou: [lppll e = 1.

2.u € ker (pp) <= pr, = 0 <= u — 0 = u orthogonal a F' (théoréme 2.4.1)

Soit u € F*, donc : ker (pp) = F*

Soit u orthogonal & F* (i.e.u € F*+), d’aprés le théoréme(2.4.1)on a : u — pp (u) € F*
d’ou :

(u—pr(u), pr(u)) =0, car pr (u) € F et (u,u — pr (u)) =0

(car u € F** et u — pp (u) € F*), on en déduit :
(u—pr(u),u—pr)=0=lu-pr()|* = uv=pr(u) =uveF
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On a donc : F*++ C F, et comme on a toujoursF” C F++.

3.Tout u € E peut s’écrire : u = pp (u) + [u — pr (u)], avec pr (u) € F et u—pp (u) € F+
d’autre part, on a F'N F+ = {0}, carsiu € FNF*:

(u,u) = ||ul|> =0 = u = 0. par conséquent : £ = F & F*.

4u = pp (u)+[u —pr (u)] et (u— pr (u) L pr(u)) impliquent (Le théoréme de pythagore) :
lull? = llpe () P + 1w — pe () |2 = || (Ids — pr) () |2 + e ()|

Si la projection pp. existe (F Lcomplet n’est pas conséquence de F complet), on a:
u—pp(u) € F, soit : (u-pr (u),x) =0 pour z € F, et donc (le théoréme 2.4.1)

pre (u) =u —pr (u) = (Idg — pr) (u), soit : ppr = Idg — pr.

Dion dans ce cas : [[ul?[pe (u) 2 + [[pps (u) 2. ®

Remarque 2.4.4 Pour tout sous-espace vectoriel F' d’un espace de Hilbert E réel on a :

Ftt =F et pHLt =t
Preuve.
F est complet, et on peut appliquer (2) du théoréme (2.4.3)
(F)* =Fmais: FCF—= F** c (F)"" =F doa F** C F
Et d’autre part , F-+ étant fermé (d’aprés proposition 2.1.9). =

Proposition 2.4.5 Soit A un sous-ensemble non vide d’un espace de Hilbert E. Alors :

[A] = E <= At = {0}
Preuve.
Ona: At = ml (d’aprés proposition 2.1.4) d’ou :
$€AL<:>$EWL<:>$GEL:>$=0dOHCAL:{O}

Inversement, supposons que A+ = {0} et E # [A]

Il s’en suit qu'’il existe un point = de E n’appartenant pas a [A]

Le théoréme de projection confére & z’ une unique projection x sur [A] de sort que
/ it s
¥ —xzel[Al =A-={0}

Or [A]L ={0},donc: 2’ —x =0

par suite 2’ = x qui est absurde.

On conclut donc que [A] = E. =
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Chapitre 3

Bases Hilbertiennes

L’objectif de ce chapitre, la connaissance quelques applications de la projection ortho-
gonale cela nous ameéne a étudier la notion des bases hélbertiennes, les series de Fourier,

et a la fin nous trouvons la procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt.

3.1 Familles orthogonales

Définition 3.1.1 Une famille de p vecteurs ax, ....., oy, est orthogonale si pour tout couple
(1,7) ou i, j sont deux éléments distincts de {1, ...... .p}, Les vecteures o; et o sont

orthogonauz, c’est-a-dire tels que :
<Oéz‘, OZj) =0

Proposition 3.1.2 Si(«;);1;

naux, alors ces vecteurs sont linéairement indépendants.

est une famille de vecteurs(non nul) deux & deux orthogo-

Preuve.

k
<(O‘i)z‘eﬁ linéairement indépendants) = V(N)icrp €k, 2 Niai =0 = A\ =0.
i=1

On a: ((ai) orthogonaux deux a deux) Vi # j, (a;,a;) =0

i€lp
si: i)\iai = ANy + Agag + ...l + Aoy, =0
alorzszi)our tout j=1,......,nona:
(o, Zk:)\iai) =0 = Zk:)w-(aj,ai} =0
com;I_lé (aj, o ) = ||ozj||j2_;£ 0 on obtient a; = 0,Vj = 1.p
d’ol : (0;),_15 sont linéairement indépendants. m
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Proposition 3.1.3 Soit (a;),., une famille orthogonale d’un espace préhilbertien I,
alors :

pour tout partie J finie de D et tout famille (N\;),., de scalaire on a :

ieJ
I Xl = 32 [ A [* sl
icJ icJ

Exemple 3.1.4 On prend E = L* ([0, 7] ,R)
avec : (g.h) = [g(z)h(x)dx
0

on considére dans E la famille (g,),, definie par :

gn (x) =sinnz, n > 0.

pour tous m,n € N, (m #n) on a :
™
(Gns gm) = [ sinnz. sinmadzx
0

5 [ (cos (m —n) x — cos (m + n) z) dx

O%:]

1

(ZL=sin(m —n)m — sin (m + n) )

1 m— m+n
| = (L sin(m—n)0— ——sin (m +n)0)

1
2
=0

0-0)

3.2 Familles orthonormales

Définition 3.2.1 une famille de p vecteurs o, ..., o, est orthonormale st pour tout couple
(1,7) ou i, j sont éléments de {1, .....,p} véréfiant :

D{a;, ) =0 sii # j

2) (o, ) =1 sii=

On a imédiatement la propriété suivante :

Une famille orthonormale de p vecteurs as, ...... , apest libre.

Remarque 3.2.2 Si (a;),., est une famille orthogonale, alors la famille (f;);., avec :

fi = qa est orthonormale.
7

3.3 Familles sommables

La notion d’une famille sommable généralise la notion d’une série convergente.
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Définition 3.3.1 Soit E un espace hilbertienne, D un ensemble quelconque et (x;),
une famille d’élement, on dit que la famille (v;),., est sommable, de somme S € E si :
Ve >0,3Jy € Pr(D):VJePr(D):JyCJ.

— S-S <=

avec Py (D) lensemble des parties finies de D et S; = > x;

(SJ)JEPf(D) l’ensemble des sommes partielles de (mi)ieljej

si D=Nona:

>z, converge vers S <= Ve > 0,3Ing € N,Vn >ng: ||S —S,| <e.

Théoréme 3.3.2 (de Fibini)
Soit (xy) une famille sommable sur D, Alors :

122 @kl < 2l

keD keD

Remarque 3.3.3 5i [ = N, on obtient

o0 n
Y= > x, =lim ) 1z
k€D n=0 k=0

Désorais (7)., disigne une famille d’éléments de R

Lemme 3.3.4 Si (x),.pest sommable, Alors {k € D, xj, # 0}est au plus dénomrable

Proposition 3.3.5 Une famille de nombres réels , positifs est sommable si et seulement
si les sommes finies

sont majorées sa somme est alors, la forme superieure de l’ensemble des sommes finie
Une famile (z;) a termes réels est sommable si et seulement si elle est absolument som-
mable.

c’est -a-dire, si la famille(| x; |;ep) est sommable

Criter de sommabilité de cauchy
Soit E un espace normé, et (r;),., une famille d’éléments de £, on dit que la famille
(7);cp vérifie le criter de sommabilité de cauchy si :
pour tout € > 0, il existe une partie finie J € D, telle que pour toute partie finie k£ de D
disjointe de J, on dit :
1> zill <e
i€D
1. Toute famille sommable d’un espace normé vérifie le critére de sommabilité de
cauchy.
2.Dans espace de Banach, tout famille vérifiant le critére de sommabilité de cauchy est

sommable.
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Lemme 3.3.6 (Inégalité de Bessel)
Si (e;);ep est une famille orthnormée d’éléments de H, Alors :

pour tout x € H, La famille (| (x,e;) |*),cp est sommable dans R et on a :

>z, e) P< |z
Preuve.

Pour toute partie finie J € D posons :

=a—= ) (r,¢)¢

JED
alors :(y, ex) = Opour tout k € J
lzl* = Nyll? + 1122 (z, es)es1?

jed

donc : = lyl?+ X | {z.e) |2
jed

> > |z ep) 2
jeT

L’ensemble des somme finie d’éléments de la famille de nombres réel positifs (| (z, e;) |?)

est donc majorée par la suite, cette famille est sommable dans R et on a bien :

2 | (se) P< ) m

€D

Corollaire 3.3.7 Soit (e;),., une base hilbertienne de l’espace de Hilbert H
1.pour tout x € H, la famille ({x,e;)e;) est sommable dans H
on dit que r; = (x,€;)e; sont les coordonnées de = dans la base hilbertienne(e;);

2.pour tous x,y € H, la famille ((z, e;){e;,y)) est sommable dans ket on a :

Z<I’, €i><€i7 y> = <l’, y>

qui s’écrit en coordonnées dans la base hilbertienne (e;),.p, :

(z,y) = X2y,

€D

3.4 Séries de fourier associées a une famille orthonr-

male

Définition 3.4.1 (Coéfficients de Fourier)
Soit E un espace préhilbertien, et soit (a;);,.p une famille orthonormale dans E, et soit
u € E, on appelle i-éme coéfficient de Fourier de u par rapport & la famille (a;);.,, le

nombre C; (u) défini par :
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la série > C; (u) a; = Y (u, a;)a; est appellée série de Fourier de u par rapport a la famille

i€D i€D
(ai)ieD
si :D = N, la série Y C;(u)a;, est dite de Fourier de u suivante (a;),c
i€EN

Proposition 3.4.2 (Inégalité de Bessel)
soit I un espace préhilbertien, et soit (ay), oy une suite orthonormale dans E, alors pour

tout u € E, la série Y. | C, (u) |* converge et on a :
nenN

Yo C () P < lul?
neN
Preuve.

Pour tout partie finie J € D, posons :

v=u— Z | C, (u) |?=u — Z(u,en>en

neN neN
alors (v, ex) = 0 pour tout k& € N.

donc :

lal® = [l + 1) (us en)enl?

neN

= JolP+ Y | {u,ea)

neN

>3 () 2

neN
Pensembles des sommes finies d’elements de la famille de nombres réels positifs (| (u, e,) |)°

et donc majorée par la suite, cette famille est sommable dans R et on a bien

D | usen) P< Jull®

neN
donc

D1 Cu(w) P< ful*

neN

Proposition 3.4.3 Soit (a;),., une famille orthonormale dans un espace préhilbertien
E.
soit u € E, soit A l'espace vectoriel engendré par (a;),., ot J est une patie finie de

D.posons v’ = pa (u), alors est donné par :

u =Y C;(u)a;.
icJ
Preuve.

Soit u € E, A = [{a;,i € j}],s0it v € A alors :

V= Zaiai, a; € k.

1€
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lu —v))? = (u— ZOC @i, U — Z@z’ai>

] 1€
= “u - U||2 ||u||2 Za Ci ( Z&z i (u) + Z | a |2
i€j 1€] €]
= Jlull? + 3" (i = Ci (w) (m - u)) =S 1Giw)
i€g i€j
= Jul> =" i = Ci(u) P =>_ | Ci(u) 2
i€j i€j
> Jul> =1 Ci(w) P=flu—>_Ci (u) as?
icj i€j

(d’aprés la preuve de la proposition inégalité de Bessel)
alors : Vv € A: lu—v|| > [ju—> Ci (u) aj|

i€

donc : 1nf||u—v|| > ||u—ZC’ ) aill..... (1)
€]
d’ autre part :ZCi (u)a;, € A
1€]
dot: [Ju— Y C;(u)a]| > inf Ju—v].....(2)
€]
(Det(2) = [lu - %C (w) ail| = infflu — o]
on déduit que : ZCQ (u)a; = Py (u) m
icj

3.5 Bases hilbertiennes

Définition 3.5.1 Soit H un espace deHilbert , une famille (e;) de vecteur de H est dit :
1— Orthogonale si : (e;,e;) =0 pour tout i,j € D tel que :i # j.

2— Orthonormée si :(e;,e;) =0 pour tout i,j € D et (e;,e;) =0 pour tout i € D

3— Totale si :vect (e;) est dense dans H

On appelle Base hilbertienne de H ,une famille orthonormée totale de vecteur de H.

Exemple 3.5.2 Les e, = (0,0,0,.....,1,0,0,0) constituant une base hilbertienne de l’es-
pace de Hilbert I = I3

On Uappelle le base canonique (ou naturelle) de cet espace ,les en constituant aussi une
base

hilbertienne des sous-espace non complet de I? qui est [2.

?={u=(z,) €3N (z),Yr € N}

2={u=(z,) €l?/3IN (z),Yr € Nyn > N = z,, =0}

Proposition 3.5.3 Toute famille orthonormée est libre.
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Preuve.
Une famille est dite libre si toute combinaison linéaire finie nulle est a
coéflicients tous nulls.
Soit J C D une partie finie et soit ) o e;
jeD
une combinaison linéaire nulle alors pour tout jo € J, on a :

0= (X ayej,e5) = Doaylej, ej) = jp. W

jeJ jed
Proposition 3.5.4 Soit H un espace préhilbertien, une famille (e;),., de vecteur de H
est une base
hilbertienne si et seulement si c’est une famille orthormée maximale pour l'inclusion
c’est-a-dire telle :si (f;),.; est une autre famille vérifiant {e;,i € D} C {f;,j € J}

Alors, ces deux partie sont égales.
Corollaire 3.5.5 Tout espace de Hilbert non réduit {0} a posséde une base hilbertienne.

Théoréme 3.5.6 Une famille orthonormale (x1),., est une base hilbertienne si et seule-
ment si

le sous-espace vectoriel engendré par les xy est :

(Relation de perseval) une famille orthonormale (vy),.p est unebase hilbertienne

st et seulement st :

2o | w, @) [P= |l

Proposition 3.5.7 Deux bases hilbertiennes quelconque d’un meme espace de Hilbert ont

meme cardinal.

3.6 Le procédé d’orthogonalisation de Gram-Schmidt

Théoréme 3.6.1 Soit (eq, ...... ,€en) une famille libre de vecteurs de E préhilbertien
Alors,il existe une famille (x4, ....... , ) orthonrmale de vecteur telle que :
vect (€1, .....,e,) = vect (Tq, ..., Ty,).
Preuve.
11 suffit de fabriquer une famille orthonormale (z1, ....., z,,), la dimontion de vect (e, ..., €;,)

étant n,les x; sont non nuls.
la démonstration repose sur la fait qu’on ne change pas I'espace vectoriel engendré par
une famille

la démonstration se fait par récurrence n
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pour n =1, = Hz_ill convient

on 'admet au rang n, on le montre au rang n + 1

vect (€1, vovveennnnn y€ny€ni1) = wvect(xq,...... s Ly €1y eeeees €y €y 1)
= vect (L1, .oy Ty €pi1)
SOit Ty 1 = €pq1 + ATy A+ + A\, avec

Ai = %, alors :(x} 1, 2;) =0 pour 1 <i<n

z* . A iz
ON POSE Tpy1 = ﬁ avec toujours les méme orthogonalités.
n+1
vect (1, ...... Ty ni1) = VEC (X1, .o, Ty, €ni1, Tni1)
= vect (L1, ooy Ty Tpy1)
la famille(xy, ....., Z,, T,41) est bien orthonormae. m

Proposition 3.6.2 (Orthogonalisation de Schmidt)
Soit E un espace préhilbertien et (e, ....,e,) une famille libre de E
La famille définie par récurrence par :

x = ey et pour tout k € {2,.....p}

_ (xs,€r)
T= ek = 2L v
=

est une fm;n'lle orthogonale qui engendre le meme espace vectoriel que la famille {eq, ...... ep}

Exemple 3.6.3
on donne dans E = ¢ (I,R), la famille :

(ai (t))z‘:o,l,... = (ti)i:O,l,...

I désignant un intervalle de R que l’on précisera selon les cas suivants :

1)Si I =[—1,1] et E est muni de produit scalaire.
1
() = [ o9t d
“1

Le procédé d’orthogonalisation de Gram Schmaidt permet d’obtenir une famille de poly-
nomes de legendre.

On calcule by, by, b :

(a; (t))i:0,17... = (ti)i:O,l,...

by =ag=1t"=1.

bi(t) = a1_Pg (a1) =t — A

Calculons )\ : ,

<b1,b0> =0 <~ fbl (t)ao (t)dt:O

-1
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HL=) - A1+ 1) =0

Dot by (t) =

b2 (t) = a9 —

D’ou by (t) = t* — 3.

Pr, (ag) =t* — (at + B) = * —at — 3
<b2,b0> =0 <— <b2,1> =0

<:>fb2 t)dt =0
—1

= }(ﬁ —at—B)dt =0

-1

1 1 1
<:>ft2dt—aftdt—ﬁfdt:0
-1

2)Sil =Ret

= [T, —a ], - 81, =0
—=(1+1)-%(1- )ﬂ(l ):0
= 2-2=0= -20=-2= =
<b27b1>:0<:><b2,t>:0

1
< [by(t)tdt =0

-1
<:>}(t2—at—6)tdt:0

-1
<:>}(t3—at2+5t)dt:0

-1
= }t?’dt—ajt?dt— %fltdt: 0

-1 -1 -1
= [, —a 3L, 4, =0
—=1(1-1)-5(1-1)—-¢(1-1)=0
— —2a=0<=a=0

(.9 = /f et

On obtient une famille de polynéme d’Hermite.
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3) Si I=[0, +00] et

(f,9) = /f (t) g (t)e Cdt

On obtient une famille de polynémes de Laguerre.
On calcule les trois premiers éléments by, by, bo.

On a : (a (t))i:O,l,... = (ti)izo,l,.‘.

bg =ag=1t" = 1.

by (t) = a;_Pg, (a1) =t — A.

Calculons ) :

+o0 +o0
Ona: (by,a0) =0<= [bi(t)ag(t)e'dt =0« [ (t—N)e'dt
0 0

u=t—\N = u =1

En intégrant par parties : . .

v =e" v =e"
“+oo
<b1, CLO> =0<—= [—e‘t (t — )\)]Sroo + f e tdt =0
0
O C S L
— - A+1=0 = A=1.
Douby (t)=t—1
by (1) =12 —at — f3
“+o00
<b2,a0> =0+ <b2,1> =0 f (tQ—Oét—B)e_t:O

+o0o +oo +o0
— [tel—a[te'—p [et=0
0 0 0
u=t? — u' =2t
vV=el = v=—¢"

(by, 1) = 0 <= [—tze‘t]:{oo + 2+jote—tdt
{ u=-t — u' =1 O
b= v=—¢"
(b2, 1) = 0 = [~Pe 5™ — [2te ™7™ — [2¢ 710 + [ate™)§™ + [ae ™7™ + [Be 1™ = 0
<—2—-a—-f=0< —-a—p+2=0
(by, t) = 0 <= 70 (1> —at — B)te tdt =0
0

v =e"

+oo +o0o +o0o
— [Peldt —a [tPeldt - [te'dt =0
0 0 0

b= v=—¢"
(by, 1) = 0 <= [~13e 17> — [3t2 17> — [6te ! > — [6e7 5™ + [at?e ]3> +

u =t — ' = 3t?
v =e"
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[204256*'5}:{00 + [QOze*t]aroo + [5756*’5]3% + [Beft]:)roo =0
= 6—-2a—=0<= 2a—-3+6=0

—a—fB+2= —2=0 ..
D’ou : a—p+ 0 = a+f-2=0 (1)
20— B +6=0 2 +B—6=0 .. (2)
2)— ()<= a—-4=0<=a=4.
On remplace dans (2) on trouve : § = —2.

Donc : by () = t? — 4t + 2.
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