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Introduction

La convergence en calcule des probabilités est une notion multiforme et di¢ cile à

dé�nir,et en même temps les théorèmes de convergence représentent l�outil mathématique

indispensable pour fonder le calcule des probabilités et la statistique mathématique, ainsi

que leur connexion.

Cette mémoire comprend trois chapitre que nous ne pouvons plus changer l�ordre, en

premier chapitre, nous représentons les di¤érents types des convergences en représentant

aussi l�outil mathématique ( calcule des probabilité et statistique ).Dans le deuxième cha-

pitre, nous parlons des deux théorèmes limites qui sont la base de la théorie des probabilités

et des statistiques, à savoir, la loi des grands nombres et la théorème du limites central,

ainisi que lemme de Borell et la loi de tout ou rien. �nalement dans troisième chapitre

nous étudions la convergence martingale, l�inégalité de Doob et le théorème convergence.
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Chapitre 1

Di¤érents types des convergences

Le comportement asymptotique de suite de variable aléatoire , très importante en

statistiqu. les autres de convergence couramment utilisés sont : la convergence en loi, la

convergence en probabilité, la convergence en moyenne d�ordre k, la convergence presque

sûre et convergence étroite et convergence faible de suite de mesures bornées.Nous pas-

sons en revue ces di¤érents types de convergence et nous signalerons éventuellement les

relations qui existe entre elles.

1.1 Convergence en loi

Dé�nition 1.1.1 Soit (Xn)n2Nune suite de variable aléatoire on dit que (Xn) converge

en loi vers X si : en tout point de x 2 R continuité de F:On a

lim
n7�!1

Fn (x) = F (x)

tel que

Fn : fonction de répartition de Xn:

F : fonction de répartition de X:

Notation 1.1.2 Si (Xn) converge en loi vers X: On note Xn
L�! X:

Exemple 1.1.3 pour tout n � 1, on se donne un variable aléatoire Xn de densité alors

fn := x 7!
(
1� cos (2n�x) si x 2 [0; 1]

0 sinon
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La fonction de répartition de x est

Fn (x) =

8><>:
0 si x < 0

x� 1
2n�
sin (2n�x) si x 2 [0; 1]
1 si x � 1

�!
n7!1

F (x) =

8><>:
0 si x < 0

x si x 2 [0; 1]
1 si x � 1

donc (Xn) converge en loi vers une variable aléatoire en loi sur [0; 1] :

Exemple 1.1.4 Soit la suite Xn = (�1)nX où X est une variable aléatoire normale

centrée réduite N (0; 1)

Fn (t) = P (X � t) = P ((�1)nX � t) :

Si n est paire

Fn (t) = P (X � t) = FX (t) :

Si n est impaire

Fn (t) = P (�X � t) = P (X � �t) = FX (t) :

8 n Fn (t) = FX (t)

alors

limFn (t) = FX (t)

donc

Xn
L�! X:

Proposition 1.1.5 8 c 2 R, Xn
L�! X et Yn

L�! c)

8>>>><>>>>:
Xn � Yn

L�! X � c
Xn + Yn

L�! X + c

Xn=Yn
L�! X=c

c 6= 0

Remarque 1.1.6

Xn
L�! X et Yn

L�! Y ; Xn + Yn
L�! X + Y:
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1.2 convergence en probabilité

Dé�nition 1.2.1 La suite de variable aléatoire (Xn)n2N converge en probabilité vers la

variable aléatoire X si :

8 " > 0; lim
n7�!1

P fjXn �Xj > "g = 0:

Notation 1.2.2 (Xn) converge en probabilité vers X on note

Xn
p�!

n7�!1
X:

Exemple 1.2.3 soit une suite (Xn) de variable aléatoire tel que chaque Xn pour valeur 0

et n et que

P (Xn = n) =
1

n

donc

P (Xn = 0) = 1�
1

n

en voit qu�elle converge en probabilité

8 " > 0;8 n � ", P (jXnj > ") = P (Xn = n) =
1

n
�!
n7�!1

0

donc

Xn
p�! 0:

Exemple 1.2.4 soit la suite
Xn = (�1)nX

où X est une variable aléatoire normale centrée réduite N (0; 1)

P (jX2n+1 �Xj > ") = P (2 jXj > ") = P
�
jXj > "

2

�
= const; const 6= 0

donc Xn ne converge pas vers X en probabilité.

Proposition 1.2.5 On pose

Xn
p�! X et Yn

p�! Y )

8><>:
XnYn

p�! XY

Xn + Yn
p�! X + Y

Xn � Yn
p�! X � Y

Proposition 1.2.6 Si (Xn) converge en probabilité vers X alors si de plus

Xn
p�! Y
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alors

X = Y:

Preuve. Si
Xn

p�! X

on montrons que X = Y on a

fjX � Y j > "g �
n
jXn �Xj >

"

2

o
[
n
jXn � Y j >

"

2

o
donc

P fjX � Y j > "g = 0

en faisant temdre n vers 1 c�est vrai 8 " > 0; donc

P [X = Y ] = 1

c�est-à-dire

X = Y:

1.3 la convergence en moyenne ,dordre k

Dé�nition 1.3.1 On dit que la suite de variable aléatoire (Xn)n2N converge en moyenne,
dordre k vers la variable aléatoire X si

lim
n�!1

kXn �XkLk = lim
n�!1

n
E jXn �Xjk

o 1
k
= 0:

� Si k = 1 on dit que (Xn) converge en moyenne.

� Si k = 2 on dit que (Xn) converge en moyenne quadratique.

Notation 1.3.2 On dit que (Xn) converge en moyenne d�ordre k vers X on note

Xn
Lk�! X:

On dit que (Xn) converge en moyenne quadratique vers X; on note

Xn
m:q�! X:
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Exemple 1.3.3 Soit (Xn)n2N variable aléatoire telle que

P (Xn = 1) =
1

n
;

P (Xn = 0) = 1�
1

n
:

Alors

E (Xn) =

nX
i=1

xiP (xi) = 1�
1

n
+ 0�

�
1� 1

n

�
=
1

n
;

lim
n�!1

E (Xn) = 0) (Xn) converge en moyenne:

Proposition 1.3.4 la converge en moyenne d�ordre k entraîne la converge en probabilité
si

Xn
Lk�!

n7�!1
X

alors

Xn
p�!

n7�!1
X:

Preuve. Il su¢ t d�appliquer l�inégalité de markov soit X variable aléatoire à valeur

dans un espace dénombrable E avec E �
�
R alors pour toute " > 0

P (jXn �Xj � ") �
E
h
jXn �Xjk

i
"k

=
kXn �Xkk

"k
�!
n7�!1

0:

1.4 convergence presque-sûre

Dé�nition 1.4.1 On dit que la suite (Xn)n2N de variable aléatoire converge presque-

sûrment vers la variable aléatoire s�il existe A 2 A tel que

P (A) = 1

et 8 ! 2 A
lim
n�!1

Xn (!) = X (!) :

On dit que la suite (Xn)n2N de variable aléatoire et converge presque-sûrment de Cauchy

s�il existe A 2 A tel que

P (A) = 1
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et 8 ! 2 A;Xn (!) est de Cauchy c�est-à-dire

Xn �Xm
p:s�!

n;m7�!1
0

Une suite (Xn)n2N converge presque-sûrment vers X si la convergence est vrais avec une

probabilité 1

P
�
! 2 


�
lim
n�!1

jXn (!)j
��
= X (!) = 1:

Notation 1.4.2 On note la converge presque-sûre

Xn
p:s�! X:

Exemple 1.4.3 Soit u la variable aléatoire uniforme sur [0; 1], et Zn = 1fu� 1
ng;

P (Zn = 1) =
1

n
; P (Zn = 0) = 1�

1

n

donc Zn converge presque-sûrment vers 1:

Proposition 1.4.4 Soit f une fonction

Xn �! X

presque-sûrement alors

f (Xn) �! f (X)

presque-sûrement continue.

Preuve. Soit N l�ensemble des événement ! tel que

Xn (!)9 X (!)

si ! =2 N par continuité de f

lim f (Xn (!)) = f (limXn (!))

comme ! =2 N
limXn (!) = X (!) :

On note

* �0 : ensembles des mesures bornées sur R:
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* '0 (R) : ensembles des fonctions réels continues sur R et tend vers 0 à1 l�in�ni�
i.e lim
jXj7�!1

f (X) = 0

�
:

1.5 converge faible

Dé�nition 1.5.1 Une suite (�n) d�élément deM0 converge faiblement vers une mesure

� deM0 si 8 f 2 '0 (R)
lim
n7�!1

Z
fd�n =

Z
fd�:

Exemple 1.5.2 Soit �n la mesure de Dirac.8 f 2 '0 (R)Z
fd�n = F (n) �!

n7�!1
0 =

Z
fd� o�u � = 0:

Ceci constitue un exemple d�une suite de mesure de probabilité qui converge faible-

ment vers une mesure qui n�est pas une probabilité d�où la notion :

1.6 convergence étroite

Dé�nition 1.6.1 une suite (�n) de mesure de M0 converge étroitement vers la mesure

� deM0 si �n converge faiblement vers � et

lim
n7�!1

�n (R) = � (R) :

Notation 1.6.2 �n converge vers � en étroite on note �n
e�! �:

Remarque 1.6.3 i) Si (�n) est une suite de mesure de probabilité et � est une probabi-
lité alors �n converge faiblement vers � équivaut �n converge étroitement vers

�

ii) Si (�n) est une suite de mesure de probabilité alors (�n) converge étroitment vers
� seulment si (�n) converge faiblement vers � est une probabilité.

1.7 liens entre les di¤érents modes de convergence

1.7.1 liens entre la converge en probabilité et la converge en loi

Proposition 1.7.1 Si Xn
p�! X alors Xn

L�! X:
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Preuve. Soit f 2 'b (R) (l�ensemble de fonction continue et bornée réel) montrons
que Z

fdpXn �!
n7�!1

Z
fdpX

on encore que Z
f (Xn) dp �!

n7�!1

Z
f (X) dp

comme f 2 'b (R) ; alors f est uniformément continue d�où :

8 " > 0;9 � > 0; jX � Y j < � ) jf (Xn)� f (Y )j <
"

2
8X

donc����Z f (Xn)� f (X) dp
���� � Z

fjXn�Xj<�g

jf (Xn)� f (X)j dp+
Z

fjXn�Xj>�g

jf (Xn)� f (X)j dp

donc ����Z f (Xn)� f (X) dp
���� � "

2
+ 2 kfkP fjXn �Xj > �g :

Mais Xn
p�! X entraine le résultat.

Proposition 1.7.2 Si Xn
L�! a (conts) alors Xn

p�! a:

Preuve. Soit F (Xn) la fonction de répartition de Xn et soit F (X) la fonction de

répartition de X choisissons " > 0; de sorte que a + " et a � "; soient des points de
contuinité de F

lim
n7�!1

P fjXn � aj > "g = lim
n7�!1

P fjXn < a� "jg+ P fjXn > a+ "jg

= lim
n7�!1

FXn (a� ") + lim
n7�!1

(1� FXn (a+ "))

= FX (a� ") + (1� FX (a+ ")) car PXn
e�! PX

entraine

FXn
L�! FX = F:

Mais

F (X) =

(
1 si a < X

0 si a � X

10



d�où

lim
n7�!1

P fjXn � aj > "g = 0 + 1� 1 = 0:

1.7.2 lien entre la convergence en moyenne d�ordre k et la conver-
gence en probabilité

Proposition 1.7.3 Si Xn
Lk�! X alors Xn

p�! X:

Preuve. Soit � > 0; montrons que

lim
n7�!1

P (jX �Xnj > �) = 0

si

Xn
Lk�! X

alors

lim
n7�!1

Z
jX �Xjk dp = 0:

Mais Z
jXn �Xjk dp =

Z
jX�Xnj>�

jXn �Xjk dp+
Z

jXn�Xjk��

jXn �Xjk dp

Donc Z
jXn �Xjk dp �

Z
jXn�Xj>�

jXn �Xjk dp � �kP fjXn �Xj > �g :

Par conséquent

0 � P fjXn �Xj > �g �
1

�k

Z
jXn �Xj dp

p�! 0:

Remarque 1.7.4 Si Y est une variable aléatoire réel P integrable alors 8 " > 0;9 M > 0Z
(jY j�M)

jY j dp < ":

Si X est une variable aléatoire réel P integrable alors 8 " > 0;9  > 0=

P (A) <  )
Z
A

jXj dp < ":
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Dé�nition 1.7.5 La suite de variable aléatoire réel (Xn) est dite équi-intégrable ou uni-

formément intégrable si

8 " > 0;9 M; 8 n 2 N

Z
(jXnj>M)

jXnj dp < "

0B@c�est-à-dire sup
n

Z
jXnj>M

jXnj dp �!
M 7�!1

0

1CA :
Toute suite �nie de variable aléatoire réel intégrable et équi-intégrable.

Proposition 1.7.6 � Si Xn
L1�! X alors (Xn) est équi-intégrable.

� Si Xn
P�! X et si (Xn) est équi-intégrable alors Xn

L1�! X:

Preuve. Soit " > 0; et soit M0 > 0

M0P [jXnj �M0] �
Z

jXnj�M0

jXnj dp �
Z

jXnj�M0

jXn �Xj dp+
Z

jXnj�M0

jXj dp

�
Z



jXn �Xj dp+
Z



jXj dp � K:

Constante en n car Xn
L1�! X et X est intégrable donc

P fjXnj �M0g �
K

M0

Par ailleurs X étant intégrable on a 8 " > 0;9  > 0;

P [jXnj �M0] �  )
Z

jXnj�M0

jXj dp < "

2
:D�aprés (ii) du remarque.

Pour un choix de M0 telle que KM0
<  on aZ
jXnj�M0

jXj dp < "

2
:

De plus

Xn
L1�! X

donc Z
jXn �Xj dp �!

n7�!1
0:
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Donc 8 " > 0;9 n0 2 N;8n � n0 Z
jXn �Xj dp <

"

2
:

D�où 8 n � n0;
R

jXnj�M0

jXnj dp < "
2
+ "

2
= ":Pour n < n0;9 Mn > 0=

R
jXnj�Mn

jXnj dp < ":

D�aprés (i) du remarque. Il su¢ t donc poser M = sup (M0;M1 � � �Mn0�1).Pour avoirZ
jXnj

jXnj�M

dp < ";8 n 2 N:

Montrons d�abord que X est intégrable, Xn
p�! X ) 9 une suite (Xnk)

p:s�! X: D�aprés

le lemme de Fotou on aZ
jXj dp � lim inf

Z
jXnk j dp � sup

nk

Z
jXnk j dp <1:

D�aprés l�équi-intégrable soit � > 0Z
jX �Xnj dp �

Z
jX�Xnj��

jX �Xnj dp+
Z

jX�Xnj��

jX �Xnj dp

� � +

Z
jX�Xnj��

jXj dp+
Z

jX�Xnj��

jXnj dp

� � +
Z

jX�Xnj��

jXj dp+
Z

jX�Xnj�� et jXnj<M

jXnj dp+
Z

jX�Xnj�� et jXnj�M

jXnj dp

� � +
Z

jX�Xnj��

jXj dp+MP fjX �Xnj � �g+
Z

jXnj�M

jXnj dp:

Mais l�équi-intégrabilité de suite (Xn) entraine 8 " > 0;9 M > 0;Z
jXnj>M

jXnj dp <
"

4

P fjX �Xnj � �g <
"

4M

13



pour n � n1 car Xn
p�! XZ
jX�Xnj��

jXj dp < "

4
si P (jXn �Xj > ) :

Cette derniére inégalité est réalisée pour n � n2 car Xn
p�! X:Pour un choix de � < "

4
on

obtient 8 n � n0;
max (n1; n2)

Z
jX �Xnj dp < ":

c�est-à-dire

Xn
L1�! X:

1.7.3 lien entre la convergence presque sûre et la convergence
en probabilité

Proposition 1.7.7 Si Xn
p:s�! X alors Xn

p�! X:

Preuve. Soit � > 0; montrons que

P fjXn �Xj > �g �!
n7�!1

0:

SiXn
p:s�! X alors il esciste 
0 2 A telle que P (
0) = 0 (
0 est l�ensemble de divergence de Xn)

et 8w =2 
0;9 n;8 r > n) jXr �Xj � �:Mais

0 � P fjXn �Xj > �g � P
�
[
r�n
jXr �Xj > �

�
� P

��
A�n
�c	

on a A�n = \
r�n
fjXr �Xj � �g par hypothése 
c0 � [

n
A�n;d�où \

�
A�n
�c � 
0:Mais �A�n�c

étant une suite décroissante d�événements.On a

limP
��
A�n
�c�

= P
�
\
�
A�n
�c	 � P (
0) = 0:

D�ou

P fjXn �Xj > �g � limP
��
A�n
�c�

= 0:

Proposition 1.7.8 De toute suite (Xn) convergente en probabilité vers X on peut ex-

traine une sous suite convergente presque sûrment vers X:
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Preuve. D�où
Xn

p�! X ) Xn+v �Xn
p�! 0;

8 v 2 N;8 k 2 N;9 Nk 2 N:Si

m � Nk ) P

�
jXm+v �Xmj >

1

2k

�
<
1

2k
:

Posons n1 = N1; n2 = max (N2; n1 + 1) � � �nk = max (Nk; nk�1 + 1) :On construit ainsi

une sous suite (Xnk) de (Xn) telle que

1X
k=1

P

����Xn
k+1
�Xnk

��� > 1

2k

�
<

1X
k=1

1

2k
<1:

La sous suite (Xnk) converge presque-sûrment. D�aprés le critère de convergence presque

sûrment.

limP fjXn �Xj > �g � limP
��
A�n
�c�

= 0:
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Chapitre 2

Lois des grands nombres

Il s�agit ici d�étudier le comportement asymptotique de la suite des variables aléatoires�
1
n

P
n�1
Xn; n � 1

�
, ou (Xn; n � 1) est une suite de variable aléatoire indépendantes et

équidistribuées.Sous des hypothéses que l�on spéci�era, cette suite converge soit en loi

vers la loi normale (théorème central limite), soit en probabilité ou presque-sûrement vers

E (X) :

2.1 lois faibles des grands nombres

Théorème 2.1.1 Soit (Xn; n � 1) une suite de variable aléatoire à valeurs dans un espace
euclidien 
 on dit de la suite (Xn) qu�elle satisfait la loi faible des grands nombres, si la

suite des sommes partielles
�
Sn =

1
n

n

�
i=1
Xi

�
n�1
converge en probabilité vers une espérence

�nie et exite E (X) alors

Sn
p�! E (X) :

Exemple 2.1.2 On réalise n lancers successifs d�un dé cubique , non pipé, dont les faces
sont numérotéés de 1 à 6. On note Xi la variable aléatoire qui prend pour valeur le nombre

de point marqué lors du ième jet. La moyenne de Xi est

E (X) =
1

6
(1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6) =

7

2
= m

Sa variance est

�2 = E
�
X2
i

�
�m2;

d�ou

�2 =
1

6
(1 + 4 + 9 + 16 + 25 + 36)�

�
7

2

�2
16



soit

�2 =
35

12
:

Proposition 2.1.3 Soit (Xn) une suite de variable aléatoire indépendante, de même loi

ayant une espérance E (X) �ni on alors

X1 +X2 + :::+Xn

n

p�! E (X1) :

Preuve. La variable aléatoire limite est la constante E (X1) = E (Xi) pour tout i car

les variable aléatoire Xi ont même loi, donc même espérence. Il s�agit de véri�er 8 " > 0;

lim
n�!1

P

 ����� 1n
nX
i=1

Xi � E (X1)

����� � "
!
= 0:

Posons

Sn =
1

n

nX
i=1

Xi

par linéarité, on a

E (Mn) =
1

n

nX
i=1

E (Xi) = E (Xi)

d�autre part, par indépendance des Xi

V ar (Sn) = V ar

 
1

n

nX
i=1

Xi

!
=
1

n2
V ar

 
nX
i=1

Xi

!
=
1

n2

nX
i=1

V ar (Xi) =
1

n2

X
V ar (X1)

=
1

n2
(nV ar (X1)) =

V ar (X1)

n
:

l�inégalité de tchebychev appliquée à Sn alors pour tout " > 0;8 n 2 N�

P

 ����� 1n
 

nX
i=1

Xi

!
� E (X1)

����� � "
!
= P (jSn � E (Sn)j � ") �

V ar (Mn)

"2

on conclut en faisant tendre n vers +1:

2.2 Lois fortes des grands nombres

Théorème 2.2.1 Soit (Xn; n � 1) une suite de variable aléatoire à valeurs dans un espace
euclidien 
:On dit que la suite (Xn) qu�elle satisfait la loi forte des grands nombres, si la

suite des sommespartielles
�
Sn =

1
n

n

�
i=1
Xi

�
n�1
converge presque sûrement vers un élèment

17



E (X) alors

Sn
p:s�! E (X) :

Proposition 2.2.2 (Kolmoyrov-Khintchine)(Xk) est une suite de variable aléatoire réel
Sn
n
converge presque-sûrement () E jX1j < +1:

Preuve. Par hépothése, il exite une constante telle que Sn
n
converge presque-sûrement

vers c alors

Xn

n
=
Sn � Sn�1

n
=
Sn
n
� n� 1

n
� Sn�1
n� 1

p:s�!
n7�!+1

c� c = 0:

En �xant " > 0; on en déduit

P

�
! 2 
;9 n0 = n0 (!) ;8 n � n0;

jXn (!)j
n

< "

�
= 1:

Soit en passant au complémentaire P
n
jXnj
n
= une in�nité de fois

o
= 0: Par lemme de

Borelle X
P

�
jXnj
n

� "
�
< +1

les Xi; ayant même lois, ceci s�écrit

nX
i=1

P fjX1j � n"g < +1

pour �nir la preuve ou observe que

E (X1) � E
�X

(n+ 1) "1fn"�jX1j<(n+1)"g

�
=

X
(n+ 1) " P (n" � jX1j < (n+ 1) ") = "

X
P (n" � jX1j) < +1:

2.3 Loi du tout ou rien

Dé�nition 2.3.1 Soit (Xn)n�1 une suite de variable aléatoire indépendante,à valeur dans

des espaces mesurables quelconques , pour tout n � 1 soit

Bn = � (Xk; k � n)

18



alors la tribu asymptotique B1 dé�nie par B1 =
1
\
n=1
Bn et grossière, au sens où P (B) = 0

ou P (B) = 1 pour tout B 2 B1

Proposition 2.3.2 soit (Xn) une suite de variable aléatoire indépendante de loi tout ou

rien par

P (Xn = 1) = P (Xn = �1) =
1

2

pour tout n � 1 posons
Sn = X1 +X2 + :::+Xn

alors presque-sûrement supSn = +1 et inf Sn = �1 en particulier,il existe presque-

sûrement des entiers n arbitraisement grands telle que

Sn = 0:

Preuve. P
�
�t � inf

n
Sn � sup

n
Sn � t

�
pour cela on �xe un entier k > 2t et on re-

marque

n
[
j=0
fXjk+1 = ::: = Xjk+k = 1g �

��
�t � inf

n
Sn � sup

n
Sn � t

��C
or une application du lemme Borelle montre que l�ensemble de gauche à probabilité 1 ce

qui donne le résultat annoncé. En faisant tendre p vers 1:On trouve

P (finf Sn > �1g \ fsupSn < +1g) = 0

d�où

P (finf Sn = �1g \ fsupSn = +1g) = 1

P (finf Sn = �1g+ fsupSn = +1g) � 1

un argument de symétrique

P (finf Sn = �1g) = P (fsupSn = +1g)

d�aprés ce qui précéde ces deux probabilité sont strictement positives pour conclure, on

remarque que

fsupSn = +1g 2 B1:

En e¤et, pour tout entier k � 1

19



fsupSn = +1g = fsup (Xk +Xk+1 + :::+Xn) =1g 2 Bk

et donc l�événement fsupSn = +1g et mesurable par rapport à l�intersection du tribus
Bk c�est à dire B1.la loi du tout ou rien montre alors que

P (fsupSn = +1g) = 1 ou P (fsupSn = +1g) = 0:

2.4 Lemme de Borelle Cantelli

Dé�nition 2.4.1 soit (
; A) un espace mesurable soit (An)n2N une suite d�ensemble me-
surable la limite superieur des An est l�ensemble (ou événement)

lim supAn = \
n2N

�
[
k�n
Ak

�
= f! 2 
;8 n 2 N;9 k � n; ! 2 Akg

c�est ensemble (événement)qui ne dépend pas n de la même maniére, la limite inferieure

de suite (An) est l�ensemble

lim inf An = [
n2N

�
\
k�n
Ak

�
= f! 2 
;9 n 2 N;8 k � n; ! 2 Akg :

Théorème 2.4.2 Soit (
; A; P ) un espace de probabilité, et (An)n2N une suite d�ensemble
mesurable

*
P
n�0
P (An) <1 alors P

�
lim
n7�!1

supP (An)
�
= 0:

** Si P
�
lim
n7�!1

supP (An)
�
= 0 et si les (An) sont deux à deux indépendants alorsP

n�0
P (An) <1:

*** Si
P
n�0
P (An) =1 et si les (An) sont deux à deux indépendants alors

P
�
lim
n7�!1

supP (An)
�
= 1:

Preuve. Soit X la variable aléatoire X =
P
1An on aX

n2N

P (An) =

Z
R

Xdp <1

donc X est integrable, donc X < 1 presque-sûrement, or X (!) < 1 seulment si

20



! appartient à un nombre �ni de An. Donc presque-sûrement, ! n�appartient pas à

lim sup
n7�!1

An.Soit encore

P
�
lim
n7�!1

supAn

�
= 0:

Avant de montrer (***), véri�ons que (***) implique (**).en e¤et si

P (lim supAn) 6= 0

alors

P (lim supAn) 6= 1:

Donc la conclusion de(***) est fausse.Si de plus les (An) sont indépendants, alorsX
P (An) <1:

2.5 Théorème limite central

Théorème 2.5.1 Soit (Xn) une suite de variable aléatoire indépendante et de même loi

telle que E [jX1j] < +1 et E [jX1j]2 < +1: On note m = E [X1] et �2 = V ar (X1) :

Alors, lorsque n tend vers l�in�ni, on a

p
n�

�
Sn
n
�m

�
=
(X1 �m) + :::+ (Xn �m)p

n

loi�! N
�
0; �2

�
on de manière équivalente :

p
n

�
�
�
Sn
n
�m

�
=
(X1 �m) + :::+ (Xn �m)

� �
p
n

loi�! N (0; 1) :

Autrement dit, pour tout x dans R; lorsque n tend vers l�in�ni, on a

P

�p
n

�
�
�
Sn
n
�m

�
� x

�
�! P (N (0; 1) � x)

ou encore pour tout l�intervalle [a; b] =2 R :

P

�p
n

�
�
�
Sn
n
�m

�
2 [a; b]

�
�! P (N (0; 1) 2 [a; b])

Remarque 2.5.2 Le théorème limite central exprime le fait que dans la loi des grands
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nombres, les �uctuation est universelle elle est gaussienne et ne dépend pas la loi initiale

des variable Xi

Sn = n�m+ � �
p
n N (0; 1) + o

�p
n
�
i:e

Sn
n
= m+

�p
n
N (0; 1)

l�universalité des �uctuations explique pourquoi la loi normale omniprésente dans la mo-

délisation aléatoire.

Exemple 2.5.3 On précise maintenant l�évolution du gain dans un jeu pile ou face sy-
métrique, i.e lorsque t = 1

2
la loi des grands nombres donne :

Sn
n
=
X1 + :::+Xn

n

p�! E [X1] = 2t� 1 = 0:

2.5.1 Converge vers loi de Poisson

Converge de loi Binomial vers loi de Poisson

Soit (Xn)n2N une variable aléatoire réel telle que Xn � B (n; pn) et telle que

lim
n7�!1

npn = �:

On a pour tout k 2 N, n � k

P (Xn = k) =

�
n

k

�
pkn (1� pn)

n�k

on a �
n

k

�
=

n!

k! (n� k)! =
1

k!

k�1
�
j=0
(n� j)

Or pour k �xé, on a pour tout j � k � 1, n� j �
n7!1

n. Donc

�
n

k

�
�

n7!1

nk

k!

On a

npn �
n7!1

�

donc

pn �
n7!1

�

n

On a donc �
n

k

�
pkn �

n7!1

�
�

n

�
nk

k!
=
�k

k!
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On a également

ln
�
(1� pn)n�k

�
= (n� k) ln (1� pn)

Or

pn �!
n7!1

0

Donc

ln (1� pn) �
n7!1

�pn

On encore

ln (1� pn) �
n7!1

��
n

On en déduit que

(n� k) ln (1� pn) �
n7!1

�� (n� k)
n

�
n7!1

��

Donc

lim
n7!1

ln
�
(1� pn)n�k

�
= ��

Et donc par composition des limites

lim
n7!1

(1� pn)n�k = exp (��)

On en déduit que

lim
n7!1

P (Xn = k) =
�k exp (��)

k!

On reconnaît une loi de Poisson de parmètre de �:

2.5.2 Converge vers loi de Gauss

Converge de loi Binomial vers de Gauss

le théorème limite central permet de préciser la convergence des quotients

Sn
n

 
Sn =

nX
k=1

Xk; o�u (Xk)k�0

!

est une variable aléatoire réel de Bernoulli indépendantes de même paramètre p vers p

pour tout intervalle [a; b] de R

P (np+ a
p
npq � Sn � np+

p
npq) �!

n7!1

1p
2�

bZ
a

exp

�
�x

2

2

�
dx:
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où q = 1 � p comme Sn suite la loi Binomiale de paramètre n et p; la limite de droite
réprésente une valeur approchée de

X
np+a

p
npq�np+bpnpq

�
n

k

�
pkqn�k:

Ce théorème fournit donc une approximation d�une loi Binomiale et de pramètre p pas

trop proche de 0 ou de 1 par la loi de Gauss.
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Chapitre 3

Convergences des martingales

Une brève introduction est faite dans ce chapitre sur les martingales. Dans un premier

paragraphe on donne les dé�nition de �ltration et martingale, deuxiéme inégalité de Doob,

et théoreme convergence.

3.1 Filtration

Dé�nition 3.1.1 Une �ltration sur (
;F ; p) est une suite croissante de sous-tribus (Fn)n2N :
F0 � F1 � ::: � Fn � Fn+1 � :::F on note

F1 = � (UnFn)

le quadruplet (
;F ; (Fn) ; p) est appelé espace �ltré. Ici n représente le temps Fnest l�in-

formation disponible au temps n (elle est croissante) :

3.2 Martingale

Dé�nition 3.2.1 La suite de variable aléatoire (Mn)n2N est une martingale pour la �l-

tration (Fn)n2N en abrége est une (Fn) martingale si pour tout 8n 2 N

1 E jMnj <1:

2 Mn est Fn mésurable.

3 Pour tout m � n; E (Mn j Fm) =Mn persque� sûrement:

Exemple 3.2.2 Soient Z 2 L1 (
;F ; p) ; (Fn)n2N une �ltration et dé�nition pour tout
n 2 N;Mn := E (Z j Fn) : Alors (Mn)n2N est une martingale pour la �ltration (Fn)n2N :véri�cation.
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D�abort chaque Mn est Fn mesurabale par construction litégrabilite de Mn en utilisant la

conservation de l�espérance, on obtient

E jMnj = E jE (Z j Fn)j � E jZj <1:

En�n pour 0 � m � n

E (Mn j Fm) = E (E (Z j Fn) j Fm) = (EFm � EFn) (Z) = EFm (Z) =Mn

en utilisant

Fm � Fn:

3.2.1 Sous-martingale et sur-martingale

Dé�nition 3.2.3 La suite variable aléatoire (Zn)n2N est une sous-martingale ou une sur-
martingale pour la �ltration (Fn) si pour tout n 2 N

1 E jZnj <1:
2 Zn est Fn mésurable.

3 Pour tout m � n presque-sûrement
(
E (Zn j Fm) � Zm (sous- martingale).

E (Zn j Fm) � Zm (sur- martingale).

Théorème 3.2.4 toute martingale bornée dans L1(en particulier tout martingale positive
ou bornée) converge presque-sûrement

Preuve. Soit (Mn) une telle martingale, alors ses parties positiveM+
n et négativeM

�
n

sont des sous-martingales positives bornées dans L1qui convergent donc presque-sûrment.

Il en va donc de même de

Mn =M
+
n �M�

n :

3.3 Inégalité de Doob

3.3.1 Inégalité maximale de Doob

Dé�nition 3.3.1 Soit (Zn)n2N est une sous-martingale, 8 n 2 N

P (maxZn � t) �
E (Z+n )

t
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si (Mn)n2N est une martingale 8 n 2 N

P (maxMj � t) �
E (Mn)

t

3.3.2 Inégalité de moments de Doob

Dé�nition 3.3.2 Soit (Mn)n2N est une sous-martingale positive ou une martingale pour

tout 1 < k <1 il exite une constante universelle ck telle qu�en notant

M�
n := max

j�n
jMjj

on ait 8 n 2 N
E (M�

n)
k � ckE jMnjk

la valeur optimale de ck est
�

k
k�1
�k
d�ou 8 n 2 N

E kM�
nk

k �
�

k

k � 1

�
kMnkk :

Théorème 3.3.3 Soit X une martingale et soient N 2 N et k > 1 alors

kmax (jXnj ; 0 � n � N)kk �
k

k � 1 kXNkk :

Preuve. Notons X�
N = max (jXnj ; 0 � n � N) pour N 2 N : on a par l�inégalité

maximale

�k (max (jXnj ; 0 � n � N) � �) � E
�
jXN j 1min(�Xn;0�n�N���)

�
cela revient à �k (X�

N � �) � E (jXnj 1XN��) on sait de plus par fubini que

E
�
(X�

N)
k
�
=

Z
P
�
(X�

N)
k > �

�
d� =

Z
P (X�

N > �) k�
k�1d�

� P

Z
E (jXnj 1XN��)�k�2d� = PE

�
jXN j

Z
�k�2d�

�

=
k

k � 1E
�
jXN j (X�

N)
k�1
�
=

k

k � 1

�
E jXN jk

� 1
k
�
E jX�

N j
k
� (k�1)

k

=
k

k � 1 kXNkk kX�
Nk

k�1
k

k�1
=

k

k � 1 kXNkk
�
E (X�

N)
k
� k�1

k
:
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Donc si kXNkP < 1;on a bien kX�
Nkp < 1 et on conclut si kX�

Nkp = 1 alors

l�iégalité est triale par Jensen pour tout 0 � k � N; kXkp = kE (XN j Fk)kp � kXNkp :

3.4 Théorèmes de convergence

Dans cette section, la notion d�uniforme intégrabilité est importante.On rennoie à un

cours de probabilité de base pour la dé�nition de cette notion.

Théorème 3.4.1 (convergence presque-sûrement ) Soit X = (Xt)t�0 une sur-martingale

continue à droite et bornée dans L1:Alors il existe une variable aléatoire X1� 2 L1 telle
que lim

t7�!1
Xt = X1� presque-sûrement.

Remarque 3.4.2 Un énoncé adapté donne la convergence des sous-martingale continues
à droite. Une sous-martingale (Xt)t�0 est bornée dans L

1 seulment si

sup
t�0
E
�
X�
t

�
<1:

En e¤et comme

E [Xt] � E [X0] ; on a E
�
X+
t

�
� E [X0] :

Il vient

E
�
X�
t

�
� E [jXtj] = E

�
X+
t

�
+ E

�
X�
t

�
= 2E

�
X�
t

�
+ E [X0]

et donc

sup
t�0
E [jXtj] � E [X0] + 2sup

t�0
E
�
X�
t

�
:

Preuve. Soit D une sous-ensemble dénombrable dense de R+: On déduit pour tous
a < b;on a

E
�
MX
a;b (D)

�
= lim

t�!1
E
�
MX
a;b ([[0; t] \D])

�
� lim

t�!1

E [(Xt � a)]
b� a �

supt�0E
�
(Xt � a)�

�
b� a <1:

On a donc

MX
a;b (D) <1 presque� sûrement

pour tout rationnels a < b et aussi pour tout rationnels a < b p:s on déduit pour que

X1� := lim
t2D 7�!1

Xt
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existe presque-sûrement (sinon,il existe a < b rationnels tels que

lim inf
t2D 7�!1

Xt < a < b < lim sup
t2D 7�!1

Xt

ce qui exige un nombre in�ni de montées de a vars b le long de D). De plus,le lemme de

fatou permet de voir cette limte est dans L1d�abord, on a

E [jX1�j] = E
h
lim
s�!1

jXsj
i
= E

h
lim
s�!1

inf jXsj
i
� lim

s�!1
inf E [jXsj] � sup

s�0
E [jXsj] <1:
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0.1 Inégalité de Markov

Théorème 0.1.1 Soit X une variable aléatoire à valeur non négatives pour tout réel :a > 0

P fX � ag = E[X]
a

Preuve I =

8<: 1 si X � a

0 ailleurs

et noter que, puisque : X � 0 I � X
a . En prenant les espérances de l�expression cidessus, on obtient :

E [I] � E [X]

a

ce que comme E [I] = P fX � ag , prouve le résultat le théorème suivant est alors

un corollaire de l�inégalité de Markov

0.2 Inégalité de tchebychev

Théorème 0.2.1 Soit X une variable aléatoire d�espérence � et variance �2, pour tout réel,K > 0 :

P fjX � �j � Kg � �2

K2 :

Preuve on peut appliquer l�inégalité de Markov,avec a = k2, à la variable (X � �)2puisque celle-ci est

valeurs non négatives. on obtient P
n
(X � �)2 � k2

o
� E[(X��)2]

k2

Mais, comme (X � �)2 � k2; équivaut à jX � �j � K; peut être récrite

P fjX � �j � Kg �
E
h
(X � �)2

i
K2

=
�2

K2

Mots Cles

* variable aléatoire

* Fonction de répartition

* Fonction caractéristique

* Converge même loi (même espérance et variance)

* Loi des probabilité : loi de Bernoulli,B (1; p) ; E (X) = p; V ar (X) = p (1� p) ; P (Xi = xi) = pxi (1� p)1�xi :

Loi de Poisson, P (�) ; E (X) = �; V ar (X) = �; P (Xi = xi) = exp (��) �
xi

xi!
:



2

Loi Normale N
�
m;�2

�
; E (X) = m; V ar (X) = �2; P (Xi = xi) =

1p
2��

exp
�
� 1
2�2

(xi �m)2
�
:

Loi Binomial, Bin (M;p) ; E (X) =Mp; V ar (X) =Mpq; P (Xi = xi) = C
xi
Mp

xi (1� p)M�xi :
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