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Introduction Générale

Les polynémes sont des objets centraux en mathématiques : ils interviennent aussi
bien en analyse, sous la forme des « fonctions polynomiales », qui forment la plus petite
classe de fonctions d’une variable réelle & valeur réelle stable par combinaison linéaire,
par produit, contenant les fonctions constantes et 'identité; qu’en algébre, ot & un pro-
bléme linéaire peut souvent étre associé un « polyndéme caractéristique» dont les racines
traduisent certaines caractéristiques du problémes (valeurs propres, module et pulsation
d’un systéme dynamique). Qui plus est, des outils de nature arithmétique interviennent
aussi dans 1’étude des polynomes.

Ce mémoire est réparti sur I'introduction générale, et trois chapitres. Dans le premier
chapitre on donne des notions préliminaires sur les groupes, les anneaux, les corps, et les
espaces vectoriels et leurs propriétés. On donne aussi les notions d’inversibles et d’intégrité.
Nous terminons ce chapitre par les algébres sur un corps et des exemples de référence.

Le deuxieéme chapitre est une étude générale de la structure de l’ensemble de po-
lynomes K [X]. On donne la notion d’un polynome, degré, racine d’'un polynome, les
polynoémes scindés et le théoréme de D’Alembert. On calcul le pged et le ppcm des po-
lynomes. On établit 'existence de la décomposition des polynomes dans le cas réel et
complexe.

Enfin, dans le dernier chapitre, On construit ’ensemble des fractions rationnelles
K (X) a partir de 'ensemble K [X] et on étudie aussi la structure de corps et de 1’algebre
de cet ensemble. On termine ce chapitre par le calcul de la décomposition en élément

simple d’une fraction dans le cas réel et complexe.



Chapitre 1
Structures algébriques

Les objectifs de ce chapitre sont :

Rappeler la structure de groupe, les régles de calculs. Définir les notions de morphisme,
de noyau, de sous groupe. Rappeler la structure d’anneau, les régles de calculs, les notions
d’inversibles et d’intégrité. Définir les notions de morphisme et de sous-anneau. Rappeler
la structure de corps commutatif et de sous-corps. Rappeler la définition d’espace vectoriel
et les exemples de référence. Rappeler la structure d’une algeébre. Définir les notions de

morphisme et de sous algebres.

1.1 Groupes

1.1.1 Loi de composition interne

Définition 1.1.1
1) On appelle loi de composition interne (ou opération interne) (en abrégé : LCI) sur un
ensemble non vide E, toute application x de E X E dans E.

2) L’image x(x,y) est souvent notée x  y.

Exemple 1.1.2

1) Les opérations usuelles +,. sont des lois de composition internes sur N, Z,Q, R, C.

2) La composition o est une loi de composition interne sur l’ensemble F(E, E) des appli-
cations de E dans F.

3) N,U, A\ (intersection, union, différence symétrique) sont des lois de composition in-
ternes sur P(E)

Définition 1.1.3

1) Un ensemble E muni d’une ou plusieurs loi de composition internes est appelé structure



algébrique.

2) Le couple (E, *) est appelé un magma.

Remarque 1.1.4 Si les lois sont notées *i,*s, ..., *,, alors la structure, algébrique est

notée (E, %1, %g, ..., %y ).

Définition 1.1.5 Soit x une loi de composition interne sur E.

1) Une partie A de E est dite stable pour x si et seulement si

Ve,yec A:xxye A

AxA — A

(z,y) +— xxy
est appelée lci induite sur A par * de E. Autrement dit la restriction de la loi x ¢ A x A

2) Si A une partie stable de E pour x, alors la lci dans A définie par

définit une loi de composition interne sur A.

Exemple 1.1.6
1) R* une partie de R est stable pour la multiplication.

2) R~ une partie de R n’est pas stable pour la multiplication.

Définition 1.1.7 Soient x, T" deux LCI sur un ensemble non vide E. Alors, On dit que
1) La loi % est commutative, si et siVr,y € E:xxy=1yx*x.

2) La loi * est associative, si et siVr,y,z € E: (x*xy)*z=u1xx*(y*z2).

3) e de E est neutre a droite (resp : a gauche) pour x si et siVe € E:xxe=x. (resp :
Vre F:exx=ux)

4) e de E est dit élément neutre (ou élément unité) pour * si et si e est neutre a droite
et a gauche. C’est-a-dire

Ve E :xxe=exx =2

5) x de E posséde :

i) Un symétrique o gauche noté x, si et six'xx=e. On dit alors que x est symétrisable
a gauche.

ii) Un symétrique o droite noté x!, si et si x * 2’ = e. On dit alors que x est symétrisable
a droite.

i11) Un symétrique =’ si et si x xx' = ' xx = e. On dit alors que x est symétrisable.

6) T est distributive & gauche (resp : & droite) par rapport a x si et si

Ve,y,z € E:aT (yx*z) = (2Ty) x (xT2)
(resp : (yxz2)Tx = (yTz)x*(2Tx))

7) T est ditributive par rapport o x si et si T' est distributive a gauche et & droite.

4



Notation 1.1.8

1) Lorsque la loi est notée additivement +, I’élément neutre est noté Og et le symétrique
de x est noté —x (appelé opposé de x)

2) Si la loi notée multiplicativement ., alors I’élément neutre est noté 1g et le symétrique

1

de © est noté v7' ou L (appelé inverse de x).

Exemple 1.1.9

1) La somme + et le produit .sur C (donc sur ses sous-ensembles) est associative et
commutative, et admettent pour neutres respectifs 0 et 1.

2) La composition o sur F(F) est une loi associative, admettant Idgy comme élément
neutre, et les seuls éléments inversibles sont les applications bijectives.

3) Les lois U,N, A sur P(E) sont associatives et commutatives. Elles admettent pour
neutres respectifs ¢, K, ¢.

4) Seul ¢ (resp : E) est inversible dans (P(E),U) (resp : (P(E),N)).

Proposition 1.1.10 Soit E un ensemble muni d’une lot de composition interne *, alors
1) L’élément neutre e, s’il existe, il est unique.
2) Si * est associative et admet un élément neutre e, alors I’élément inverse x=* de x, s’il

existe il est unique, de plus si x,y € FE sont inversibles alors x =y est inversible et

(95_1)_1 =z

{ (wxy) =yt

Preuve.
1) Supposons €’ un autre élément neutre de *, alors e x ¢ = e et comme e est aussi un
élément neutre alors e x e/ = e/, d’ou I'égalité ¢’ = e.

2) Supposons z’ un autre inverse de x, alors ' * x = e, ainsi

donc l'inverse est unique.

1 1 1

Onax*xz " =e=x " *ux, et puisque 'inverse est unique, alors = est I'inverse de z=",

cad (z) ' ==z

Supposons que z,y € E sont inversibles. Alors

(ylxax Hx(xxy)=y lxalxzxy=c¢c
xr Tl =e

(xxy)x(y s ) =axyxy xa!

1

Vs a1 est linverse de x x ¢, c.ad (z*xy) " =

et puisque l'inverse est unique, alors (y~

y lxzl m



1.1.2 Loi de composition externe

Définition 1.1.11 Soient E et X des ensembles. On appelle loi de composition externe
(LCE) sur E toute application notée T définie par

T: XxFE — FE

(,x) +— oTx

Les éléments de X sont appelés opérateurs (ou scalaires) et on dit que E est muni d’une

loi de composition externe a opérateurs dans X .
Remarque 1.1.12 La loi T peut étre notée multiplicativement a l'aide d’un point.

Définition 1.1.13 Soit E un ensemble muni d’une loi de composition externe T & opé-
rateurs dans X. Soit F' une partie de E.
1) On dit que F est stable par T si

Va e X,Vx € F,aTx € F

2) Si F' est une partie stable par T , alors la restriction de T a F' est une loi de composition

externe sur I dite loi induite par T dans F'.

Définition 1.1.14 On dit que (G, x) est un groupe si la loi x est associative, et admet
un élément neutre e et tout élément de G est inversible (symétrisable).

St en plus * est commutative, alors le groupe G est dit commutatif ou abélien.

Exemple 1.1.15

1) Les structures (Q*,.), (R*,)(C,*,.) sont des groupes commutatifs.

2) (P (FE),N) n'est pas un groupe, puisque l'inverse de ¢ n’existe pas.

3) Si E un ensemble. On note o (E) 'ensemble des bijections de E dans E. Alors (o (E),0)
est un groupe (en général non abélien).

4) (Z/nZ,+) ot n € N* est un groupe abélien.

Définition 1.1.16 On dit qu’un groupe (G, x) est fini si l’ensemble G est fini. Dans ce
cas, le cardinal de G est appelé ordre de G et noté ord (G), |G| .

Exemple 1.1.17 G = (Z/nZ,+) ou n € N* est un groupe fini d’ordre n.

Définition 1.1.18 Puissances entiéres dans un groupe :

Soit (G, *) un groupe, n € Z et a € G. On définit les puissance entiéres (n®"¢) de a de la



facon suivante
a®=e
"=a*xa"tn>0

"= (") ,n<0

Q

Q

Pour n strictement positif, on a donc a™ = a*a*...xa et pour n strictement négatif,
N———

n fois

n fois
Si la loi est notée additivement, alors on note na au liew de a™. On a alors

Oa=e
na=a+(n—1)a,n>0

na = —(—na),n <0
On obtient ainst les “régles de calcul” suivantes :

xnxm — :L,ner — $m+n

Vr,y € (G,.),Vm,nEZ:{

Ve,y € (GWL),Vm,neZ;{ (”+m)$=nx+mx
T

(nm)z = n(mx)

Définition 1.1.19 On appelle sous groupe d’un groupe (G,x*) toute partie non vide H
Bde G Mqui est elle méme un groupe pour la loi restreinte a H. Autrement dit H est sous

groupe de (G, ) si et si

iWre H:x'eH
i)V N iiVe,ye H:xxy '€ H

e € H

e {i)eEH
<~

ii)Ve,ye H:xxye H

Exemple 1.1.20

1) Si (G, *) est un goupe, alors {e} et G sont des sous groupes de G appelés sous groupes
trivauz.

2) ({—1,1},-) est un sous groupe de groupe (R*,-).

3) Les sous groupes de (Z,+) sont nZ = {na,a € Z} oun € N*.

Définition 1.1.21 Soient (G1,*), (G2, T) deuz groupes et f : (G1,%) — (G2, T) une

application, on dit que [ est un morphisme de groupe G1 dans Go si et seulement si

Vo,y € Gy f(exy) = f(z) T f ()



On dit de plus que f est un :
Endomorphisme lorsque G1 = G et x = T.
Isomorphisme lorsque f est bijective. On dit que Gy et G sont isomorphe, G, ~ Gs.

Automorphisme lorsque f est un endomorphisme bijective.

Exemple 1.1.22
1) L’application f : (C*,.) — (R*,.) telle que f (z) = |z| est un morphisme de groupes.
Car

Vz,2' € C*: f(2.2) = |2.2]| = |2] . || = [ (2) .f (&)

2) Pour tout élément a d’un groupe (G, x), Uapplication f, : (G,*) — (G, *) telle que

fo(z) =axx*a! est un automorphisme du groupe (G, *).

Remarque 1.1.23

1) Si f: (G,*) — (G',T) est un morphisme du groupes, alors

a) f(e) =¢' (e ete sont respectivement les éléments neutres de G et G').

b) Pour tout z € G : f (z7') = (f (z)) .

2)8i f:(Gi,%) — (Go,7T) et g : (GayT) — (G3,A) deuxr morphismes de groupes
,alors : go f 1 (G1.) — (Gs, A\) est un morphisme de groupes.

3) Si f: (Gy,*) — (Ga,T) est un isomorphisme de groupes, alors f=' : (Gg,7) —

(G4, %) est un isomorphisme de groupe.

Définition 1.1.24 Soit f : G; — Gy un morphisme de groupes. On note ey l’élément
neutre de groupe G et ey I’élément neutre de groupe Go. Alors

1) On appelle noyau de f, et on note ker (f) l’ensemble

ker (f) ={z € G : f(x)=e}t=f"({es})

2) On appelle image de f, et on note Im (f) l’ensemble

Im (f) ={y € Go:Fx € Gy, f(x) =y} = f(G1)

Proposition 1.1.25 Soit f : (G1,*) — (G2, T) un morphisme de groupe. Alors

1) L’image directe d’un sous-groupe de Gy par f est un sous-groupe de Go. En particulier
Im (f) est un sous groupe de Gs.

2) L’image réciproque d’un sous-groupe de G par f est un sous-groupe de Gy. En parti-

culier ker (f) est un sous groupe de Gj.

Théoréme 1.1.26 Soit f : (G1,*) — (Ga, T) un morphisme de groupes. Alors
1) f est injective si et seulement si ker (f) = {e1}.

2) [ est surjective si et seulement si Im (f) = Gs.



Preuve.
1) Supposons que f est injectif. Comme f est un morphisme, on a e; € ker (f). Comme
f est injectif, alors e; est le seul élément de e; dans Gy, ce qui prouve que ker f = {e; }.
Réciproquement, supposons que ker f = {e;}. Soient x,y € G tel que f(x) = f(y).
Montrons que z = y. On multiplie & droite I’égalité f(x) = f(y) par (f (y)) . On obtient

D’aprés les propriétés des morphismes de groupes, on a f (z*y~') = ey. Donc z *y~! €

ker (f) et forcément z * y~!

= e1. On multiplie & droite par y les deux membres de cette
égalité et on obtient x = y, ce qui prouve que f est injectif.

2) La preuve de cette propriété est immédiate, sachant que Im (f) = f (G1). =

1.2 Anneaux

Définition 1.2.1 Soit A un ensemble possédant deux lois internes notée + et .. Alors on
dit que (A, +,.) est un anneau si et seulement si :

1) (A, +) est un groupe commutatif.

2) La loi .est associative : Vr,y,z € A:z.(y.2) = (x.y) .z.

3) La loi . est distributive & gauche et & droite par rapport a +

oy s e A r.(y+z)=zy+xz
(y+z2)z=yxr+zzx

St la loi . admet un élément neutre, on dit que [’anneau est unitaire.

St la loi . est commutative, on dit que ’anneau est commutatif.

Remarque 1.2.2 Puisque la premiére loi de A est notée additivement + ; alors son élé-
ment neutre est noté 04 et pour la méme raison le symétrique d’un élément x par rap-
port a cette loi est noté —x et appelé opposé. Puisque la deuziéme loi de A est notée
multiplicativement. ; alors son élément neutre (s’il existe) est noté 14 et pour la méme
raison le symétrique d’un élément x par rapport a cette loi (s’il existe) est noté v~ et

appelé inverse.

Exemple 1.2.3
1)(Z,+,), (Q+,.), (R, +,.) et (C, +,

.) sont des anneaux commutatifs unitaires .
2) Pour tout ensemble E, on a (P (E),A,N) est un anneau commutatif et unitaire.

Reégles de calculs dans un anneau :



Soit (A, +,.) un anneau, on note 04 le neutre de +, 14 le neutre de ., alors
)Vee A:2.04 =04.2 = 04.
2) Vee A: (—la)z=2.(—14) = —x.
) Ve,y,z€ A:(x—y).z=az—yzet z.(x —y) = 2.0 — 2.9.
4) Vr,y € A, si z et y commutent (i.e. x.y = y.z), alors on a la formule du binéme de

Newton .

VneN: (z+y)" = ZCﬁxk.y”_k
k=0

ou 2’ =19° =1,.

Définition 1.2.4
1) Si lélément x d’un anneau posséde un inverse pour la deuxiéme loi de cet anneau, on

L son .inverse.

dira que x est un élément inversible de cet anneau et on notera x~
2) L’ensemble des éléments inversibles d’un anneau posséde une structure de groupe pour

la multiplication de l’anneau est appelé groupe des unités de A et noté U(A),

Définition 1.2.5 On appelle sous anneau d’un anneau (A, +,.) toute partie non vide B
de A qui est elle méme un anneau pour les lois +,. restreintes o B. Ceci est équivalent
a:

1) (B t d A
B est un sous anneau de A <= J(B,+) est un sous gmype e groupe(4, +)
2)B est stable pour la loi. : Vz,y € B:z.y € B

1)0A€B
— QVr,ye B:x—y€B
3WVz,ye B:zy€ B

Remarque 1.2.6 Une intersection de sous-anneauz de (A, +,.) est un sous-anneau de

A.

Exemple 1.2.7
1) Si A est un anneau, A et {04} sont des sous anneaux de A.
2) 7 est un sous-anneau de Q qui est un sous-anneau de R.

3) (nZ,+,.) avec n € N*, sont des sous anneaux de Z.

Définition 1.2.8 Soit (A, +,.) un anneau non réduit ¢ 04 et a € A —{04}. Alors
1) On dit que a est un diviseur de zéro s’il existe b € A—{04} tel que ba =04 ouab = 04.

2) On dit que A est intégre si A est commutative et sans diviseurs de zéro, i.e.
Va,be A:ab=04=a=04 oub=0y4
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Exemple 1.2.9

1) (Z,+,.), (Q,+,.), (R,+,.) et (C,+,.) sont des anneauz intégres.

2) Dans Z./67Z, on a 2,3,4 sont des diviseurs de zéro, donc (Z./6Z,+,.) n'est pas intégre.
0 0 0 0

3) Dans Ms (R), on a ( Lo ) et ( Lo ) sont des diviseurs de zéro.

Définition 1.2.10 Soit f : (A,+,.) — (B, +,.) une application d’'un anneau A dans

un anneau B, on dit que f est un morphisme d’anneaux lorsque :

)Vr,y € A: f(z+y) = f(z)+ f(y).

2)Vr,y e A: f(zy) = fz).f(y).

Exemple 1.2.11 L’application f : (Z,+,.) — (Z/nZ,+,.) telle que f(x) = & est un

morphisme d’anneaux.

1.3 Corps

Définition 1.3.1 Soit K un ensemble muni de deux lci + et .. On dit que (K, +,.)et un
corps st et seulement si :
1) (K,+,.) est un anneau unitaire. (14 est le neutre pour la loi .) .

2) Tout élément de K* = K — {04} admet un symétrique (inverse) pour la loi . dans K :

Vee K* Iz ' e K* ioaxt=ato=1y4

Si de plus . est commutative, alors on dit que (K,+,.) est un corps commutatif.

Remarque 1.3.2
1) Si (K,+,.) est un corps alors (K*,.) est un groupe.

2) Tout corps commutatif K est un anneau intégre. Puisque

“tab=a"0 b=0
-t { e L

abb™! = 0gb~? a=0g

Définition 1.3.3 Soit (K, +,.) un corps et L C K , on dit L est un sous corps de K si
et seulemet si :

1)0k,1x € L
2Vx,ye L:x—y €L

1)1K€B ;
3WVr,ye L:xy € L
)

2(L,+,.) est un sous anneau de(K,+,.) <=

AWz el*:xztel
Jve v AWxeL*:z7'el

11



1.4 Espaces vectoriels

Définition 1.4.1

1) On appelle espace vectoriel sur le corps K tout ensemble E muni d’une loi de compo-
. EXFE E
sition interne + (addition) 7 et d’une loi de composition externe
(z,y) +— x4y
.. KxFE E
- (multiplication) 7 tels que :
(N z) — Az
a) (E,+) et un groupe commutatif.
b) Vo, € K,Vx,y € E, on a :
i) (a+0).x=ax+px.
it) (.f) .x = a. (B.x).
i) a. (x +y) =ax+ oy .
iii) 1 - x = .
2) On dit alors que (E,+,-) est un K— espace vectoriel, les éléments de K sont appelés

scalaires, ceuxr de F, vecteurs. L’élément neutre de (E,+), Op est applé vecteur nul .

Exemple 1.4.2
1) Notons S(K) l’ensemble des suites a coefficients dans K. Avec les lois
+: S(K)xS(K) —  S(K) 0 KxS(K) — S(K)

((@n), (yn))  +— (Tn+ Yn) (A (zn)  — (Azn)
est un K —espace vectoriel. Son vecteur nul est la suite constante nulle.

. Alors (S(K), +,.)

2) Soit X un ensemble non vide et soit E un K—espace vectoriel. On définit sur l’en-

semble F (X, E) des applications définies sur X a valeurs dans E :
+: F(X,E)x F(X,EF) — F(X,FE)

Une addition (f.9) — (f+g)

f(@) + g(x).

Une multiplication par un scalaire

donnée parVzr € X : (f+g) (x) =

KxF(X,E) — F(X,E)
(WF)  — Af
X (Af)(x) = A\f(x). Muni de ces lois, I'ensemble (F(X,E),+,) est un K—espace

vectoriel. Son vecteur nul est l'application identiquement nulle sur X a valeurs dans E.

donnée par Vx €

Définition 1.4.3 Soit E un espace vectoriel sur K , soit F' une partie de E. On dit que
F' est un sous espace vectoriel de E si et seulement si :

1)0g € F.

2)V (u,v) € F2,¥ (\,u) € K? : Mu+ v € F.
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1.5 K-algébres

Définition 1.5.1 On appelle une K—algébre tout ensemble A muni d’une loi interne
KxA — A

notée +, d’une loi externe et d’une loi interne (appelée 3éme loi)
\z) — Az

notée x telles que :

1) (A, +,.) est un espace vectoriel sur K

2) x est distributive sur +

)VANe KN,y A: X (xxy) = (\x)xy=xx*(\y)
Notation 1.5.2 On note une K—algébre par (A, +,x,.)

Définition 1.5.3 Une K—algébre est dite :
1) commutative si et si la loi % est commutative.
2) associative si et si la loi * est associative.

3) unitaire ou unifére si et si x admet un neutre.

Exemple 1.5.4

1) Tout corps commutatif K est une K—algébre commutative, associative et unitaire en
prenant pour la 3éme lot la multiplication.

2) R est une R—algébre commutative, associative et unitaire pour les lois usuelles et C
aussi.

3) C est une C—algébre.

4) (L(E),+,0,.) Uensemble des endomorphismes est une K—algébre associative et uni-

taire, dont la 3éme loi est la lot o de composition.

Définition 1.5.5

Soit (A, +,*,.) une K—algébre et B C A, on dit que B est une sous algébre de A si et si
1) B est un sous espace vectoriel de A.

2)Vx,ye B:xxy € B

Ceci est équivalent a

1) B2

2)Vx,ye B:x+ye€ B

)V e K,\Nx € B: \x € B

4)Vr,y e B:xxy € B

Exemple 1.5.6 F (R,R) est une R—algébre pour les lois usuelles et la 3éme loi est la
mutiplication et ’ensemble B des applications bornées de R dans R est une sous algébre
deF (R,R).
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Définition 1.5.7 Soient (A, +,%,.),(B,+,*,.) deur K—algébres et f : A — B une
application. On dit que [ est un morphisme d’algébres si et si

DVr,ye A: f(z+y)=f(x)+ f(y)
2)VAE KNz € A: f(A\x)=Af(2)

3)Vr,ye A f(zxy) = f(x)*f(y)

Remarque 1.5.8 f est un morphisme d’algébres si et si f est un morphisme d’espaces

vectoriels ( ou linéaire ) et f est un morphisme pour la loi *.

Exemple 1.5.9 L’ensemble des suites convergentes est une sous algébre de la R—algébre
des suites réelles, et 'application qui & une suite convergente associe sa limite est un

morphisme d’algébre.
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Chapitre 2
Etude générale de ’ensemble K |z]

Les objectifs sont : définir la notion de polynomes, étudier la structure de K[X]. Définir
la notion de degré d’un polynéme et aborder la notion de racine, de polynémes scindés
et le théoréeme de D’Alembert. Calcul de pged et ppecm des polynomes est ses propriétés.
Etablir Pexistence de la décomposition des polynomes dans le cas réel et complexe

Dans tout ce chapitre, K désigne un corps commutatif.

Définition 2.0.10 On appelle polynome a coefficients dans K toute suite d’éléments de
K nulle a partir d’un certain rang. Les termes d’une telle suite sont appelés : coefficients
du polynome, et la suite nulle est appelée polynéme nul noté 0. Si tous les termes sont
nuls sauf un, le polynome est appelé mondme. Si tous les termes sont nuls a partir de

[indice 1, on dit que le polynéme est constant.

Notation 2.0.11 .
1) Les polynémes a une indéterminée et o coefficients dans K sont notés P = Y a, X*

k=0
ot il existe un entier naturel n € N tel que ap = 0 pour tout k > n.

2) L’ensemble des polynomes a coefficients dans K est noté K[X]|, on a donc :
K[X] = {(an) € F(N,K) : 3ng € N,n > ng = a, = 0}

Remarque 2.0.12 Deuzx polynomes sont égaux si et seulement si ils ont les mémes co-

efficients (égalité de deux suites).
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2.1 Opérations dans K|X] et structures algébriques
de K[X]

2.1.1 Opérations sur les polyndémes

Définition 2.1.1 Soient P = (a,)n, Q = (by)n deux polynomes de K[X|, et A € K alors
on définit les opérations suivantes sur les polynomes :

1) Addition (loi interne) : P+ Q = (a, + by)y.

2) Multiplicatin par un scalaire (loi externe) : \.P = (\ay),

3) Produit (lot interne) : P x QQ = (c,), ou la suite (c,), est définie par ¢, =

];_Oakbn_k = Z apbq

pt+g=n

P ‘ q , r ,

Remarque 2.1.2 Si P =) a; X" et Q = > b, X", alors P x Q = > ¢; X" avecr =p+q,
i=0 i=0 i=0

et pour k € {0,1,...,7}

k k
= Z&ibkﬂ‘ = Zakﬂ‘bi = Z a;b;
i=0 =0

it+j=k

Remarque 2.1.3 L’addition et la multiplication par un scalaire précédemment définies
coincident avec ’addition et la multiplication définie sur l’espace des suites a coefficients
dans Ki.e : F (N, K). Ce n’est pas par contre le cas de la multiplication entre polynomes,

qui me coincident pas avec celle définie entre les suites.

+oo
Définition 2.1.4 Soit P = > a,X" € K[X]. Alors :
n=0

1) Si P # 0, on appelle degré de P lentier naturel maz{n € N : a,, # 0}, noté deg (P).
2) Soit d = deg (P), aq est appelé le coefficient dominant de P.

3) On dit que P est normalisé ou unitaire si et seulement si ag = 1.

4) Si P =0, on pose deg (P) = —c0.

5) Si P,Q € K[X], et A € K*, alors

deg (P + Q) < max {deg (P),deg (Q)}

deg (P + Q) = max {deg (P),deg (Q)}, si deg(P) # deg(Q) )
(P x Q) = deg (P) + deg (Q)
(A

P) = deg (P)

deg
deg

Définition 2.1.5 (Polynéomes paires et impaires) On dit qu’un polynome P € K [X] est
pair (resp : impair) si P (—=X) = P (X) (resp : P(—X) = —-P(X)).
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Notation 2.1.6 Soit n € N, on note K,[X] l'ensemble des polynomes de degré inférieur
ou égal an :
K,[X]={P € K[X]:deg(P) <n}

2.1.2 Structures algébriques de K[X]

Rappelons que I'ensemble F (N, K) des suites d’éléments de K munie de 'addition
et de la multiplication externe forme un espace vectoriel sur K, et E ’ensemble des suite
d’éléments de K nulles a partir d’un certain rang est un sous espace vectoriel de 1’espace

précédent.
Proposition 2.1.7 (K[X],+, x) est un anneau commutatif unitaire et intégre.

Preuve.
1) Montrons que (K[X],+) est un groupe commutatif.
a) Le polynome nul est clairement I’élément neutre pour 'addition.
b) Si P=ag+a; X + ...+ a1 X" ' + a,X", le polynéme (—P) = —ag — a; X + .... +
—a, 1 X" ' —a, X" vérifie P + (—P) = 0, donc (—P) est le symétrique de P.
c) L’associativité et la commutativité résultent de celles de ’addition sur K. Par consé-
quent (K[X],+) est un groupe commutatif.
2) Reste a étudier les propriétés de la multiplication X :
a) De la définition de la multiplication sur K[X]|, on déduit facilement que le polyndéme

P =1 est I’élément neutre pour la multiplication.
p ) q .

b) Commutativité : Considérons P = > a; X" et QQ = > b; X". Notons r = p + ¢, alors
i=0 i=0

PxQ=) X ,QxP=) dX
=0 =0
Donc, on a

k
cr =Y aibyi = ) ab;
=0

Vi € {0,1,...r}: i iri=k — Vke{0,1,...,7} : ¢ = d
d, = Ebk—iai = Z bjai
i=0 j+i=k

— PXxQ=QxP
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c)Associativité : Soient P = (ay)n, @ = (bp)n, R = (¢)n € K [X]. Alors

PQ = (dy),ouVn€eN:dy, =Y ab,s
k=0

(PQ)R = (ey)pouVneN:e, = decn_k
k=0

Et §
QR = (f)n 0t Vn € N: fry = bpcn i
k=0

Puis
n

P (QR) - (gn)n ouVn € N:g, = Zakfn—k

k=0

On a pour tout n € N :

gn = Zaifp: Zai<z bjck> = Z a; (bjc) = Z (a;b;) e, = Z (
i+ (

i+p=n itp=n  \j+k=p j+k)=n (i+7)+k=n gt+k=n

= deckzen:P(QR):(PQ)R

q+k=n

c) Distributivité de la multiplication sur ’addition : Définissons P, (), R comme ci-dessus.
Posons U = (P + Q)R et V = PR + QR. Notons encore d; les coefficients de U, et e,,

ceux de V . Alors on a

dl = Z (CLZ' + bz) C; = Z (CLZ'Cj + biCj) = Z a;Cj + Z biCj = €

i+j=l i+j=l i+j=l i+j=l

donc U = V.
c) Montrons que (K[X],+, x) est intégre. Soient P,Q € K [X].
Supposons que P # 0 et () # 0, alors

deg (P x Q) = deg (P) +deg(Q) #—o0=—= P xQ#0
Donc (K[X],+, x) est intégre. m

Proposition 2.1.8 (K [X],+, X, ) est une K—algébre associative, commutative et uni-

taire.

Preuve. On montre les axiomes suivants :
1) (K [X],+,-) est un espace vectoriel sur K.
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2) X est distributive sur +.

N VAE K VP, P e K[IX]: A (PLXxP)=(ANP)XPy,=P x(\P)
4) x est commutative, associative, et admet un neutre.

Alors

1)
a) D’apres la proposition (2.1.7), on a (K [X],+) est un groupe commutatif.
b) Soient A € K, Py = (ay)n, P = (bn)n € K [X], alors

c) Soient A\, \y € K, P; = (a,), € K [X], alors

AM+X)-P = M+ X)) (an)n = (A + o) a’n)n = (Man, + /\2an)n = ()\1%)” + (>\2an)n =
= M-P+X-P

d) Soient A, \» € K, P, = (a,), € K [X], alors
(M1A2) - Pr= (M) - (an)n = (M A2) an), = (M1 (A2an)),, = A1+ (A2 - an)), = A1 (A1 - Pr)
e) Soit, P, = (a,), € K [X], alors

lg - P =1k (an)n = (an)n = P

Donc (K [X],+,+) est un espace vectoriel sur K.
2) D’apreés la proposition (2.1.7)), on a x est distributive sur +..
3) Soient A € K, P; = (an)n, P> = (by), € K [X], alors

A (PLxP)=X(cn),, = (Acyp),,cn = (arbn_k)
k=0
On a . . .
Aew =AD (agbni) =Y (Aax) bug = Y _ar (A\byy)
k=0 k=0 k=0

:>)\'(p1XP2):<)\'P1)XP2:P1X()\'PQ)

4) D’apres la proposition (2.1.7]), on a X est commutative, associative, et admet un neutre.

Proposition 2.1.9 (Plongement de K dans K [X] )
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L’application
f: K — K[X]
A — fA)=AX"=A1=)
est un morphisme d’algébre injectif. De plus f (1) = 1.

Ceci permet d’identifier K a Ky [X] ou Ky [X] est 'ensemble des polynomes de degré
au plus 0 (i.e : K a sont image par f). Par conséquent O est identifié au polynéme nul
0, et I’élément unité de K est identifié au polynéme constant 1.

Ainsi K est considéré comme (un sous ensemble) une sous algebre unitaire de K [X],
en particulier K [X] est un sous anneau de K [X]|, et K est un sous espace vectoriel de

K —espace vectoriel K [X].

Preuve.
1. Soient A € K, a1,y € K [X], alors :
(a) flaog+ag) =(an+ag) l=a1.l4+al=f(a1)+ f(a2).
(b) f (061.052) = (&1.@2) A= (Ckl.Oég) = (al.l) . (Ckg.l) = f (Oél) f (CYQ).

Donc f est un morphisme d’algebre.

(¢) On a

2. On a

Donc f est injective.

Proposition 2.1.10 Les éléments inversibles de l'anneau K [X|] est 'ensemble des poly-

nomes constants non nuls (K*).

Preuve. Si P est inversible dans K [X], alors il existe un polynome @ tel que P x Q) =
1. Alors P # 0 et @ # 0 puisque K[X] est intégre. On obtient

deg (P x Q) = deg (P) + deg (Q) = 0 = deg (P) = deg (@) =0

Alors il existe ce K*: P=c.1 =c.
Réciproquement : Il est clair que pour tout A € K*, le polynéme P = )\ est inversible et

a pour inverse A'. m
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Définition 2.1.11 Soit P = ag + a1 X + ... + a1 X" ' + a, X™ un polynome de K [z].

On appelle la fonction polynéomiale associée a P, la fonction P définie par :

P K — K

r > P@)=a+ar+..+a, 12" + a,a"

Remarque 2.1.12

1) On ne pas confondre la variable x, qui est un élément de K, avec lindéterminée X
(qui n’appartient pas o K ).

2) Pour tous o € K, P,Q € K [X], on a

Définition 2'71{13
1) Soit P = Y apX* € K [X]. On appelle polynome dérivé de P, le polynéme noté P’
k=0

n n—1
défini par P' = > kap X* 1 = (k+ 1) ap X*.
k=1 k=0

2) On note PO _ P,V¥n e N: pintl) — [p(n)]/'

Remarque 2.1.14
1)
deg (P) — 1, si deg(P) >1

VPeK[X]ideg(P'>:{ —00, st deg(P) <0

2)Va e K,PQeKI[X]:(P+Q) =P+Q,(PxQ) =PxQ+PxQ,(a.P) =a.P.

2.2 Arithmétique des polyndémes

Définition 2.2.1 Soient A, B € K [X]. On dit que le polynome B divise A et on note
B | A s’il existe un polynome Q tel que A = BQ. Dans ce cas, on dit que A est un multiple
de B (ou que B est un diviseur de A).

Dans le cas ou A et B sont tous les deux non nuls, B | A entraine deg (B) < deg (A).

On a les propriétés suivantes :

1)VAe K[X]:A|AA]|O.

Q)VAe K[X]:0|A<== A=0
A|BANB|C= A|C

3)VA,B,Ce K[X]:{ A|B= A|BxC
A|BNA|C= A|B+C

21



) VA,B,C,DEK[X]:A|BANC|D=AxC|BxD

Proposition 2.2.2 Soit A et B, deux polynémes non nuls. St A | B et B | A alors il
existe A € K* tel que A = AB. On dit que A et B sont associés.

Preuve. Or A et B sont non nuls, et A | B et B | A alors deg(A) < deg(B) et
deg (B) < deg(A). Donc A et B sont de méme degré. Comme B | A, on en déduit que
A = BQ avec deg (@) = 0. Autrement dit () est un polynéme constant et non nul car A

n’est pas nul. m

Théoréme 2.2.3 (Définition) Division Fuclidienne (division suivant les puis-
sances décroissantes)

Soient A et B deux éléments de K [X], avec B # 0. Il existe un unique couple (Q, R) de
polynomes de (K [X])2 tel que :

A=QB+R
deg (R) < deg (B)

Le polynéme @ (resp :R ) s’appelle le quotient (resp : le reste ) de la division euclidienne
de A par B.
St R =0, on dit que B divise A.

Preuve. Voir [I] =

Théoréme 2.2.4 (Définition) Division suivant les puissances croissantes
Soientn € N, A, B € K [X] tel que B (0) # 0. Il existe un couple unique (Q, R) € (K [X])*
tels que :
A=BQ+ X""R
{ deg (@) <n

Le polynome @Q (resp :R ) s’appelle le quotient (resp : le reste ) de la division de A par B
sutvant les puissances croissantes de X jusqu’a [’ordre n.

Preuve. Voir [I] =

Exemple 2.2.5
1) Divisions A =2X*+ X3 — X2+ X + 1 par B=2X? — X — 2 de R[X], on obtient

A=2X"+ X - X+ X +1=(2X*-X-2) (X’ + X +1) +4X +3
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2) Divisions A=1+3X +2X? —7X3 par B=1+ X —2X?, jusqu’a 'ordre 3 alors
A=1+43X+2X*-7X°= (1+ X —2X?) (1 +2X 4+ 2X* - 5X%) + X*(9 — 10X)
ot R =9—-10X.

Définition 2.2.6 Soient P € K [X]| et a € K. On dit que a est une racine de P si et

seulement si P (a) = 0.

Proposition 2.2.7 Soient P € K[X] et a € K. Alors a est une racine de P si et

seulement si X —a | P.

Preuve.

1) Soit @ une racine de P. Alors P (a) = 0. Par division euclidienne, il existe (Q, R) €
(K[X])? tels que P = (X —a)Q + R tel que deg (R) < deg (X —a) = 1. On a alors deux
possibilités, soit deg (R) = —oo, soit deg (R) = 0, c’est a dire R = 0. Montrons que la
premiére n’est pas possible :

Si deg (R) = 0, alors il existe A € K* tel que R = A, on obtient P = (X —a)Q + A,
mais alors P (a) = R(a) = A # 0, ce qui est une contradiction. On a donc R = 0 et
P=(X—a)Q.

2) Supposons que X — a | P. Alors il existe @ € K[X] tel que P = (X —a)(Q. Par

conséquent P (a) = 0, ce qui prouve que a est une racine de P. m

Définition 2.2.8 Soient P € K[X], un polynéme a € K,r € N*.

On dit que a est une racine d’ordre v (ou de multiplicité r) de P si selement si (X —a)" | P
et (X —a)™! |/P.

Il est équivalent de dire que P (a) = PWY (a) = P® (a) = ... = PV (a) = 0, P") (a) # 0.
Sir=1. On dit que a est une racine simple.

Sir = 2. On dit que a est une racine multiple.

Sir =3, on dit que a est racine triple, etc.

Remarque 2.2.9

1) Si P # 0, alors toutes les racines de P sont de multiplicité inférieure ou égale a
deg (P).

2) 8i P # 0, alors la somme des ordres de multiplicité des racines de P est inférieure ou
égale o deg (P).

3) Soit P un polynéme non nul admettant les racines ay, ..., ax avec multiplicité ry, ..., 7.
k

Alors H (X — a;) divise P.

i=1
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4) Le polynéme nul ayant une infinité de racines.
5) Si a est une racine de P d’ordre v > 1, alors a est une racine de P' d’ordre r — 1.

6) Si a est une racine complexe de P d’ordre k alors le conjugué a est une racine de P
d’ordre k. En effet : Si P € R[X] et sia € C, alors P(a) = P (a) = 0. (racine simple).

Définition 2.2.10 (polynéme scindé)

Si aq,...,a, sont les racines distinctes de P de multiplicités respectives my, ..., m,,, alors

n n
> -my, < deg(P). La quantité > my (somme des multiplicités des racines) est appelée
k=1 k=1

nombre de racines de P comptées avec leur multiplicité. On dit que le polynome P est

scindé sur K lorsque cette quantité est égale au degré de P.

Remarque 2.2.11 P de degré n est scindé si et seulement si il existe c, A\, Ay, ..., A\, €
K:P=a(X—-X\)(X—=X)...(X =\

Exemple 2.2.12 P, = X? — 2 est scindé sur R, mais pas sur Q. P, = X? + 1 est scindé

sur C, mais pas sur R.

Le trés important résultat suivant est connu sous le nom de théoréme fondamental de
Palgeébre ou théoréme de d’Alembert-Gauss. Il existe de nombreuses preuves, Le théoréme
de d’Alembert-Gauss, simplement appelé théoréeme de d’Alembert ou encore théoréme

fondamental de ’algébre, s’énonce de la facon suivante :

Théoréme 2.2.13 Tout polynome de C [X] de degré supérieur ou égal & 1 (n > 1) admet
au moins une racine compleze.
En outre : Tout polynéme P = ag + a1 X + ... + a, X" de C[X]| de degré n supérieur ou

égala 1 admet n racines distinctes ou confondues.
Preuve. Voir [2] =
Conclusion 2.2.14 Tout polynéome de C[X] est scindé sur C.

Remarque 2.2.15 Le théoréme n’est plus vrai dans R[X]. Exemple : P = X?> +1 na

pas de racines réelles.

Définition 2.2.16 (plus grand commun diviseur, plus petit commun multiple)

Soient n € N*, Py, Py, ..., P, € K[X] —{0}. Alors

1) Il existe un polynome et un seul /\, unitaire non nul, diviseur commun de Py, P, ..., P,
et de plus haut degré parmi les diviseurs communs de Py, Ps, ..., B,. /\ est appelé le plus
grand commun diviseur (en abrégé : pgced) de Py, P, ..., P, et noté pgced (Py, Py, ..., P,) .
2) Il existe un polynome et un seul M , unitaire non nul, multiple commun de Py, P, ..., P,
et de plus bas degré parmi les multiples communs de Py, Ps, ..., P,. M est appelé le plus

petit commun multiple (en abrégé : ppcm) de Py, Ps, ..., P, et noté ppcm (Py, Py, ..., P,) .
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Notation 2.2.17 Pour (P,Q) € (K [X] — {0})?, on note

pged (P,Q) = PN Q
ppem (P,Q) = PV Q

Remarque 2.2.18

1) A etV sont des lois de composition interne dans K [X] — {0}, commutatives et asso-
ciatives. De plus pour tout polynome unitaire P € K[X] —{0} : PA\P = P,PV P =
PPAl=1,PVv1=1.

2)SineN P, P, .. P,Ac K[X]|—{0},ay,..,a, € K—{0}, alors

pged{ei P} 17 = pgcd { Pi} ;17 , ppem{ai P}t = ppem { Pi} 15
pgcd{AP;},_7 = A.pged{Pi},_17 , ppem { AP}, i = Appem { P}t

L’algorithme d’Euclide

L’algorithme d’Euclide est un procédé itératif permettant de calculer le pged de deux
polynomes. L’outil de base est la division euclidienne. L’algorithme repose sur I’idée sui-
vante : pgcd(A, B) = pged(B, R) ou R est le reste de la division euclidienne de A par B.
En raisonnant comme 1’étude de I’algorithme d’Euclide dans Z, on voit que le pged (A, B)
est le dernier reste non nul normalisé dans la suite des divisions euclidiennes successives.
On effectue les divisions euclidiennes successives des quotients par leurs restes, jusqu’a
arriver a un reste nul, alors le dernier reste non nul est un diviseur commun de A et B de

degré minimal, ce reste une fois normalisé s’appelle le pgcd de A et B.

Lemme 2.2.19 Soit B un polynéme non nul, et A un polynéme quelconque. Notons () et
R le quotient et le reste de la division euclidienne de A par B. Alors on a pgcd(A, B) =
pgcd(B, R).

Preuve. Soit D divisant A et B. Comme R = A— B(@, le polynéome D divise aussi R.
Donc D divise pged(B, R). En choisissant D = pged(A, B), on conclut que pged(A, B) |
pged(B, R).

Soit maintenant D un polynome divisant B et R. Comme A = BQ + R, on a aussi D | A.
Donc D | pged(A, B). On a donc finalement pged(B, R) | pged(A, B). Les deux polyndomes
pgcd(B, R) et pged(A, B) sont unitaires et associés. Ils sont donc égaux. m

Pour calculer le pged. D de deux polynémes non nuls A et B, on procéde de la maniére
suivante. On commence par écrire A = BQ; + Ry avec deg(R;) < deg(B). Si Ry = 0,
alors D = B.

Sinon on recommence

B = R1Qs + Ry avec deg (Rs) < deg (R;). Si Ry =0, alors D = R;.
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Sinon on recommence

R1 = RyQ3 + Rs3 avec deg (R3) < deg (Ry). Si R3 =0, alors D = Rs.
Sinon on recommence

On finit par avoir, a un certain rang N

Ry = Rn11Qn+2 + Ry+o avec deg(Ry2) < deg (Rn11), B2 # 0
Rni1 = Ryi2@Qnys + Ryis avec Ryy3 = 0.

Donc D = pgcd (A, B) = Ry42

et
pgcd(A, B) = pged(B, Ry) = pged(Ry, Ry) = ... = pged(Ry+2,0) = Ry 2
Ql Q2 Q3 QN+2 QN+3
A| B | R |Ry|...| Ryi1 | Ryso
Ry | Ry | Rs Ryi3=0

Exemple 2.2.20 A= X5+ X +1,B=X*-2X3— X +2, alors

Qr=X+2 Qr=3X -3 Q3 =4X —3
A=X"4+X+1 B=X*—2X?—X+4+2 | R =4X>4+X?4+X -3 | Ry=X?>+X+1
Ri=4X*+ X2+ X -3 | Ry=32X*+ 32X+ 2 R3=0

On obtient pgced(A, B) = pged(B, Ry) = pged(Ry, Re) = pged(R2,0) = Ry = X2+ X + 1

Proposition 2.2.21 Pour tout couple (A, B) de polynémes de K[X| unitaires. On a la

relation
pgcd(A, B) x ppcm(A, B) = AB

Preuve. Posons D = pgcd(A, B) et M = ppcm(A, B). Puisque D divise A et B, on
peut écrire A = DA, et B = DBy avec (A1, By) € K[X]. Considérons alors le polynome
P = DAB; = A1B = AB;. Les polynémes A et B divisent P donc M divise P puis
DM divise DP = AB. Inversement, puisque AB est un multiple commun a A et B, on
peut écrire AB = M@ avec @ € K[X]. Or M est un multiple de A donc on peut écrire
M = AC'. La relation AB = AC(Q donne alors B = C'Q). Ainsi () divise B. De facon
analogue, on obtient que @ divise A et donc () divise D. On en déduit que AB = MQ
divise M D. Puisque AB et M D se divisent mutuellement et ces deux polynomes sont

unitaires, ils sont donc égaux. m

Définition 2.2.22 Soient n € N*, P, P», ..., P, € K [X]| —{0}. Alors :

1)Les polynomes Py, Py, ..., P, sont dits premiers entre eux si et seulement si leurs seuls

26



diviseurs communs sont les polyndémes constants non nuls, c’est a dire si et seulement si
pgcd(Py, Py, ..., P,) = 1.
2) Les polynomes Py, Ps, ..., P, sont dits premiers entre eux deuz & deuz si et seulement
St

V@i, j) e {1,2,...,n}? : pged(P;, Py) = 1.

Théoréme 2.2.23

1) Théoréme de Bézout généralisé : Soient P et QQ deux polynomes de K|[X|. Alors D =
pged (P, Q) si et seulement s’il existe deuz polynomes U et V' de K[X] tels que PU+QV =
D.

2) Théoréme de Bézout : En particulier, P et () sont premiers entre euz si et seulement
s’il existe deux polynomes U et V de K[X] tels quePU + QV =1

Preuve. Voir [5] =

Remarque 2.2.24 Généralisation de Théoréme de Bézout :
1) Soient Py, Py, ..., P,, D € K [X], Alors

D:pgcd(Pl,Pg,...,Pn)<:>E|U1,U2,...,Un EK[X] U +U P+ ...+ U, P, =D

2) P, Py, ..., P, € K[X] sont premiers entre euz si et seulement s’il existe Uy, Us, ..., U, €
K [X] tels que Uy P, + Us Py + ... + U, P, = 1.

Exemple 2.2.25 Les polynomes A = X*+1 et B= X3 —1 de R [X] sont premier entre
eux car il existe deux polynomes U et V' de R[X] tels que AU + BV = 1. En effet :
On effectue l’algorithme d’Fuclide, on obtient

Q=X |Q=X"-X+1
A=X*+1|B=X?-1 Ri=X+1
R1:X—|—1 R2:—2

Donc

-2 = X°-1-X+1)(X*-X+1)=X"-1-((X"+1) - X (X’ -1)) (X=X +1) =

= (X¥-X’4+X+1)(X°-1) - (X* =X +1) (X" +1)

__1 3 _ y2 3 _ 1 2 _ 4 _
— 2(X X2+ X+1)(X 1)+2(X X+1)(X*+1) =1

— U= (X2—X+1),V=_71(X3—X2+X+1)

N | —
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Les résultats suivant sont des Conséquences (Premiére et deuxiéme conséquence) du

théoréme de Bézout

Théoréme 2.2.26 (Gauss)
Soient A, B,C € K[X]. Si A divise BC' et A est premier avec B, alors A divise C.

Preuve. A divise BC donc il existe () tel que AQ = BC. Or A est premier avec B
donc il existe U,V tels que AU + BV = 1. Alors AUC + AQV = C. Donc A divise C'. =

Corollaire 2.2.27 Soient A, B € K [X] tels que pged (A, B) = 1. Si A divise C et B
divise C' alors AB divise C'.

Preuve. A divise C' donc il existe ) tel que AQ = C', B divise C' = AQ et B premier
avec A donc (Gauss) B divise Q. Il existe alors P tel que Q = BP. D’ou C' = ABP et
AB divise C. m

2.3 Polynémes irréductibles et décomposition d’un
polyndéme

Dans cette partie, nous allons introduire une classe de polyndémes qui jouent dans

K[X] le méme role que les nombres premiers dans Z : les polynomes irréductibles.

Définition 2.3.1 Soit P un polynéme non constant de K[X|. On dit que P est irréduc-
tible ou premier dans K [X| si et seulement si ses seuls diviseurs dans K [X] sont les

polynomes constants non nuls A € K* et les polynomes associés a P, c’est a dire les AP,

avec A dans K*.

Exemple 2.3.2
Les polynomes de degré 1 sont irréductibles dans R[X] et C[X].
X? 41 est irréductible dans R[X], le méme polynome est réductible dans C[X].

Proposition 2.3.3 Tout polynéme P de K[X| de degré 1 est irréductible dans K [X].

Preuve. Soit P de degré 1, et Q un diviseur de P. Alors deg (Q)) € {0,1}. Sideg (Q) =
0, alors @ est une constante, si deg (Q) = 1, alors deg (Q)) = deg (P) donc P et @) sont
associés. m

Remarque 2.3.4 La notion de polynome irréductible dépend du corps K, par eremple
P = X? — 2 est irréductible dans Q[X], mais il ne l’est pas dans R[X].
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Proposition 2.3.5

1) Les polynomes irréductibles de C[X] sont les polynoémes de degré 1.
2) Les polynomes irréductibles de R[X]| sont :

e les polynomes de degré 1.

e les polynomes de degré 2 dont le discriminant est négatif (Trinomes).

Preuve.
1) D’apres le théoréeme de d’Alembert-Gauss.
2) i) Soit P € R[X], tel que deg(P) > 0. Comme P € C[X], alors le théoréme de
d’Alembert-Gauss montre que P admet au moins une racine a dans C. Si a € R, alors
(X —a) | P dans R[X] ce qui contredit I'irréductibilité de P dans R[X]. Donc a € C—R.
D’autre part, on sait que a est une racine aussi de P. Alors on pose 7' = (X —a) (X —a).
On a T divise P dans C[X]. Mais T = X% — 2Ré (a) X + |a° € R[X], on obtient que
T | P. Or P est irréductible, alors il existe A € K* tel que P = AT et donc P est un
trinome de degré 2 a discriminant A = (2Ré (a))® — |a|* = — |Im (a)|* < 0.
ii) Il est clair que les polynémes de degré 1 sont irréductibles dans R [X].

Supposons que P = X2 + aX + b ne soit pas irréductible dans R [X], alors
JA,Be K[X|—R": P=AB =>deg(P) =2 =deg(A) + deg(B)

Or A, B ne sont pas inversibles, alors deg (A) = deg (B) = 1. Puisque P est unitaire, il
existe a,b € R telsque A =X —a,B=X —b. Alors P = AB = X? — (a+b) X + ab et
le discriminant A = (a + b)> — 4ab = (a — b)*> > 0. Contradiction. m

Théoréme 2.3.6 Décomposition en facteurs irréductibles

Soit P = ag+ a1 X + ... + a, X" € R[X] de dégré n > 1. Soient x1, s, ..., Ty, les racines
réelles distinctes de P d’ordres respectifs ki, ka, ..., kny,. Sotent z1, 2o, ..., 21, 21, 2o, ..., 2 les
racines complexes distinctes de P et ri,rs,...,r; les ordres respectifs de z1, z3, ..., z;. Alors
P admet une décomposition unique en produit de polynomes irréductibles :

1) Dans C[X] sous la forme

P = a(X—z)" (X —z,)" (X=—z)" . (X=2)".(X=—2)"...(X—3)"
= o[ (X —a)" JT(X = 2)” (X —2)”

i=1 j=1

Oﬂ]{31+]{72—|—...—f-l{jm—|—2(7“1—|—r2—}—m—|—rl):n.
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2) Dans R [X] sous la forme

P = a,(X— xl)kl (X = xm)k’" ) (X2 +mX + ql)T1 ) (X2 + pa X +q2)r1 (X2 +p X + ql)”

m l

= aJ[ (X —2)" JT (X +p,X + ;)"

i=1 j=1

Ou
Vie{l,2,.,l} ipj=—(2+7%).¢ = 2.2, = p; —4q; < 0.

Preuve. Voir [I] =

Exemple 2.3.7 Donner la décomposition de P = X* + 1 en facteurs irréductibles dans
C[X] puis dans R[X]. On a

X'+l = 0= X'=—-1=¢"
~— X e {wl:ei%,w2:@1,w3:ei%,w4:@3}
P Xe{wl:1+i,w2:1_i,w3:—1_i,w4:—1”}
V2 V2 V2 V2

La factorisation dans C[X] est donc :

Pt () (o ) b ) ()

La factorisation dans R [X] est

P:X4+1:<X2—\/§X+1> (X2+\/§X+1>
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Chapitre 3

Algébre des fractions rationnelles

Nous allons examiner dans ce chapitre une construction générale qui permet de
construire un corps a partir d'un anneau, similaire & celle permettant de passer de Z
a Q, du corps des fractions rationnelles & une indéterminée. La construction envisagée ici

utilise les notions de relation d’équivalence et de classes d’équivalence.

3.1 Construction de ’ensemble des fractions ration-

nelles

Dans 'ensemble £ = K[X]x K[X]|—{0} = {(P,Q) : P,Q € K[X],Q # 0}, on définit

une relation binaire R en posant :
V(P,Q),(R,S) e E:(P,Q)R(R,S) <= PS=QR
Proposition 3.1.1 La relation R est une relation d’équivalence sur E.

Preuve.
i) Réflexivité : On a V(P,Q) € E : PQ = QP. Cest a dire (P,Q) R (P,Q), alors R est
réflexive.

ii) Symétrie : On a vV (P,Q),(R,S) € E :

(P,Q)R(R,S) «— PS=QR<= SP=RQ
<— RQ=SP
= (R,9)R(PQ)
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Donc R est symétrique.
iii) Transitivité : On a soient (P, Q), (R, S),(T,V) € E :

(P.QR(R.S) _ [ PS=QR
(R, S)R(T,V) RV = ST

Ou @, S,V € K[X] — {0}, alors

PSRV = QRST = PSRV — QRST =0
— S(PRV —QRT) =0

Comme S # 0 et K[X] intégre, on a
PRV —QRT =0 — R(PV — QT) = 0

Si R # 0, alors
PV —-QT =0= PV =QT

Donc (P, Q)R (T,V).
Si R =0, alors

PS=0
ST =0
Or S # 0, et K[X] intégre, alors P =T = 0. On obtient
PV =QT =0= (P,Q)R(T,V)
[

Définition 3.1.2
1) On appelle fraction rationnelle & coefficients dans K toute classe d’équivalence pour la

relation K. La classe de (P, Q) est notée g ( avec P le numérateur et Q) le dénominateur),

on a donc .
0~ {(R,S) € K[X] x K[X]—{0}: PS=QR}
2) On dit que (P, Q) est un représentant de la fraction L.

Q
3) L’ensemble des fractions rationnelles est noté K(X) et la relation R est appelée égalité

des fractions rationnelles.

V(P,Q),(R,S) e E:

<~— PS=QR

Ol v
»n| =
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Autrement dit deux couples (P,Q),(R,S) représentent la méme fraction rationnelle si

PS = QR.

Remarque 3.1.3 L’ensemble quotient E /R des classes d’équivalence modulo R est noté

K(X) et ses éléments sont appelés fractions rationnelles (& une indéterminée sur K ).

Définition 3.1.4 Définissons trois lois de composition sur K(X) :

1) Une loi interne (l’addition) + :

On définit la somme de deux fractions en choisissant un représentant g et % de cha-
cune de ces fractions, en calculant (PS + QR,QS) et en prenant la fraction rationnelle

correspondante.

b K(X)x K(X) — K(X)

(

2) Une loi interne (le produit) x :

R
'S

Qv

On définit le produit de deux fractions par

x: KX)x K(X) — K(X)
P R P, R _ PR
(57 g) — X5 7T gs
3 Une loi externe (la multiplication par un scalaire) - :

On définit sur K(X) une loi externe a coefficients dans K par :

KxKX) —  K(X)

Proposition 3.1.5 Le résultat des opérations +, X et - définies sur E ne dépend pas des
représentants choisis (+ et X sont bien définies). Autrement dit la définition du produit
(resp : de la somme) ne dépendant pas des polynomes P, Q, R et S mais seulement des
classes d’équivalence des couples (P, Q) et (R,S). C’est a dire les fractions rationnelles
%, %, %Prestent inchangées si l'on remplace (P, Q) et (R,S) par d’autres représen-

tants de F = S,G = % respectivement.

Preuve. Soient (P, Q1),(R1,S1), (P, Q2), (R2,52) € E, )\ € K telles que
(@) = (as)
Q1" S Q2" Sy

03 - (2)
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Alors

1) Montrons que

P R P, R
LA —2 = (P51 + Q1R1) @252 = (PoS2 + Q2R2) Q151
Qi S Qe

D’apres (3.1)), on a P1Qy = Q1P et RSy = S1 Ry, alors

(P1S1 4+ Q1R1) Q252 = P1Q2515:4+Q1Q2R155 = Q1 5154+Q10Q251 Ry = Q151 (P2S2 + Q2R2)

T & SO R & B

+===
Ql St Q2
2) Montrons que

P R P Rz
— X — = — X — <= PIR1(),S Si1P,R
0, 51 Q2 1’10252 = Q151 P2 Ry
PR35Sy = PiQ2R15: = Q1 P2S1 Ry
= P1R1Q252 = Q151 P2 Ry

3) Montrons que

P1 P2
A X = )\ X
Q Q2
D’apres (3.1f), on trouve
P )\Pl P2
AX — = = )\ X
Q1 Qi Q2

Théoréme 3.1.6 (K(X),+,.) est un corps commutatif, appelé corps des fractions ra-
tionnelles.

Preuve. On montre que (K (X),+,.) est un corps commutatif selon les étapes sui-
vantes :
1) Pour I'addition :
a) Elle est commutative et associative. En effet :

Soient 51 522 53 € K(X), alors

i_{_&:RQr"Qle :Q1P2+P1Q2 :P2Q1+Q2P1 :i_i_i
Q1 Qo Q1Q: Q1Q Q201 Q2

34




Donc la loi 4+ est commutative, car (K [X],+,.) est un anneau commutatif.

D’autre part, on a

(Pl P2> Ps_P1Q2+Q1P2+&:P1Q2Q3+Q1P2Q3+Q1Q2P3

%)% T e @ 01Q2Qs

et

_+_ —

Py <P2+&):ﬂ P2Q3+Q2P3_P1Q2Q3+Q1P2Q3+Q1Q2P3
Q1 Q2 Qs Q1 QQ2Q3 1Q2Q3

de (3.2)) et (3.3), on conclut que la loi + est associative.

b) Elle admet un élément neutre F' = 0 = Og(x) = %, appelée fraction nulle. En effet

On pose F = %, alors

VE, = geK(X):F1+F:F1=>g+%=g
. PB+QA _ P
QB Q
— PBQ+ Q’A=PQB,Q+#0,B+#0
— QA=0
= A=0

Done ¥ = % =0=0gx)-
c¢) Toute fraction F' = g
K(X). Car
r P (=P\ _ PQ-PQ
V— e K(X :—+(_>:—:
5 ek 5+ (5 =

Alors (K (X),+) est un groupe commutatif.

0= 0

2) Pour le produit :

a) La loi x est commutative et associative. En effet :
. P P, P

Soient &h, 5%, ot € K(X), alors

P B PP PBPhBR P

00 G 01Qr @i Gy

D’autre part, on a

(P1 Pz) Py (P1Pz) WL (PR) P P(BRB) P o <

Q@) Qs 0:Q:) " Qs (010205 Q1(2Q5) O

ho (&XE)
1 Q2 Qs
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€ K(X) admet un opposé (un symétrique) F' = —F =

(3.2)

(3.3)

PPy
QQ2Q3
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b) La loi x admet un élément neutre qui est la fraction F = £ =1 = 1 K(X), appelée

T

fraction unité. En effet :

Posons F' = %, alors

X
o
I

P
VF; = EEK(X)ZF1XF:F1:>
PA P

QB Q@

PAQ = PQB,Q #0,B %0
PA=PB
P(A—B)=0,YP € K [X]
A-B=0

A=B

Ol v
Ol

P

On obtient F = 4 = 1.
c¢) Toute fraction non nulle F' = g € K (X) - {0}, (i.e. P #0) admet un inverse F'~!, et

P (g)‘l — 9 e K (X) - {0}. Car

r : P (@
VFZEEK(X)—{O}.FXF —ax(ﬁ)

= =
3) La loi x est distributive sur ’addition +. En effet :

Soient - L2 Is ¢ K(X), alors

Q17 Q27 Qs
Py P P :ﬁ PyQs + Q2P :P1P2Q3+P1Q2P3
Q" (Qz * Q3> Q" ( 0205 > 01220 (34)
D’autre part, on a
i & i & :P1P2 P1P3:P1P2Q3+P1Q2P3
(Q1 * Qz) ! (Q1 * Qz) 0:0: " Q.0 010205 (3:5)

de (3.4) et (3.5)), on obtient I'égalité. m

Proposition 3.1.7 (K(X),+, X,-) est une K—algébre associative, commutative et uni-

taire.

Preuve. On montre les axiomes suivants :
1) (K(X),+,) est un espace vectoriel sur K.
2) X est distributive sur +.
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3) V)\GK,VFLFQ GK(X)/\(Fl XFQ):()\Fl) X Fy = F] X (/\FQ)
4) x est commutative, associative, et admet un neutre.
Alors

1)
a) D’apres le théoréme (3-1.6)), on a (K(X),+) est un groupe commutatif.

b) Soient A € K, F| = Fg P2 € K (X), alors
Py P2) <P1Q2+Q1P2) APIQ2 + A1 Py APL AP,

A (Fy + Fy) = A + =\ = = + = \-Fy4\-F
it (@Qz Qs Q1Qs Q@ T
¢) Soient A\, \y € K, F} = P1 € K (X), alors

P A+ Ag) P, AP+ A P P Py
()\1_|_)\2).F1 ()\1+)\2) Q11_< 1 Q12) 1 _ Al 1@1 2 2_>\1 Q11 - Ql—)\l'F1+)\2'Fl
d) Soient A\, Ny € K, I} = P1 € K (X), alors
P, M) Pt A (AP Ao P P,

(AIAQ)F (AIAQ) Qll _ ( 16221) 1 _ 1 (Qi 1) — )\1( 2211) — )\1'<)\1 . Q_11> — Al'(Al . FI)

e) Soit, F; = Pl € K (X), alors
1xPr P
k=l 0, 1

Donc (K(X),+,+) est un espace vectoriel sur K.

2) D’apreés le théoréme (3.1.6), on a x est distributive sur +..

3) Soient A € K, I} = Pl  Fy *PQEK(X),alors

P P2> PP, APP, (AP P
AN (L XFy) =X —x—=]=A\- = = =
i) <@ Q2 Q2 Qs Qe
(\P) P ( Pl) P2
— AN (X F)=—"X—"—=|\— A Fy) x F 3.6
S S U A T

D’autre part, on a

/\'(F1><F2):

APP, PL(\P) P AP P ( Py

010 0 0 @ Q. ‘X@>:Hx“ngﬂ
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De (B.6) et (3.7), on obtient
)\(Fl XFQ):(/\Fl) XF2:F1 X ()\Fg)

4) D’apres le théoréme (3.1.6)), on a x est commutative, associative, et admet un neutre.
|

Proposition 3.1.8 (Plongement de K [X] dans K (X) )
L’application
f: K[X] — K(X)
P — f(P)=%
1.

est un morphisme d’algébre injectif. De plus f (1) =

C’est a dire, on peut confondre ou identifier un polynéme P et la fraction rationnelle
(i.e : K[X] a sont image par f, ou K[X] est en bijection avec f(K[X])) = Im(f)). Par
conséquent la fraction nulle est identifiée au polynéme nul 0, et la fraction unité est
identifiée au polynéme constant 1.

Ainsi K [X] est considéré comme (un sous ensemble) une sous algebre unitaire de
K (X), en particulier K [X] est un sous anneau de corps K (X), et K [X] est un sous
espace vectoriel de K —espace vectoriel K (X).

Preuve.

1. Soient A € K, P, P, € K [X], alors :

(a) f(P1+P2)2@:%4-%:]”(&)—1—]0(132).
(b) f(P1XP2):@:%X%:f(Pl)Xf(P2)~

() f(A\-P) =22 =)0 =X.f(P)

Donc f est un morphisme d’algébre.

(d) On a
1
f(l):f(lK[XD:I:l:lK(X)
2. On a
fpy = gy =on
— P=PF

Donc f est injective.
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Définition 3.1.9
1) On appelle degré d’une fraction rationnelle F' = g € K(X) — {0} Uentier rationnel
défini par

deg (F') = deg (g) =deg (P) —deg(Q) € Z

2) St F =0 (i.e :P=0), alors deg (F') = —oc.

Remarque 3.1.10

1) Le degré de F' = g € K (X) est bien défini. Autrement dit la quantité deg (P)—deg (Q)
est indépendante du représentant (P, Q) choisi pour F. En effet :

Supposons que F' = % = %. Alors on a P12 = P>(Q)1.

Ainsi

deg (P1Q2) = deg(2Q1) = deg(P1) + deg (Q2) = deg () + deg (Q1)
= deg (1) — deg (Q1) = deg (/%) — deg (Q2)

2) On remarque que application deg : K (X) — Z U {—oc} prolonge Uapplication
deg: K [X] — NU{—o00} car

VP e K [X]: deg (?) = deg (P) — deg (1) = deg (P)

Proposition 3.1.11 Les degrés des fractions rationnelles vérifient les mémes propriétés
que ceux des polynomes :

1)VF, Fy € K (X):deg(Fy x Fy) < deg (Fy) + deg (F2).

2)VF, F, € K(X) :deg(Fy + Fy) < max{deg (F}),deg (F»)}.

3)VF, € K(X),VA € K*: deg (AFy) = deg (F}) .

Preuve. Posons F; = %,FQ = % € K(X),\ € K, alors

deg (Fy x Fy) = deg <51§22) = deg (P P) — deg (Q1Q2)

= deg ([} X [y) = deg (1) + deg (P,) — deg (Q1) — deg (Q2) =

= (deg(P1) —deg(Q1)) + (deg (P») — deg (Q2))
— deg (F1 x F3) = deg (F1) + deg (F2)
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2)Ona F| + Iy = %, alors

deg (Fy + F3) = deg (P1Q2 + Q1) — deg (Q1Q2) =

Or
deg (P1Q2 + Q11%) < max {deg (P1Q2) ,deg (Q1 )}
On obtient
deg (F1 + F3) < deg (P1Q2) — deg (Q1Q2) deg (F1 + F3) < deg (P1) — deg (Q1) = deg (F})
ou - ou
deg (I + Fy) < deg (Q1 %) — deg (Q1Q-) deg (F1 + Fy) < deg (P,) — deg (Q2) = deg (F3)
= deg (F} + F») < max {deg (F}),deg (F3)}
3) On a
P AP
dog (\Fy) = dog (1 1) = de (75" ) = deg (VP ~de (@1) = desg (P)~deg (Q1) = deg (i)
n

Remarque 3.1.12
1) Une fraction rationnelle constante non nulle a un degré nul, mais la réciproque est

fausse, par exemple :

2) Si deg (F) # deg (Fz), alors deg (Fy + F3) = max {deg (F}) ,deg (F,)}.

3)Une fraction F est nulle ssi son degré vaut —oo.

Définition 3.1.13 Soit F' = g € K (X), on appelle fraction dérivée de F la fraction
notée F' (ou 9% ) définie par F' = %.

Le résultat ne dépend pas du représentant de F choisi. On définit également les dérivées
successives de F en posant F(©) = F et pour tout n € N, F("+1) = (F(”)),

Remarque 3.1.14
1) Contrairement auzx polynémes le degré de F' n’est pas toujours égal a deg (F) — 1, par

on adeg(F)=0 et F' = (X}rl)Q donc deg (F') = —2. Par contre on a

exemple F' = XLH,
toujour deg (F') < deg (F') — 1.
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2) L’application
fii K(X) — K(X)

prolonge application

P — P’
car , /
WP € K[X] <§> _ P.11—20.P _p
3) Si Fy, Fy € K(X),\ € K, alors
(AR = AF(Fi+ F) =F +F,(Fi x F) =F x Fy+ F, x F}
/
<%> - F{XF2I*:§F1XF2/’ si By # Ok (x)

Définition 3.1.15 On dit que la fraction F = g est sous forme irréductible ou simplifiée
si le pged de P et de ) est égal a 1. On dit aussi que g est un représentant irréductible
de F.

Notation 3.1.16 On note par Ix(x) l'ensemble des éléments irréductibles de K (X).

Exemple 3.1.17 Soit F' = %, alors X2EX4L st yne forme (ou un représentant) irré-

X+
. \ N 2
ductible de F, c’est o dire F = 355

Proposition 3.1.18 Toute fraction rationnelle F' posséde un unique représentant irré-
ductible de la forme F = g avec pgced(P, Q) = 1 et Q unitaire.

Preuve.
Existence :
Soit F' = % une écriture de F', montrons que F' admet un représentant g avec pgced(P, Q) =

1. Supposons que D = pgcd(Py, @Q4), alors

pgcd(P,Q) =1
AP, Q € K[X] : P, = DP
Q1= DQ

Ou (P7 Q)%(Pth)
D’autre part, en mettant en facteur dans P et () le coefficient du terme de plus haut degré

de @ et en simplifiant la fraction par ce coefficient, on peut supposer () unitaire.
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Unicité : Supposons que F' = % = % avec (1, ()2 unitaires et

pgcd(Pr, Q1) = pged(Ps, Q2) = 1

On a alors

PIQQ = PZQl
Q2 ’ (PZQl)

Or pged(Ps, Q) = 1, alors d’apres le théoréme de Gauss, on a () | Q1. De méme, on a

= Q1] Q2

Q1| PiQ:
pged(Pr, Q1) =1

Or @)1, Q2 sont unitaires, alors ()1 = ()2, en déduit que P, = FP,. =

3.2 Décomposition en éléments simples d’une frac-

tion rationnelle

L’objectif principal de cette section est le théoréme de décomposition en éléments

simples, utilisé notamment pour le calcul des primitives de fractions rationnelles.

Définition 3.2.1 (Podles et racines)

Soit F' une fraction non nulle de K (X), et soit g un représentant irréductible de F'.

1) On dit que a € K est une racine de F' de multiplicité m € N* lorsque « est une racine
du, numérateur P de multiplicité m.

2) On dit que o € K est un pole de F' de multiplicité m € N* lorsque a est une racine du
dénominateur () de multiplicité m.

Remarque 3.2.2

1) Puisque g est irréductible, on voit qu’un scalaire o ne peut pas étre a la fois pole et

racine de F', sinon P et Q) seraient divisibles par (X — a).

2) o est un pole de F' de multiplicité m € N* équivaut a dire que «v est racine de multiplicité
1

m de la fraction .

Exemple 3.2.3 Prenons

(X +1)*(X —i) (X 4 1)
(X2+1)7° (X =)} (X +i)
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On a pged ((X + DA (X —i)* (X +i)3) = 1, alors F posséde une racine réelle —1

d’ordre 2, deux poles complezes : i d’ordre 2 et (—i) d’ordre 3.

Définition 3.2.4 Soit F' une fraction rationnelle de forme irréductible g. Notons P et

Q les fonctions polynomiales associées a P et (). On appelle fonction rationnelle associée
a F la fonction notée F : K — K définie par I:’(x) = % pour tout x € K tels que

Q (z) #0, . Autrement dit

F: K—{polede F} — K

T — F(z)= P@)

Exemple 3.2.5 Soit F = X22°4X ¢ R(X), alors la forme irréductible est F =

) X2+X
X“—2X+1
TJF, donc )
F: R-—{-1} — R
e

Lemme 3.2.6 (Partie entiére)
Soit F' = g € K (X), alors il existe un couple unique (E, R) de (K [X])* tels que

{F=E+g
deg (R) < deg (Q)

De plus, si pged (P, Q) = 1, alors pged (R, Q) = 1.
Le polynome E est appelé la partie entiére de I, la fraction rationnelle g est appelée la

partie fractionnelle de F.

Preuve.
1) Existence :
Par division euclidienne de P par Q, il existe (E, R) de (K [X])? tels que :

P =FEQ+ R,deg (R) < deg (Q)

D’autre part, d’apres Palgorithme d’Euclide, si pged (P, Q) = 1, alors pged (R, Q) = 1.
2) Unicité :
Soient (Ey, Ry), (Ey, Ry) de (K [X])? tels que

F=E+%4 F=FE+¢
deg (Ry) < deg(Q) | deg(Ry) < deg(Q)
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Alors

R, R, Ry—R
E,—E, = 5—5: 2@ L — deg (By — E») = deg (Ry — Ry) — deg (Q) < 0
— El—E2:O

Donc E1 = E2 et R1 = RQ. |

Remarque 3.2.7 On peut écrire le lemme (3.2.6) sous la forme : Si F' € K (X), alors il
existe un couple unique (E,G) de K [X]| x K (X) tels que

F=F+G
deg (G) <0

Exemple 3.2.8 Soit F' = X;j:g( € R(X), alors a laide de la division euclidienne on

obtient

5
FeX_14_2_
X2

Proposition 3.2.9 Notons F~ = {G € K (X) : deg (G) < 0}, alors
1) F~ est un sous espace vectoriel de K (X).
2)K(X)=KI[X]®F .

Preuve.
1) i) Il esl clair que Ox(xy € F, car deg (OK(X)) = —o0 < 0.
ii) Soient o, f € K, F,G € F~, alors

deg (aF' + pG) < max{deg(aF),deg(8G)}
< max{deg (F),deg(G)} <0

Alors aF + G € F~.
2)i) On a

KXINF-={FeK(X):FEK[X]NFeF }={FeK(X):FeK[X]Ndeg(F)<0}={0xg

ii) Or K [X]+ F~ est un sous espace vectoriel de K (X), alors K [X]+ F~ C K (X).

D’autre part, d’apres le lemme (3.2.6[), on a

VF € K(X),3PcKI[X],3GeF :F=E+G
= FeK[X]|+F
= K(X)CK[X|+F
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Définition 3.2.10 On appelle élément simple de K (X) :
1) Les monémes de K [X].
2) Les éléments de K (X)) de la forme % tels que

Q€ K[X],deg(Q) > 1, Q est irréductible
n>1
P e K[X]—{0},deg(P) < deg (Q)

Remarque 3.2.11
1) Eléments simples dans C(X) :

On sait que Icx) = {X — a,a € C}, donc les éléments simples de C(X) sont les fractions :

——,a,beRn>1

(X _ a/)?’l, Y aj? 6 Y n —

2) Eléments simples dans R(X) :

On sait que Iyix) = {X —a,a e R} U{X? +pX +¢:p,g e R, A =p?—4q <0}, donc
les éléments simples de R(X) sont de deuz types :

a) Eléments simples de premiére espéce :

7,0, b >1
(X_a)ﬂ’a7 Ecﬂn_

b) Eléments simples de seconde (deuxiéme) espéce :

aX +b
n7a7b7 9 GR, 2_4 <07n>1
Exemple 3.2.12 Dans C(X), on a F} = ﬁ, dans R(X), on a F, = ﬁ

(seconde espéce).

Premiére Décomposition

Lemme 3.2.13 Soient P € K |[X]|,n € N* Q1,Q>,...,Q, € K[X] — {0} tels que
Q1,Qa, ..., Q, soient premiers entre euxr deuz & deux. Alors il existe Py, Py, ..., P, € K [X]
tels que

P P P P,

00, @ o T,

Preuve. Montrons par récurrence sur n.

La propriété est triviale pour n = 1.
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Casn=2:

Puisque pgced (Q1, Q2) = 1, alors d’apres le théoréme de Bézout, il existe Uy, Uy € K [X]
tel que U1Q1 + Us@Q2 = 1. Donc

01Q2 Q1Qs T Q@ Qi Q

Supposons la propriété est vraie pour n € N*, et soient Q1, Q2, ..., Qn, Qni1 € K [X]—{0}
premiers entre eux deux & deux. Alors

P _PU:Q+1sQ) PU PUi _ P Py

ngd((QlQQQn) ) QnJrl) =1
D’aprés I'étude du cas n = 2, il existe Ay, P11 € K [X] tels que

P B Ay n P
QlQQ-uQnQn-‘rl B QlQZQn Qn—i—l

Puis, d’apres I'hypothése de récurrence, il existe Py, Ps, ..., P, € K [X] tels que

A PP P,

Ly 2 4

Q1Q2-Qn Q1 Qs Qn
— P NS N £ N 5
Q1Q2--'QnQn+1 Ql Q2 Qn Qn+1

Nous allons maintenant combiner les lemmes (3.2.6) et (3.2.13]) pour obtenir le résultat
suivant :

Lemme 3.2.14 Soient P € K [X],n € N*, Q1,Q2, ..., Q, € K [X]|—{0} tels que Q1,Q2, ..., Qn
soient premiers entre eux deux & deux. Alors il ewiste (E, Ry, Ry, ...,R,) € (K [X])"™
unique tels que
P _ R | R Ry
G - Proatoat-Ta
Vi=1,n:deg (RZ) < deg (Q:)

. N P
De plus E est la partie entiére de 010,00

Preuve.

1) Existence :
D’apres le lemme (3.2.13)), il existe Py, Ps, ..., P, € K [X] tels que

P P1 P2 . +i
@0 Q1 Qs @n
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Puis d’apres le lemme (3.2.6)), il existe Ey, Es, ..., E,, Ry, Rs, ..., R, € K [X] tels que

Vi=1,n: Qi o
deg (R;) < deg (@)

En notant £ = FEy + Es + ... + E,,, on obtient le résulta voulu.
2) Unicité : Par récurrence sur n.

Le cas n = 1 est déja vu (lemme (3.2.6).

Cas n =2 : Soient E, Ry, Ry, D, T1,T> € K [X] tels que

P _ R 4 Ry
Q1Q2 _E+Q1+Q2

=D a+E

Q1Q2
deg (T;) < deg (@)
Alors
Ry Ry T, T R, T T, Ry
F+—+— = D+—+——=—F+———=D+———
Q1 Qo Q1 Qo Q1 @ Q2 Qo

Q2 (R1 —Th) = Q1Q2(D — E) + Q1 (Tz — Ry)
Q2 (R1 —Th) = Q1(Q2(D — E) + (Ih — Ry))
{ Q1| Qa2 (R —T)

pged (Q1,Q2) =1
Q1| (R —1T1)

bl

Mais d’autre part deg (R; — T1) < deg (Q1). On déduit
R -Ti1=0=—=R, =T}

De méme Ry = T5 et enfin £ = D.
Supposons la propriété vraie pour n € N*,
Soient E, Ry, R, ..., Ryy1, D, 11, Ty, ..., T11 € K [X] tels que

P n—&-le n+1 T
Q1Q2.-Qni1 B+ Z;Q_z =D+ 1:2161

. | des(R) <des(Q)
Vi=1n+1: { deg (T;) < deg (Q;)
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En notant

i=1 j=i i=1 j=t
7& J#i

ngd (Q Qn+1)
=FE+Z +J“—D+ + oL

QQn+1 n+1 Q +1

D’apres I'étude du cas n = 2, on déduit
D - E,C = B,Tn+1 = Rn+1

Ainsi

Par ’hypothése de récurrence Vi = 1,n : R; = T;.

R Ry R, R\ .
e (@+@+ *@)Sm{deg(@”— ’”}<0

D’apres le lemme (3.2.6)), £ est la partie entiére de

3) Comme

P
Q1Q2..Qn " u

Deuxiéme Décomposition

Lemme 3.2.15 Soientn € N*, P € K [X],Q € K [X] tel que deg (Q) > 1. Alors il existe
(E, Py, Py, ..., P,) € (K[X])""" unique tels que

F=L=E+2+58+. .+
Vi = ,n.deg(H) <deg(Q)

De plus E est la partie entiére de - o

Preuve.

1) Existence :
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P D P,
F = @ 1@@1‘ “ (division euclidienne de P par Q)
P D, P
= =— = , deg < deg (Q
o~ o1 gv dee() (@)

La division euclidienne de D; par () donne ensuite, de la méme maniére :

D P, P,
2 1+_

F =
QY

Et ainsi de suite
D,,_ b P,_ . P,
Q QQ Qn l Qn

Enfin, la division euclidienne de D,,_; par () donne

F =

P P P,
F=E+—+ S +..+~—
Q @ Q"
2) Unicité : Par récurrence sur n.
Le cas n =1 a été vu (lemme (3.2.6))).
Supposons la propriété vraie pour n € N*,
Soient Ey, Py, Ps, ..., Pyi1, F2, D1, Ds, ..., D1 € K [X] tels que

g =B+ 348+ .+ B+ 5 =B+ 3+ 5B+ + 32+
| deg(P)<d
vi— Ty deslf) <de(Q)
deg (D;) < deg (Q)

En multipliant par ", on obtient

P P,

g - (B1Q" + PQ" ' + P, Q"2 + ...+ P, 1Q + P,) + Q“ =
D,

= (BQ"+ DiQ" ' + DyQ" 2+ ...+ D, 1Q + D,,) + Q“

D’apres le lemme ([3.2.6)), on déduit que D,,.; = P, 11, puis en appliquant ’hypotheése de

récurrence, on trouve

Dn = PnaDn—l - Pn—lv---aDl - PlaEl = EQ

P P P, Py .
de (Q—l—@—i— +Q—)§max{deg<@),z—l,n}<0
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D’apres le lemme (| -, E est la partie entiére de £ o ™

Définition 3.2.16 Décomposer une fraction rationnelle F' non nulle, c¢’est l’écrire comme

somme de sa partie entiére et d’éléments simples.

Exemple 3.2.17 F = XQL XQH, c’est la
décomposition de F en éléments simples dans R(X), mais dans C(X), on a F = X +
—1 -1

2 2
X—i + X+i

sa partie entiére est X, et on a F = X +

Des lemmes précédents, on déduit le théoréme de décomposition en éléments simples

suivant :

Théoréme 3.2.18 (Existence et unicité de la décomposition en éléments simples d’une
fraction rationnelle)

Soit F' = m ot n € N* ki, ko, ...k, € N*, Q1,Q2,...,Q, € K[X] — {0} sont
irréductibles et premiers entre eux deuz & deux, et P € K [X]. Alors il existe une famille
unique de polynomes E, Py, 1, Pry 25 ..oy Pry kys Pro1s Pro2y s Prg ko -os P 1y Prn2s ooy P o
de K [X] telle que

Py

z’)
k3

k;
ki.J
Q?
j=

_—
i=1 =1

Vie{1,2,..,n},Vj € {1,2,...,k} : deg (P, ;) < deg (Q:)

Cette formule est appelée la décomposition en élément simple (en abrégé : DES) de la

fraction rationnelle.

3.2.1 Décomposition dans le cas complexe

Soit F' = 5 € C(X), sous forme irréductible, soit E sa partie entiére et soit

Q= H —ak

la factorisation du dénominateur. Les complexes ay, sont les poles de F', et les entiers my, >

1 sont les multiplicités respectives. D’apres I’étude générale, la forme de la décomposition

F = E+Z<Z _ak).>

de I sera :
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La somme des éléments simples relatifs au pole a est appelée partie polaire de F' relative

au pole ay, elle est notée Pr (ay). On a donc

mi
@) =2 ey

Remarque 3.2.19 La forme de la décomposition de I est :
F:E+Pp(a1)—|—PF(a2)+—|—Pp(ar)

C’est a dire : partie entiére plus les parties polaires relatives aux poles de F'. La décompo-

sition dans C (X)) consiste donc a calculer des parties polaires.

3.2.2 Décomposition dans le cas réel

Soit F' = g € R (X) (sous forme irréductible), soit F sa partie entiére et soit

X —ap)™ - H (X% + X + Qk)lk
1 k=1

Q=

k

n T

la factorisation de @ en produit de facteurs irréductibles unitaires (A = pi — 4qx < 0).

D’aprés 1’étude générale, la forme de la décomposition de F' est :

. E+Z<Z )+Z<Z cisX + )

(X2 4+ pp X + q)’

La premiére somme est en fait la somme des parties polaires de F' relatives aux poles réels

de F'. La seconde somme est la somme des éléments simples de seconde espéce.

Remarque 3.2.20 La décomposition sur R d’une fraction rationnelle sera obtenue a par-
tir de sa décomposition sur C en regroupant 2 a 2 les parties principales relatives aux poles

complexes conjugués de méme ordre.

3.2.3 Meéthodes pratiques de décomposition

Soit F' une fraction rationnelle quelconque , alors F' se décompose en éléments simples
selon les étapes suivantes :
B est irréductible, c’est

Q
a dire que le numérateur P et le dénominateur () n’ont pas de zéro commun.

— On commence par s’assurer que la fraction rationnelle F' =
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— Recherche de la partie entiére dans le cas ot le degré du numérateur est supérieur
ou égal au degré du dénominateur. Pour cela il faut effectuer la division euclidienne
et donc penser a développer le dénominateur (s’il est sous forme factorisé).

— Recherches des zéros du dénominateur (c’est-a-dire les poéles de la fraction ration-
nelle).

— Ecrire la forme générale de la décomposition en éléments simples en faisant ap-
paraitre les éléments de premiere espéce et ceux de seconde espéce si c’est une
décomposition directe sur R.

Le calcul des coeflicients se fait en appliquant toutes les techniques suivantes :

1) Méthode simple d’identification.

2) Utilisation des conditions de parité : Si une fraction rationnelle est paire ou impaire,
alors on exprime cette invariance par les transformations X —— F(—X) ou X +—
—F (—X), et on déduit des relations sur les coefficients, cette idée permet donc de diminuer
environ de moitié le nombre d’inconnues.

3) Choix de valeurs particulieres de X : les poles.

4) Choix de certaines valeurs simples de X autres que les poles.

5) Utilisation d’une transformation laissant la fraction invariante : elle consiste a faire

1

un changement de variable transformations, comme X — o — X, X +— aX, X —— +,

0uX»—>X+%

6) Etude a la limite, Multiplions par X puis faisons tendre X vers U'infini.

3.2.4 Exemple de la décomposition dans R (X)

Exemple 3.2.21 Soit F' = g = X)?’(—il’ alors le numérateur et le dénominateur n’ont pas

de racine commune, mais ils sont de méme degré. On a

X3
F =

=1
X3 -1 +X3—1

La factorisation de Q est Q = X® —1 = (X —1)(X?+ X +1). D’apres le théoréme de

décomposition en éléments simples il existe des constantes a, b, c telles que

1 B 1 o a N bX + ¢
X3—-1 (X-1(X2+X+1) X-1 X2+X+1

Pour identifier les constantes, on peut par exemple réduire au méme dénominateur, on
obtient l'identité :

1 (a+b) X?+(a—b+c) X +a—c

X3 -1 (X -1 (X2+X+1)
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Alors
a+b=0

a—b+c=0 = a=

1 1 2
_7b:__aC:__
3 3 3
a—c=1

Ou bien : — on multiplie l'identité par (X — 1) et on prend la valeur en 1 :

1 XXy
X2+x+1) 7T xXTrx+1 3

— On multiplie par X et on prend la limite en 00 :

X aX n bX? 4+ cX .0 b
— = a
X3 -1 X—-1 X?2+X+1
— b= L
3
— On peut prendre la valeur en un point ou la fraction est défini, par exemple 0, et on
obtient :
1 PPN 2
— =—a+c c=—=
-1 ’ 3
Donc
B X3 - 1 1 1 X +2
X317 33X -1 3X2+X+1
Exemple 3.2.22 Soit F = g = m

Les poles sont 0 triple, 1 simple et —1 simple. La partie entiére est nulle car deg (P) <
deg (Q). F est irréductible. La factorisation de Q est Q = X3 (X — 1) (X +1). Alors la
forme générale de la décomposition de F' est :

b d €

=2, 2 4 °
X3+X2+X X—1 X11

F étant impaire, on a F (—X) = —F (X), ce qui donne :

P by, 4 e e b, ¢ d
X3 X2 X X +1 X—l X3 X2 X X-1 X+1

L’unicité de la décomposition nous donne les relations b =0 et e = d.

On trouve a en multipliant par X3 et substituant 0 ¢ X. Donc a = —1.

On trouve d en multipliant par (X — 1) et substituant 1 a X. Donc d = %

En faisant tendre X vers +o0o dans la fonction rationnelle X F (X)), on obtient la relation

c+1=0, donc c = —1, finalement la décomposition de I est

1+ 1+1 1 +1 1
X3 X 2X-1 2X+1

F=-—
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3.2.5 Exemple de la décomposition dans C (X)

Exemple 3.2.23 Soit la fraction rationnelle F' = m Elle admet deux pdles

d’ordre 2, a savoir a =1 et f = —1. Sa décomposition s’écrit formellement

a b c d

= + + +
(X -1 X—-1 (X+1)* X+1

Or la fraction rationnelle étant paire par rapport a la variable X, elle garde la méme
valeur quand on change X en —X. Ainsi

a n b n c n d a b n c _d
(X-1? X-1 (X417 X+1 (X417 X+1 (x-1° X-1

On obtient a = ¢ et b= —d . Finalement, deux coefficients doivent étre calculés.

F s’écrit sous la forme

a n b n a b
(X -1 X-1 (X417 X+1

On Choisit certaines valeurs simples de X autres que les poles par exemple X = 0 et
X =2, on trouve 2a — 2b = 1 et 10a + 6b = 1.Ainsi, a = }l,b = —i,c = i,d = }l.

Finalement
1 1 1 1 1 1

1
Fee = + - + -
(X—-1?% 4X-1 4(X+4+1)7 4X+1

o |
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