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Introduction

Les équations aux différences sont a la base de 1’analyse appliqués depuis L. Euler,
P. L Tchebycheff et A. A Markov. Actuellement elles sont le support de nombreux

algorithmes d’analyse numérique et omnipésentes en conbinatoire.
y

Recemment, il a été accordé un intéréte a 1’étude des propriétés des équations aux
différences linéaires. L'une des raisons pour cela est la necessité de certaines techniques
qui peuvent étre utilisés dans 1’étude des propriétés de certaines modeles décrivant des

phénomenes réelles en biologie, représentés par ce type des équations.

Généralement les équations aux différences linéaires d’ordre k est donnée par la

forme :

Xpsk + P1(M) Xpik—1 + ... + p(m) X, = g,

Ce mémoire est partagé en trois chapitres.

Dans le premier chapitre, on s’interresse aux équations aux différences linéaires,
plus précisément on rappelle I'essentiels des définitions et les résultats qui seront utiles

pour la suite de notre travail.

En suite, dans le deuxiéme chapitre on donne quelques éléments de la théorie de la

stabilité des solutions des équations aux différences linéaires.

Enfin, dans le troixieme chapitre nous donne quelques applications en biologie.



Chapitre 1

Equations aux différences linéaires

Dans ce chapitre, on s’interresse aux équations aux différences linéaires, nous allons
donner quelques définitions de base et des résultats généraux et donnons les méthodes
de résolution ce type d’équation dans le cas des coéfficients constants. En prend dans
toute la suite IN;; désigne ’ensemble des nombres n € IN tel que n > ng et (X,,),en est

une suite définie sur IN; .

1.1 Equations aux différences linéaires

Définition 1.1.1 Une équation de la forme:
Xonvk + P10 Xkt + oo + pe() Xy = g (1.1)

avec po(n) = 1,p1(n), ..., g, sont des fonctions définies sur IN;; , s’appelle équation aux différences
linéaire d’ordre k dés que pr(n) # 0. En générale on associé k conditions initiales avec I'équation

(1.1)

Xﬂg = Cl/Xn0+1 = CZI ceey Xn0+k—1 = Ck (1'2)

4



Equations aux différences linéaires

oit les c;, i=1,..., k sont des réelles ou complexes.
Exemple 1.1.1 Considérons I'équation aux différences linéaire d’ordre 3 suivante
n

X3 — erHZ +nXy —3X, =n

avec X1 =0, X, = =1, et X3 = 1. On trouve les valeurs de X4, X5, X, et X5.

n
Xnss = ——=Xpo = X1 = 3X,, + 1
n+1
pourn =1,
X —1X - X, +3X +1—§
4= 58 A 1 =5
pourn =2,
2 4
Xs==-X3—-2X3+3Xp +2=—-,
3 3
pourn =3,
X —§X —3X; +3X +3——E
6= 745 4 3 =5
pourn =4,
4
X7:gX6—4X5+3X4+4:20,9.
Exemple 1.1.2

32X, — In(H) X, = exp(t)

est une équation aux différences linéaire d’ordre 1.
PXp — X2 =1
est une équation aux différences non linéaire.

Théoreme 1.1.1 L'équation (1.1) avec les conditions initiales (1.2) admet une et une seule

solution.



Equations aux différences linéaires

Dans la suite on note par X(n, ny, c) la solution de I'équation (1.1) tel que
X(Tlo + j/ no, C) = Cj+lrj = 0/ 1/ /k -1.

Avec

¢ =(c1,¢c, ..., cx) € RE

1.1.1 Equations aux différences linéaires homogeénes

Définition 1.1.2 La forme d’une équation aux différences linéaire non homogene d’ordre k est
donné par

Xtk + pan+k—1 +...+ kan =0n (13)

avec pi, ..., §n sont des fonctions définies pour n > ng et py # 0, pour tout n > ny. Si g, = 0,

I'équation (1.3) est dite équation homogene.

Exemple 1.1.3
Xy —4Xp1 + X, =0

est une équation aux différences linéaire homogene d’ordre 2.

P Xones +25X043 + X, = 0

est une équation aux différences linéaire homogene d’ordre 4.
Xoes — 4t X2 + 5Xpe1 — 2X, = 37— 1

est une équation aux différences linéaire non homogeéne d’ordre 3.



Equations aux différences linéaires

1.1.2 Matrice de Gasorati

Définition 1.1.3 La matrice de Gasorati k(n) des solution X,,,, ..., X, est donnée par

X, X, Xy,
Kn) = X(n.+1)1 X(n.+1)z e X(n.+1)k
Xink=1), Xnak=1), 7+ Xnsk=1),

Exemple 1.1.4 Considérons I'équation aux différences linéaire d’ordre 3 suivante
Xn+3 — 7 X1 + 6X, = 0.

Les solutions de cette équation sont 1, (-3)" et 2" et son matrice de Gasorati est

1 (=3 2"
K(I’l) — 1 (_3)n+1 (2)n+1
1 (_3)n+2 (2)n+2

Définition 1.1.4 Les fonctions f1(n), fo(n), ..., fi(n) sont linéaires dépendants pour n > ng si

existe des constants ay, ay, ..., a non nuls tels que

a1 fi(n) + ax fo(n) + ... + acf(n) = 0,n > ny.

On dit que la famille des fonctions {f:(n)}\_,, sont linéairements indépendants si pour tout

i=1/
n € Ny

k
Zaifi(n) =0 = a4;,=0,i=1,2,...,ka; e R.
i=1

Théoréme 1.1.2 Une condition suffisante, pour que { ﬁ(n)}f:1 soient linéairements indépen-
dantes, est qu'il existe it > ny

det k(i) # 0.

Preuve. Supposons que



Equations aux différences linéaires

k
E‘laiﬁ(n) =0

i aifin+1)=0
i=1

Zk:aiﬁ(n+k—1):O
i=1

ce qui donne

a1
o
km| =0
(095
ainsi, s'il existe un n = fi tel que
detk(i1) # 0
alors
aq 0
[0%) _ 0
A 0
[

1.1.3 Solutions fondamentales
Construisons un ensemble de n solution Xﬁf), i=1,..., k telle que
@) _ (i _ (i) _ B _
xP=0,.x% =1,x"=0,.x" =o.

Cet ensemble est appelé ensemble fondamental.

Le théoreme suivant énonce que le role des k solutions fondamentales peut étre joué

par un quelconque ensembles de k solutions linéairements indépendantes :

8



Equations aux différences linéaires

Théoréme 1.1.3 Chaque solution de I'équation homogene peut étre exprimée comme combi-
naison linéaire

chf}) + ch,(f) + ..+ ckX,gk)

des k solution linéairement indépendantes X® oil cy,..., ¢y sont des constantes.

1.2 Equations auxdifférenceslinéaires a coefficients constants

A titre de motivation, nous allons commencer par un approche élémentaire de la

théorie des équations aux différences linéaires a coefficients constants.

Définition 1.2.1 On appelle I'équation (1.4) un’équation aux différences linéaire du n ordre a
coefficients constants

Xtk + pan+k—1 +...+ kan =0n (14)

tells que ps, ..., px soient des constants. Dans toute la suite, on s’inteéresse aux équations aux

différences a coefficients constants homogenes c’est-a-dire

k
Z piXnsk-i = 0,po = 1. (1.5)

i=0
Théoreme 1.2.1 L'équation (1.5) a des solutions de la forme
X, =A"

avec A € C* et vérifie

K
p(A) = Z p A = 0.
Py

Preuve. En remplagant par X,, = A" dans I'équation (1.5), on trouve

A" Z p A =0
i=0

9



Equations aux différences linéaires

ce qui donne

ZH: piAF = 0.
=0

1.2.1 Polynéme caractéristique

Définition 1.2.2 Soit
Xk + 1) X1 + o + pr(m) X, = 0 (1.6)

une équation linéaire homogeéne a coefficients constants. Le polynome
p(A) = AL+ pi (A + L+ g (A + pr(n) (1.7)

est appelé le polynome caractéristique associé a I'équation homogene (1.6).

L’équation
p(4) =0

est appelé I'équation caractéristique associés a I'équation homogene (1.6). Cette équation a n

solutions complexes A4, ..., Ay.

Théoreme 1.2.2 Si les racines Ay, ..., Ay de p(A) sont distinctes, alors les solution de (1.5) sont

linéairement indépendants.

Preuve. Si A4,..., A, sont des racines distincts du p(A), alors les {A”,..., AL } sont k solutions
de I'équation (1.5). Montrons qu’ils sont lineairement independantes. Considerons la matrice

de Gasorati .

AnAL LA
An+1 An+1 . /\n+1
/\rlz+k—1 /\;1+k—1 . AZ+k—1

10



Equations aux différences linéaires

donc
1 1 1
Ay Ay e Ay .
detk(n) = (A A5...A%)" : o = (M Az A" g(/\i - A, i, j=1,..,k
P LS LS
Ainsi
detk(n) # 0

d’aprés le théoreme (1.1.10) les solutions sont libres. m

1.2.2 Résolution d’équations homogenes

Théoreme 1.2.3 La solution générale de I'équation (1.6) est de la forme suivante

X, = Zl: {/\f nfa,-]-nj}

o le parametre | < k désigne le nombre de racines distinctes de I'équation caractéristique (1.7).
o le parametre A; désigne une racines de I'équation caractéristique (1.7).
o le parametre m; désigne la multiplicité de la racines A;.

o les coefficients a;; sont des constants qui sont déterminées a partir des conditions initiales.

Racines réelles simple

Chaque terme A! avec i=1, 2,..., m est une solution de 1’équation aux différences

homogene. La solution générale est une combinaison linéaire de tous ces termes :

Xy = Al + Ay + .+ oy,

11



Equations aux différences linéaires

Les coefficients c; sont des constantes fixées par les condition initiales.

Exemple 1.2.1 Soit a résoudre la relation suivante :

Xy =Xp1+ Xy, V022

Xo=0; X3 =1.

L’équation caractéristique de cette relation est

A2—A-1=0

les racines simples de cette équation sont

/\1: 1+2\/§€t/\2: 1_2\/5

par conséquent, la solution générale est

X, = tll/\gl + azAg

autrement dit

1+«/§)"+a2(1-%)”

Xn:al( > >

les constantes a; et a, sont déterminées par les conditions initiales comme suit :

Xo=a1+a, =0

L) (155

X1 =m (
En résolvant ce systeme a deux équations et deux inconnues, on obtient

1
m=—etap=———

V5 V5

la solution finale est alors

12



Equations aux différences linéaires

Racines réelles multiples

Si la racine de multiplicité m telle que A; = A, = ... = A,,. On pose :

Xy = (c1+ can + .o + ™AL

Ici également, les coefficients ¢; a ¢, seront fixés par les condition initiales.

Exemple 1.2.2 Résoudre I'équation suivante

1
Xn+2 - Xn+1 + ZXn =0

I'équation caractéristique est

1
2— - =
A A+4 0

les racines de cette équation sont
1, .
A=A, = E(mcznes double)

par conséquent, la solution générale

1\" 1\"
X, =c (E) +czn(§) .

Théoreme 1.2.4 Si A;, i=1,..., s une racine du polynome p(A) de dégré de multiplicité m;. Alors
les fonctions

Xi,]‘(Tl) = n]Af,O < ] < mi,i =1,..,s;m + ...+ my = k
sont des solutions linéairement indépendantes de |"équation (1.5) et forment une base de S.

13



Equations aux différences linéaires

Remarque 1.2.5 Du théoréme précédement, il résulte que toute solutions de I'équation (1.5)

s‘écrit comme combinaison linéaire de AL i=1,..., k, ie :

k
X, = ZCiA?/Ci eR

i=1

Avec Ay,..., Ax sont des racines distinctes du polyndme caractéristique p(A).Quand le
polynome p(A) admet des racines multiples, alors les solutions A! qui correspondent a des A;
distinctes ne suffisent pas pour former une base pour I'espase des solutions S, mais , on peut

completer {)\?};, par d’autres solutions pour former une base pour l'espase S.

Exemple 1.2.3 Résoudre I'équation suivante :
Xﬂ+3 - 7Xn+2 + 16Xn+1 - 12X7Z = 0; vn Z 3

XOZO; X1:1,‘X2=2.

L’équation caractéristique de cette relation est

A+ -71%+16A-12=0
les racines de cette équation sont

Ay = 3; racine simple, et

Ay = 2;racine double

par conséquent, la solution générale
X, = ;AL + (ax + azn)A;

autrement dit

X, = a13" + (ap + azn)2"

14



Equations aux différences linéaires

les constantes a; et a, et az sont déterminées par les conditions initiales comme suit :
Xo=a1+a,=0
Xi=a1+2a,+2a3=1

X> =9a; +4a, +8az =2

en résolvant ce systeme a trois équations et trois inconnues, on obtient

3
a=-2; 4, =2; 61’613:5

la solution finale est alors

X, = =2.3" + 21 4 3271,

1.2.3 Quelques exemples

Exemple 1.2.4 On considere I'équation aux différences linéaires d’ordre 2 suivants
Xp2 —3Xp1 +2X, =0

son polyndme caractéristique

p(A) = A2 =31 +2

admet deux racines distinctes

A1=1,)\2=2

la solution générale s’écrit

X,=0c1+ C22n.

Exemple 1.2.5 Considérons |"équation aux différences linéaires d ordre 3 suivante

Xz —4X0 +5X,1 —2X, =0

15



Equations aux différences linéaires

son polynome caractéristique

p(A) = A3 —4A? + 51 -2

a comme racines Ay = 2(racine simple) et A, = 1(racine double). La solution générale et donc
donnée par

X, =12" + ¢ + c3n.

Exemple 1.2.6 Considérons |"équation aux différences d’ordre 4 suivante
Xpra +2X03 — 23X40 — 24X, + 144X, =0,
son polyndme caractéristique associé est
p(A) = (A = 3)*(A +4)°

qui admet comme racines Ay = 3(racine double) et A, = —4(racine double) et donc la solution

générale est donnée par

Xy = 13" + con3" + c3(—4)" + cyn(—4)".

Racines complexes conjuguées Soit A;, = a+ib, deux racines complexe del’équation
caractéristique. Alors, la solution X,, est une combinaison linéaire de chaque racine

élevée a la puissance n :

X, = ci1(a +ib)" + co(a — ib)"

On peut également écrire les racines sous la forme polaire :

a+ib=Re+iQ

16



Equations aux différences linéaires

avec

R = Va2 +b?,Q = atan(g).

On a donc

(a £ib)" = (Re £ 1Q)" = R"(cos(nQ) + isin(nl))

comme les coéfficients de 1’équation aux différences sont réels, la solution I’est égale-
ment. Cela signifie que les termes imaginaires se simplifieront et que 1'on obtiendra

finalement :

—A
X, = A1R"(cos(nQ) + A,R" sin(nQQ)) = /A2 + A2R" cos(nQ +a tan(A—lz))

le résultats générale est alors le suivant :

X, = AR" cos(nQ + a).

Les conditions initiales permettront de calculer les valeurs A; et A; ou celles de A

et a.

Exemple 1.2.7 Résoudre I'équation aux différences d’ordre 2 suivante

Xpnp + X, =0
ol
Xo=0,X; =1
L’équation caractéristique est
A+1=0

17



Equations aux différences linéaires

a deux solutions complexe conjuguées
/\1/2 = +i.
Trouver la valeur O telle que

b
cos 0 = %et sin@ = E(avecp = a? + b?).
Nous avons ici a=0 et b=1. Il s’ensuit que p = VO + 1 =1 et donc cos 0 =0, sin 0 = 1 et donc
0=71.

La solution générale est donc
. T T
Xy =0 sm(nE) + ¢ cos(nE).

Fixer les valeurs des constantes c; et ¢, a partir des valeurs initiales X, et X :

Xo=0 1 sin(0) + c; cos(0) =0 =0
= =
X;=1 c1sin(5) + cacos(5) =1 =1

La solution qui satisfait les deux conditions initiales est donc X,, = sin(n?%).

1.2.4 Equations aux différences linéaires non homogenes

Considérons 1'équation aux différences d’ordre k

Xk + P1(0) Xpik-1 + oo + p(m) X, = gy (1.8)

avec pr # 0 pour tout n > ny. Le terme g, est appelle le terme force ou la force

exterieur.
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Equations aux différences linéaires

Exemple 1.2.8 On a I’ équation aux différences linéaires d’ordre 2 suivante

X2 — Xpy1 — 6X, = 5(311)

Remarque que (X1), = n(3" 1) et (X3), = (1 + n)3"! sont des solutions de I'équation.

Remarque que X,, =(X3), —(X1), n'est pas une solution de I'équation.

Remarque que @, = cn(3"1) pas une solution de I'équation, avec c est un constant.

solution

(X1)n et (X2), sont des solution de I'équation (vérifie).

Xy = (X2), — (X1), = 3" n'est pas une solution car 3" — 3" — 631 =3"3-1-2) =
0 # 5(3").

On remarque facilement que @, n’est pas une solution de I'équation.

Théoréeme 1.2.6 Si(X1), et (X1), sont des solutions de I"équation (1.8), donc X, = (X2)n—(X1)n

est une solution de I'équation homogene correspondont
Xpsk + p1(M) Xpsh—1 + . + p(n) X, =0 (1.9)

Théoréeme 1.2.7 Chaque solutions X, de (1.7) est écrit comme

k

X, = (Xp)a + ) ai(X)n

i=1
telle que {(X1),, (X2)n,..., (X)u} est un ensemble des solutions fondamentals de I'équation (1.9).
Exemple 1.2.9 On al’ équation aux différences linéaire d’ordre 2 suivante

Xn+2 + XI’H-l - ].ZXn = nzn.

Les racines caractéristique de I'équation homogene sont Ay = 3 et A, = —4
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Equations aux différences linéaires

donc
(Xc)n = C13n + C2(—4)n
ona
gy =n2"
donc

(Xp)n = a12" + 6121’1211

d’oil cette relation
12" + ap(n + 2)2"2 4+ 4:2" 1 4+ gy (n + 12" — 1241127 + 12a,n2% = n2".

(10a; — 6a7)2" — 6a,n2" = n2".

donc
-5 _
10a, —6a; =0et —6a, =1 = a; = EetQQ = ?

la solution particuliére est

-5 1
Xy = —=2" = =2
(Xph = 192"~ g2
et la solution générale est
5 1
X, =c13" —4)" — —=2" — —n2".
13" + c(—4) T 6n

Exemple 1.2.10 Soit a résoudre I'équation suivante

X, = Xy + 11 (1.10)

XO =1
cette équation est aussi vrai pour n+1, c’est-a-dire

Xpi1 = X+ 1+ 1 (1.11)
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Equations aux différences linéaires

en soustrayant (1.11) de (1.10), on obtient

X1 —2Xy + X1 =1 (1.12)

pour n+1, I'équation (1.12) s’écrit comme suit :

X2 = 2Xpp1 + Xy =1 (1.13)

encore une fois, en soustrayant (1.13) de (1.12) on obtient

Xys2 —3Xy41 +3X, — X021 =0 (1.14)

avec les conditions initiales suivantes

)(0 :30;)<1 :31;}(2 =3.

1l est utile de remarquer que les deux derniéres conditions initiales sont nécessaire pour la
résolution de I'équation (1.12), pour la simple raison que le degré de I'équation (1.14) est 3.
Elles sont déduites de I'équation (1.12). En utilisant donc la méthode des équation linéaires

homogénes, discutée précédemment, on obtient la solution finale suivante

Nyt
X, = .
2

L'opérateur d’avancement E

Définition 1.2.3 Etant donnée une suite de nombre entier g,, I'opérateur d’avancement E est
défini comme suit :

gn = c(une constante) = E(g,) = ¢
gn # constante = E(g,) = g(n + 1).
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Equations aux différences linéaires

Exemple 1.2.11 Illustrons l'application de ces opérateur sur les fonction suivantes :
E(zn) — 2n+1,

Em+1)=n+2.
Ainsi définies, il est facile de vérifier :

L’addition et la multiplication d’opérateurs sont commutatives
(E1 + E2)gn = (E2 + E1)gn,

(E1 X Ep)gn = (Ez X Eq)g.

L'addition et la multiplication d’opérateurs sont associatives
((E1 + E2) + E3)gn = (E1 + (E2 + E3))g,
(E1(E2 X E3))gn = ((E1 X E2)E3)gy-
Le tableau ci-dessous résume l'éxpression a employer pour éliminer quelques fonc-

tion g, dans les équation non-homogénes. Dans le tableau qui suite, (Px),et a repré-

sentent un polynéme en n de degré k et une valeur entiére, respectivement.

Fonction g, Eliminateur correspondant

gn = constante | (E-1)

gn = (Pr)n (E-1)*!
gn=a" (E-a)

gn — a”(Pk)n (E-a)k“

Remarque 1.2.8 Les deux observations suivant peuvent étre utilisées pour simplifier la réso-

lution des équation récurrentes.
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Equations aux différences linéaires

e Si E; est l'annihilateur de g, alors les racines de I'equation caractéristique de
E1(ceXpsk + oo + C0Xp) = 0 (1.15)

Sont les valeurs qui annulent E; et S + e AR + L 4¢p. Cela nous permet de ne pas
développer I'équation(1.15), comme nous I’avons fait précédemment, et nous évite ainsi

des calculs laborieux.

o Si E, est I'annihilateur de g, et Eycelui de f,alors (E; X Ej)est I'annihilalteur de la fonction

(Gn + fo)-

Utilisation de I'opérateur d’avancement E

L'intérét de l'opérateur E réside dans sa capacité de rendre une équation non-
homogene en une autre équation équivalente mais homogene, aprés un certain nombre

de transformation.

Voyons cela sur les exemple suivants.

Exemple 1.2.12 Soit a résoudre I'équation suivante :
Xpio — 4Xpi1 + X, = 150 > 2, (1.16)
Xo=0;X; =1
Application I'opérateur E au terme n* comme suit :
Em)=n+1?=n*+2n+1

E-1Dm*+2n)=(n+1*+2n+1)-n*-2n=2n+3
(E-1)Q2n+3)=2n+1)-2n+3-3=2
(E-1)(2)=2-2=0.
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Equations aux différences linéaires

Par conséquent, en appliquant l'expression (E — 1) aux deux membres de I'équation (1.16), on
obtient :

(E- 1)3(Xn+2 —4Xy1 + Xy) = (E - 1)3(7’12).

Développant cette relation, on obtient :
Xis = 7 Xpes +16X,43 = 16X,00 + 7X0 — X, = 0.
L’équation caractéristique de cette équation est :
A’ =72 +164° - 16A* +7A -1 = 0.
Qui peut encore s’écrire comme suit :
A-1>%A*-4A+1)=0.
La solution finale est donc comme suit :

X, = (ap + an + an®)1" + a3(2 — 2 V3) + as(2 + 2 V3).

Exemple 1.2.13 Soit a résoudre I'équation suivante :
Xy =Xy +2"

Xo=1.

En appliquant I'opérateur E, on obtient :
(E—-2)2" =21 22" =,

Par conséquent

(E = 2)(Xy = Xp-1) = 0.
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Equations aux différences linéaires

En développant cette équation, on trouve que les racines de son équation caractéristique sont :

Al = 161’/\2 =2

Par conséquent, la solution générale est comme suit :

X, =ap+ a12”.

En procédant de la méme maniere que précédemment, on obtient :

ay=—-1leta; =2.

La solution finale est comme suit :

X, =21 1.

Remarque 1.2.9 Il existe une maniére élégante de procéder pour résoudre cette équation (et
bien d’autres encore!). en effet , écrivons cette équation pour les différentes valeurs de n comme
suite :

X, =X, +2"
Xy =Xy + 2t

X2 = Xp3 + 22

X, = Xq + 22
X1 =Xy +2.

En sommant les termes de gauche entre-eux et les termes de droite entre-eux, on arrive a :

X, =Xo+2+22+ ... +2"=2"1_1
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Equations aux différences linéaires

Exemple 1.2.14 Résoudre I'équation suivante

Xy = Xy-1 + 12"

X0=0.

En appliquant I'opérateur E, on obtient

(E _ 2)7’12” — (i’l + 1)2n+1 _ n2n+1 _ n2n+1 — 2n+1

(E _ 2)2n+1 — 21’l+2 _ 2'2n+1 =0

par conséquent,

(E=2)*(Xy = Xp-1) = 0

I'équation caractéristique de cette relation est :

(A=22*A-1)=0.

La solution générale est :

Xy = (a, + a1n)2" + a,.

En sachant que X; = 2 et X, = 10, les valeur de a, et oy sont

ag = —2;0é1 = 2,&2 =2.

La solution finale est donc comme suite

X, =(n—-1)2"" +2.

26



Chapitre 2

Points d’équilibres et stabilité

Ce chapitre est consacré a 1'étude de l’analyse de la stabilité des solutions des
équations aux différences linéaires, et pour simplifier notre chapitre nous limitons

notre duscussion aux équations aux différences linéaires d’ordre deux.

2.1 Points d’équilibres

onsidérons une équation aux différences a coéfficients constants d’ordre
C d t diff ff t tants d’ordre k

ann+k + pn—lxn+k—1 + pn—ZXn+k—2 +...+ pOXn =b (21)

ol Po, P1, ---» Pn—1, Pu, b sont n coéfficients connus.

Définition 2.1.1 Un point d’équilibre est un nombre X augquel il correspond une solution

constante X,, = X.
0 S Py + Pu-t + Pu-z + ... + po # 0, alors il existe un seule point d’équilibre X :

puX + puaa X + ppaX + o+ poX = b
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Points d’équilibres et stabilité

X(pn +Pp1 + P2+ .. +p0) =D

b
Pn + Pp-1t P2+ ... T Po

X =

o autrement, si P, + Pp-1+ Pu2 + ... +po =0

-si b = 0 chaque X est un point d’équilibre,

-si b # 01l n’y a aucun point d'équilibre.

2.2 Stabilité de point d’équilibre

Définition 2.2.1 Un point d’équilibre X est stable si Ve > 0, il existe un o > 0 telle que

n-1
Z |Xl - X| <0 —™
i=0

X, —XI <€, Vn > np.

c-a-d : des états initiaux proches de point d’équilibre donnent lieu a des trajectoires proches de

I'équilibre.

Définition 2.2.2 Un point d'équilibre X est asymptotiquement stable si pour chaque n-tuple

{Xo, X1, ..., Xu—1}la solution correspondante vérifie

limX, = X.

2.3 Etats d’équilibres

Pour simplifier notre exposé, nous limitons notre discussion a I'équation aux diffé-

rences d’ordre deux.

Xn+2 + Pan+1 + szn =0 (22)
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Points d’équilibres et stabilité

supposons que A, A, sont les racines d’équation caractéristique de I'équation (2.2).

On obtient alors trois cas :

1.A1, A, sont des racines réels distinctes : (X;), = A} et (X3), = A sont deux solutions
linéairements indépendants de (2.2). Si|A4| > |A,], alors : nous allons maintenant montre

que le compotrement limite de la solution générale X,, = a1 A} + aA}

/\ n
X, = Al |m +a2(/\—j) ]
Depuis
As
—| <1
A
Il s’ensuit que
Az\"
(—) — 0 quand n — oo.
A

En conséquence; lim 4,17, il y a 6 différents situations qui peuvent se présenter ici en
n—oo

fonction de valeur de A; :

1. (@) Ay >1:lasuite {al/\’f} diverge vers co (systeme instable).
(b) Ay =1 :la suite {alA;’} est une suite constante.
() 0< Ay <1 :lasuite {al/\’f} est monotone décroissante vers 0 (systeme stable).

(d) -1< A; < 0 : la suite {al/\;’} est oxillante auteur de 0 ( c’est-a-dire, alternance

de signe) et convergent vers 0 (systeme stable).
(e) A; = —1:lasuite {alA’f} est oxillante entre deux valeurs a; et —a;.

() A < -1:lasuite {av\’f} est oxillante mais de plus en plus grandeur (systeme

instable).

2. Ay = Ay = A :la solution générale donnée par X,, = (41 + nap)A". De tout évidence,

si |A| > 1 la solution X, diverge, soit monotone si A > 1 ou par oxillant si A < —1.
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Cependant, si |A| < 1, alors la solution converge vers 0 puisque lim nA" = 0.
n—oo

3. A1 = A, sont complexes ( c’est-a-dire que Ay = a+ifet A, = a—ifoup # 0). Alors

la solution est de la forme X, = Ar? cos(n0 — w) ot r = \/a? + p2, O = arctan (ﬁ ) .

a

Cependant, X, oxillant de trois fagons différentes en fonction de 'emplacement des

racines conjuguées caractéristique :

(@ 7>1:ici A; et A, = A; sont en dehors du cercle unité. D’ot1 X,, est oxillante mais de

plus grandeur (systéme instable).

(b) r =1 :ici A; et A, = A sont situés sur le cercle unité. D’ot1 X,, est oxillante mais

constant en amplitude.

(c) r <1 :ici Ay et A, = A; sont situés sur le cercle unité. D’ot1 X,, est oxillante mais

converge vers 0 quand n — oo(systeme stable).

Enfin, nous résumons la discussion ci-dessus dans la théoréme suivant :

Théoreme 2.3.1 1. Toutes les solutions de (2.2) osciller vers 0 si et seulement si I'équation

caractéristique n’admet pas des racines réelles positives.

2. Toutes les solutions de (2.2) converge vers 0 (i.e la solution est asymptotiquement stable)

si et seulement si max {|A4],|A,]} < 1.

Exemple 2.3.1 Soit I'équation aux différences linéaires d’ordre 2
6Xn+2 — 5Xp1 + X, =2

(a) Y.a; =2 # 0, on a donc un seul point d’équilibre

S 2
X = -=1
2

b
Y. a;
(b) L’équation caractéristique est

6A2 =51 +1 =0.
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Le discriminant A vaut 1 et les racines sont donc

541 (1 1
M2 =5 "{5’ E}'

Le point d’équilibre est asymptotiquement stable car |A1, 2| <1

(2)
Xppo —2X,1 +2X, = 0.

(a) Y.a; =1 # 0, on a donc un seul point d’équilibre

. b 0
X=—=—-=(.
Yai 1 0
(b) L’équation caractéristique est
A2 =21 +2=0.

Le discriminant A vaut -4 et les racines sont donc

Le point d’équilibre est instable car |/\1,2| =V2>1.

(3)
Xz + X, =0

(a) Y.a; =2 # 0, on a donc un seul point d’équilibre

- b 0
X=g—=z=0
Z a; 2
(b) L’équation caractéristique est
A +1=0.
Une premiere solution Ay = —1 vient a 'esprit, le polyndme est donc divisible par A + 1.

Nous obtenons

A+1DA*=A+1).
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L'équation A> — A + 1 = 0 a pour racines

1+
2

1%

Ay 3 =

Nous avons donc 3 racines distinctes de multiplicité 1, et |A1, 2,3| = 1. Le point d’équilibre est

donc stable, mais pas asymptotiquement stable.
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Chapitre 3

Applications des équations aux

différences linéaires en biologie

Dans ce chapitre, nous allons donner deux exemples de probléemes en biologie qu’on
peut modéliser comme des équations aux différences linéaires, le premier est les lapins

de Fibonacci et le deuxieme est la propagation des plantes annuelles.

3.1 Les lapins de Fibonacci

En 1202, Fibonacci s’intéressa au probleme de croissance d’une population de lapins

dans des circonstances idéales. Le probleme est le suivant :
- on commence avec un couple de jeunes lapins,
- un lapin 4gé d’un mois est capable de se reproduire,

- un couple de lapins (en age de se reproduire ) donne naissance a un autre couple

de lapins tous les mois.

Fibonacci se posa la question suivante : combien y aura-t-il de couples de lapins

aprés une année? La figure ci-dessous illustre I'évolution du nombre de couples de
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Applications des équations aux différences linéaires en biologie

lapins au fur et a mesure des mois.

Ficure 3.1 — Couple de lapins

Le nombre de naissance (nouveaux couples de lapins) est égal au nombre de lapins
qui ont au moins 2 mois (2 mois, 3 mois, 4 mois,...). Ce nombre est le nombre de couples
de lapins existant deux mois auparavant. Ce nouveau nombre de naissances s’ajoute
au nombre de couples de lapins existants, c’est a dire au nombre de couple de lapins

du mois précédent.

mois0 |1

mois 1 1

mois 2 1+1

mois 3 | 2+1

mois4 | 3+2

Q|1 | W | N |~ | =

mois 5 | 5+3
mois 6 | 8+5 13
mois 7 | 13+8 | 21
mois 8 | 21+13 | 34
mois 9 | 34+21 | 55
mois 10 | 55+34 | 89
mois 11 | 89+55 | 144

Dans le tableau précédent, le nombre de lapins qui existent au 7% mois (mois 6)

est égale 5 (nombre de couples de lapins exustant il y a deux mois et qui correpond au
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nombre de nouvelle naissances) additionné de 8 (nombre de couples de lapins existant

le mois précédent ), soit 5+8, c’est a dire 13.

R

4
4B ge
B e i
E" el

Ab b, A8 AR au MK i MU

Ficure 3.2 — Croissance des lapins de Fibonacci

Foi» =F.1 +Fn,F() =1,FF=2,0<n<10.
Cette suite de nombre s’appelle la suite de Fibonacci.

La suite de Fibonacci est une suite de nombres dont chaque terme est la somme des

deux précédents.
3.1.1 Résolution I’équation aux différences
Fopp=Fp1+F,,Fhp=1,F=2,0<n<10
Fui2 = Fpn = Fy = 0.

L’équation caractéristique est
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A2—A-1=0

les racines sont

la solution générale

5 o120

Fn=ﬂ1( > >

les constantes a; et a, sont déterminées par les conditions initiales comme suite :

Fo=a,+a,=1

E =g (1 —2\/5) +a2(1 +2\/§) _s

En résolvant ce systéme a deux équation et deux inconnues, on obtient

1 2\/5 2 2\/5

La solution finale est alors

- {—9;/5\/5(1 _2\/5):1 ) 3;\/\5/5(1 +2\/§)n}.
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3.2 Propagation des plantes annuelles

Notre objectif ici est de développer un modéle mathématique qui décrit le nombre
de plantes dans n'importe quelle génération désiré. Il sait que les plantes produisent des
graines a la fin de la saison de croissance (par exemple Aofit), apres quoi ils meurent. En
outre, seule une fraction de ces graines survivent a I’hiver, et ceux qui survivent germent

au début de la saison (mai), donnant lieu a une nouvelle génération de centrales.

printemps W
Palke. = . i

/ st A . AL
A S ) 1, SR — = _j%" -
@ :‘-t : ’Ir E
/
= "
\._\_\_ Pt FaT o
e — 2 ® & @
Ficure 3.3 — Propagation des plantes annuelles
Soit
y = nombre de graines produites par plante en Aofit,
a = fraction d’un ans graines qui germent en mai,
B = fraction de deux ans graines qui germent en mai,
o = fraction de graines qui survivent a un hiver donné.
Si p(n) désigne le nombre de plantes dans la génération n, alors
plantes d"un année plantes de deux ans
p(n) = , + , ,
graines graines
p(n) = asi(n) + Psa(n), (3.1)

37



Applications des équations aux différences linéaires en biologie

ol s1(n) (respectivement, s,(1)) est le nombre de une ans (deux ans)
graines en Avril (avant la germination). Observer que le nombre de graines

a gauche aprés la germination peut étre écrite comme

pas germé

graines gauche =
des graines en Avril

fraction ] [ nombre initial
X

Cela donne deux équations :

51(n) = (1 = a)s1(n), (3.2)

5,(n) = (1 = P)sa(n), (3.3)

ol 51(n) (respectivement, 5,(n)) est le nombre d'un an (deux ans)
graines quitté en mai apres certains ont germé. De nouvelles semences sy(72) (0 ans)

sont produites en Aoft (Figure 1) au taux de y par plante,

so(n) = yp(n). (3.4)

Apres I'hiver, les graines de so(n) qui étaient nouveaux dans la génération n sera d'un
an dans la prochaine génération n + 1, et une fraction osy(1) d’entre eux survivront.

d’ou

s1(n + 1) = asp(n)

par la formule (3.4), on a

5101+ 1) = oyp(n) (3.5)
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de méme

sp(n + 1) = 051(n)

qui donne, d’aprés (3.2)

ss(n+1) =01 —a)si1(n)

$r:(n+1) = o*y(1 — a)p(n — 1).

On remplace par s1(n + 1), s,(n + 1) dans (3.5) et (3.6) dans (3.1) obtient

p(n +1) = ayop(n) + pyc*(1 — a)p(n — 1)

p(n+2)=ayop(n+1)+ ﬁy02(1 —a)p(n).

Year k=n Year k=n+1 Year k=n+2

14 N Al
April-May August  Winter April-May August Winter Apri-May  August

=
Lol
2

Sy(n)

lﬁ

]

b & sin)

T
|
|
|
|
|
|
&5y (n41) ) L
|
|
|
|
|
|
|
|
|

-
W —I A,
%

Ficure 3.4 — Croissance des plantes annuelles

|« Tinat)

39

(3.6)

(3.7)



Applications des équations aux différences linéaires en biologie

3.2.1 Résolution I’équation aux différence

L’équation caractéristique de (3.7) donne par

A? —ayo) - Byc*(1—a) =0

4
1+ \/1+y—52(1—a)}

ayo 4p
/\22 T[l— \/1+W(1—a)‘

On remarque que A; et A, sont des racines réel, tel que 1 —a > 0. En on autre A; > 0

les racines sont

ayo
-2

et A, < 0. Assurent propagation (i.e., p(n) augmentation indéfiniment quand n — o),
nous devons avoir A; > 0. Nous n’allons pas faire le méme avec A,, puisque c’est négatif
et méme a oscillation de fluctuation peu désirée dans la taille de la population d"usine

(de plante).

Donc

%[H\/H%a—mlﬂ,

ayo /1+&;“’>1—%
2 ya 2

D’aprés la simplification on trouve

ou

” a0+ Bo?(1 - a)’ (38)
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Applications des équations aux différences linéaires en biologie

Sip =0, avec, sin’est pas plantes de deux ans graines germent dans Mai, et la condition

(3.8) sera

1

La condition (3.9) dit que propagation d'usine (de plante) arrive si le production de la
fraction de graines produites par usine (plante) dans fraction d’Aotuit. De graines d"une
ans cela germination dans Mai et la fraction de graine qui survivent un hiver donné

excede 1.
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Résumeé

Le présent travail est consacré a I'étude des iégsadux différences
linéaires, nous donnons des définitions et résuggahéraux et les
meéthodes des résolutions de ce type d'équatians @tesente la théorie
de la stabilité et enfin on donne quelques appdinaten biologie.

Mots clés:équation aux différences linéaire, stabilite, paigquilibre.

Abstract

In this work we study the linear differences equadi we give basic
definitions and general results and method of teg&mi of such
equations and presents the theory of stabilitylifirwe give some
applications in biology.

Key words: linear difference equation, stability, equilibriyint.
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