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Introduction Générale

A la �n du 19 siècle, les lémitations de la théorié d�intégration de Riemann de-
vienement apparentes et plusieurs mathématiciens. Célébres(Jordan, Borel,Young,...) se

mètrent en devoir de la généraléser. C�est �nalement la théorié de Lebesgue, exposée
dans une fondatrice de 1901, puis développée à partir du concept de mesure, introduit

par Borel vers 1895.

La théorée de l�intégration de Lebesgue permet de dé�nir des espaces fonctionnels,
ces espaces dits de Lebesgue on espaces Lp été introduits et étudiées par Fisher-Riesz,
ils consistent en l�ensemble des fonctions f , tells que pour 1 � p � 1, jf jp soit Lebesgue-
intégrable.

Des le début, il y est une tendance trés forte à traiter ces espaces indépendamment

de la théorie de l�intégration sous jacent et à fonder leur étude sur des inégalités générales

concermant les normes, les inégalités deClarskonmontrent jusqu�on peut aller dans cette
direction. L�inégalité de Schwartz pour les intégrales est une extension de l�inégalité de
Cauchy pour les sommes Riesz étendit aux intégrales, l�inégalité de Minkowski pour
les sommes et l�inégalité de Hölder pour les sérié.

L�étude des espace Lp est intéréssant du strict point devue de l�analyse fonctionnelle

et la théorié de l�intégration.

Ce memorie contient quatre chapitres, le premier est consacré aux notions de base

qu�on va les utiléser dans ce travail.

Le deuxième chapitre traite la motivation de l�intégrale de Riemann et Lebesgue.
Le troisième chapitre discute deux sections la construction d�espace Lp et ses proprié-

tés et les di¤erents modes de convergence.

Et dans le dernier chapitre propose quelques applications de ces espaces.
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Notation
N : l�ensemble des nombres naturels.
R : l�ensemble des nombres réelles.
Q : l�ensemble des nombres rationnelles.
C : l�ensemble des nombres complexes.
h:; :i : le produit scalaire.
R+ : [0;+1[ :
R+ : [0;+1] :
Rn : espace euclidien réel de dimension n.
ß(R) : les tribus boréliennes.
(A;X) : espace mesurable.

(A;X; �) : espace mesuré.

R� : l�intégrale inférieur.

R� : l�intégrale supérieur.

Pn : la subdivision.

S : la somme supérieur de Darboux.

S : la somme inférieur de Darboux .

D (
)(ou C1c ): l�ensemble des fonctions qui sont C
1 sur 
:

D
0
(
) : l�ensemble des distributions dé�nie D (
) :
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Chapitre 1

préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques généralités sur le mesure et la topologie

qu�on aurra utilisé par la suite.

1.1 Généralités sur la théorie de la mesure

Dé�nition 1.1.1 (tribu) une famielle non vide T de partie de E est une tribu sur E
lorsqu�elle véri�ée les trois conditions :

i) T 2 E:
ii) 8A 2 T , alors :

[
n2N

(An) 2 T:

iii) 8 (An)n2N 2 T , alors :
[
n2N

(An) 2 T:

De cette dé�nition, nous déduisons :

�Ø 2 T:
�T est stable par intersection dénombrable i.e :
Si (An)n2N 2 N est une suite d�éléments de T alors :

\
n2N

(An) 2 T:

�Si (An)n2N 2 T , alors :
[
n2N

(An) 2 T:

�Si A, B 2 T alors : AnB = A \BC 2 T et A�B = (A [B)=(A \B) 2 T:

Dé�nition 1.1.2 On appelle espace mesurable le couple (E; T ) où E est une tribu T sur
ensemble E:

Dé�nition 1.1.3 On appelle espace mesuré le triplet (E; T; �) où � une mesure sur l�es-
pace mesurable (E; T ):
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Dé�nition 1.1.4 (tribu borélienne) Si E un espace topologique. On appelle tribu bo-
rélienne et on la note B(E) la tribu engendrée par l�ensemble des ouverts de E:

Dé�nition 1.1.5 (cas particulier important : tribu borélien)
Si l�ensemble E possède une structure topologique la notion de tribu engendrée permet

de dé�nir la plus petite tribu adaptée à cette structure.

Dé�nition 1.1.6 (tribu produit)
Soit (X;A) et (Y;B) des espaces mesurables, on appelle tribu produit de A et B sur

X � Y , et on note A
B la tribu engendrée par fa� b=a 2 A; b 2 Bg :
L�espace (X � Y; A
B) est appellée l�espace mesurable produit de (X;A) et (Y;B) :

Dé�nition 1.1.7 (mesure positive)
Soit (E; T ) espace mesurable, on appelle mesure positive sur (E; T ) toute application

� de T dans [0;+1[ véri�ant les deux conditions :
i) �(Ø) = 0

ii) Pour toute suite (An)n2N d�élément de T deux à deux disjoints, on a :

� (An)n2N =
X
n2N

� (An)

donc (E; T; �) est appelé un espace mesuré.

Exemple 1.1.8 Soit (E; T ) espace mesurable, B 2 T et � mesure sur (E; T ) donc :
v(A) = �(A \B) est un mesure positive car :

v mesure()
(

v (Ø) = 0

v ([An) =
P
v (An)

�v(Ø) = �(Ø\A) = �(Ø) = 0 (car � est un mesure).

� pour (An) une suite d�éléments de T deux à deux disjoints, on a :
v ([An) = � (([An) \B) = �([(An \B))
=
P
�(An \B) =

P
v (An) (car mesure)

Alors : v est un mesure positive.

Remarque 1.1.9 La deuxième condition de cette dé�nition s�appelle s�additivité.

Dé�nition 1.1.10 � est dite �� finie, s�il existe une suite croissant (En)n�1 telle que :
� (En) h1, 8n � 1:

Dé�nition 1.1.11 (les ensembles négligeables)
Les ensembles négligeables jouent un rôle important dans la théorie de la mesure et

de l�intégration.
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Dé�nition 1.1.12 Soit (E; T; �) une espace mesuré, on dit qu�une partie N de E est

�-négligeable s�il existe A 2 T telle que : N � A telle que : A un ensemble de mesure

nulle (�(A) = 0).

�Toute partie d�un ensemble � �négligeable est ��négligeable.
�Soit f une fonction mesurable positive, une condition nécessaire et su¢ sant pour

que :
R
fd� = 0 est que f soit nulle presque partout.

�Soit f une fonction mesurable positive, si f est intégrable alors f est �nie presque
partout.

Dé�nition 1.1.13 (espaces mesure complet)
Si toutes les parties de E ��négligeable sont mesurables, on dit que l�espace (E; T; �)

est complet, on note :

Nn = fA � X; A négligeablesg On a : (E; T; �) complet () Nn � T:

Dé�nition 1.1.14 Soit (x;A) ; (y; A) deux espace mesurable.Une application f de x dans
y est dite mesurable si : 8b 2 B : f�1 (b) 2 A:

Théorème 1.1.15 Soient (E; T ) et (E 0
; T

0
) deux espaces mesurables S

0
un sous- ensemble

générateur de T 0 et f une application de E dans E 0, alors : f est mesurable si et seulement

si f �1(S
0
) � T .

Proposition 1.1.16 soient (E; T ), (E 0
; T

0
) et (E

0
; T

0
) trois espaces mesurables.

Soient f : E ! E
0
(T; T

0
) mesurable, g : E

0 ! E"(T; T ") mesurable.

Alors : g� f est(T; T ") mesurable.
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1.2 Généralités sur la topologié

Dé�nition 1.2.1 (ensemble dénombrable)
Un ensemble A est dit dénombrable s�il est en bijection avec une partie �nie ou in�nie

de N:

Dé�nition 1.2.2 (espace vectoriels)
Soit v un ensemble non vide, | est un corps.
v est un espace vectoriel sur | si :
1) (v;+) est un group abelien (group commutative)

2) 9 une application : |� V �! V

(�v) �! �v

véri�ant :

�8v 2 V : 1 � v = v (1 est l�élement neutre dans |).
�8� 2 |;8v1; v2 2 V : � (v1 + v2) = �v1 + �v2:

�8�1; �2 2 |;8v 2 V : (�1 + �2) v = �1v + �2v:

�8�1; �2 2 |;8v 2 V : �1 (�2v) = (�1�2) v:

Dé�nition 1.2.3 (produit scalaire)
On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel réel E (resp complexe) une appli-

cation :

f : E � E �! R(ou C);
qui posséde les proprietés suivantes :

� f (x+ x0; y) = f (x; y)+ f (x0; y) :

�f (�x; y) = �f (x; y) :

�f (y; x) = f (x; y):

�f (x; x) � 0:
� f (x; x) = 0 () x = 0:

Dé�nition 1.2.4 (espace vectoriel normés)
Un norme sur E est un fonction N : E �! R+, véri�ont les propriétes suivantes :

�N (x) = 0() x = 0:

�8x 2 E; 8� 2 R; N (�x) = j�jN (x) :
�8x; y 2 E2; N (x+ y) � N (x) +N (y) :

8



Dé�nition 1.2.5 (Application linéaire continues dans des e-v-n)
� f est dite linéaire si :
8�; � 2 |; 8x; y 2 E : f (�x+ �y) = �f (x) + � f (y)

�Si F = |; f est appelée forme linéaire sur E:
L�ensemble des applications linéaire de E dans F et noté L (E;F ) :

(L (E;F ) ;+; �) est un e-v sur |
+ : L (E;F )� L (E;F ) �! |

(f; g) �! (f + g) (x) = f (x) + g (x) :

� : |� L (E;F ) �! L(E;F )

(�f) �! (�f) (x) = �f (x) :

Dé�nition 1.2.6 (espace de préhilbertien)
Un espace prehilbertien est un espace vectoriel muni d�un produit scalaire.

Dé�nition 1.2.7 (suite converge)
On dit que la suite (un) converge vers u 2 E, si :
8" > 0;9n0 2 N;8n 2 N; n � N) kun � uk < ":

On écrite alors : lim
n�!1

un = u:

Dé�nition 1.2.8 (suite de Cauchy)
La suite (un)n2N est dite de Cauchy si :
8" > 0;9n0 2 N;8p; q 2 N; p; q � n0 ) kup � uqk < ":

Dé�nition 1.2.9 (espace de Hilbert)
Un espace prehilbertien complet pour la norme associé au produit scalaire est appelé

espace de Hilbert.

Dé�nition 1.2.10 < est une relation d�équivalence sur un ensemble A 6= 0 si :
1-8x 2 A : x<x (Ré�exive)

2-8x; y 2 A : x<y ) y<x
3-8x; y; z 2 A : x<y ^ y<z ) x<z

Pour x 2 A la classe d�équivalence de x est notée :
x = x = fy 2 A : x<yg :

L�ensemble quatient noté : A /< contient les classes d�équivalence modulo.
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Chapitre 2

l�intégrale de Riemann et de
Lebesgue

Dans ce chapitre on présente la notion de l�intégrale de Lebesgue et de Riemann et

la comparaison entre les deux intégrales.

2.1 l�intégrale de Riemann

Dé�nition 2.1.1 (l�intégrale de Riemann)
Soit [a; b]un intervalle compact de R et f : [a; b]! R une fonction quelconque. Pour

toute subdivision

Pn = [a = x0 < x1 < x2 < � � � < xn = b] de cet intervalle on dé�nit la somme

inférieur (inf) et la somme supérieur (sup) de Darboux :

S(f; Pn) =

nX
i=1

inf f (t) (xi � xi�1) xi�1 � t � xi

et

S (f; Pn) =

nX
i=1

sup f (t) (xi � xi�1) xi�1 � t � xi

-On dé�nit l�intégrale inférieure :

R� (f) =
R b
�a f (x) dx = sup

Pn2P
S(f; Pn)

et l�intégrale superieure :

R� (f) =
R �b
a
f (x) dx = inf

Pn2P
S (f; Pn)

avec P est l�ensemble de toute les partitions de l�intérvale [a; b]
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Dé�nition 2.1.2 On dite que f est intégrale au sens de Riemann ssi :
R� (f) = R� (f) :

et on note l�intégrale de Riemann avec :
R (f) =

R b
a
f (x) dx:

Proposition 2.1.3 (de l�intégrale de Riemann)

�Une fonction f qui est intégrable au sens de Riemann sur un intervalle[a; b] est
bornée sur cet intervalle.

�Tout fonction continue est intégrable.
�Si f est intégrable alors jf j aussi.
Plus généralement, si f est intégrable et g : R ! R est continue, alors g � f est

intégrable.

�Tout fonction monotone (croissante ou décroissante) est intégrable au sens de Rie-
mann.

Proposition 2.1.4 f est intégrable au sens de Riemann sur [a; b]ssi f est bornée et
continue en dehors d�un ensemble de mesure nulle.

2.1.1 Fonctions intégrables au sens de Riemann

Fonction en escalier

On appelle fonction en escalier tout fonction f : [a; b] ! R pour laquelle il existe
une subdivision Pn = fa = x0; x1; :::xn = bg du segment [a; b] telle que la fonction soit
constante sur chacun des intervalles [xi�1; xi[ on a alors :

S (Pn; f) = S (Pn; f) =
nX
i=1

(xi � xi�1) f (xi�1)

ce qui preuve que la fonction et intégrable au sens de Riemann et donne la valeur
de son intégrale :R b

a
f (x) =

nX
i=1

(xi � xi�1) f (xi�1) :

Fonctions monotones

Une fonction monotone croissante ou décroissante est intégrable au sens de Riemann.

D�abord, une telle fonction est bornée. Supposons en e¤et que f soit une fonction

croissante pour toute x 2 [a; b] on a :
f (a) � f (x) � f (b) :

D�autre part on a :
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! (f : [xi�1; xi[) = sup
x2Pn

f (x)� inf
x2Pn

f (x)

donc :

! (f : [xi�1; xi[) � f (xi)� f (xi�1)

si :

Pn = (xi) est une subdivision de pas � ":

On a donc :

S � S �
nX
i=1

(xi � xi�1) (f (xi)� f (xi�1))

�
nX
i=1

"� (f (xi)� f (xi�1))

= " (f (a)� f (b))

donc la fonction f est intégrable.

2.2 L�intégrale de Lebesgue

Dé�nition 2.2.1 Soit X un ensemble mesurable de Lebesgue de mesure �nie,
f : x �! R une fonction mesurable et bornée m son in�mum et M son suprémum,

soit [a; b] un intervalle qui contien (m;M).

On cosidère la patition pn = (a = y0 < y1 < ::: < yn = b)

Tp =
n�1X
k=0

yk+1�(Xk)

Sp =
n�1X
k=0

yk� (Xk)

ou Xk = fx : yk < f (x) < yk+1g X =

n�1[
k=1

Xk

et les Xk sont disjoints deux à deux de sorte que

� (x) =

n�1X
k=0

� (Xk)

on pose que : u = sup (Sp) et v = inf (Tp)

on dit que f est intégrable au sens de Lebesgue si : u = v

on note l�intégrale de Lebesgue avec :
R
X
f (x) dx:

2.2.1 Fonctions intégrables au sens de Lebesgue

Fonctions étagées
Soit X un sous espace mesurable de R, on notera �x la fonction caractéristique de X
c.à.d : la fonction qui prend la valeur 1 sur tout les élement de X et 0 sinon.
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On appelle fonction étagée toute fonction de la forme :

f (x) =
nX
i=0

yi�xi

avec : n 2 N
Les yi des réels.

Les Xi des ensembles mesurables deux à deux disjoints.

f ne prend qu�un nombre �ni de valeurs di¤érentes.

Si les Xi sont des intervalles alors f est dit en éscalier.

Fonctions étagées positives
Soit f une fonction étagée positive (c.à.d yi 2 R+) : on appelle intégrale de Lebesgue

le nombre : R
f d� =

nX
i=0

yi� (Xi)

avec les précisions suivantes :

Si yi = 0 et la mesure de Xi est in�nie, alors yi� (Xi) = 0:R
f d� � 0 (mais peut ètre in�nie) :

Proposition 2.2.2 L�intégrale de Lebesgue d�une fonction positive étagée est �nie ssi :
� (fx /f (x) 6= 0g) est �nie.

Dé�nition 2.2.3 Soit A un sous-ensemble de R, on dé�nit l�intégrale de f surR
A
f d� =

R
f�A d� =

nX
i=0

yi� (Xi \ A)

Exemple 2.2.4 On considère fD la fonction de Dirichlet. On peut pour tout x 2 R :

fD (x) = 0 � �Q\[0;1] + 1 � �(R/Q )\[0;1]
si on prend A = [0; 1] alors :R

A
fd� = 0 � � (Q \ [0; 1] \ A) + 1 � � ((R nQ) \ [0; 1] \ A)

d�oú
R
A
fd� = 1

Fonctions réelles positives
Soit f une fonction de Lebesgue-mesurable positive, on dé�nit

P
(f) l�ensemble des

fonctions étagées positives inférieures ou égale à f .

Dé�nition 2.2.5 On appelle intégrale de Lebesgue de f le nombre éventuellement in�ni,
tel que : R

fd� = sup
e2
P
(f)

R
ed�:

Dé�nition 2.2.6 La fonction f est intégrable (sommable) au sens de Lebesgue si
R
fd�

est �nie.
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Fonctions réelles
Soit f une fonction à valeurs réelles. on peut dé�nir deux fonctions auxiliaires f+ et

f� par :

f+ =

(
f (x) si f (x) � 0
0 sinon

f� =

(
�f (x) si f (x) � 0

0 sinon
on a alors : f = f+ � f�

Dé�nition 2.2.7 Une fonction à valeurs réelles f est sommable ssi les deux fonctions
f+ et f� sont sommables, et on a :R

fd� =
R
f+d��

R
f�d�

Remarque 2.2.8 Si
R
f+d� = +1 et

R
f�d� = +1 alors :

R
fd� n�existe pas.

Si
R
f+d� = +1 (resp f�) et

R
f�d� est �nie (resp f+) alors :

R
fd� = +1

(resp�1) :

Fonctions à valeurs dans C
D�aprés ce qui a été écrit précédemment, parler de l�intégrale de Lebesgue de la

partie réelle de f et de la partie imaginaire de f à un sens. Puisque ces deux fonctions

sont des fonctions à valeurs dans R, sans le cas ou Re (f) et Im (f) sont sommables, on
dé�nit l�intégrale de f comme :R

fd� =
R
Re (f) d�+ i

R
Im (f) d�:

2.2.2 Comparaison entre l�intégrale de Riemann et l�intégrale
de Lebesgue

1-Si f est une fonction Riemann-intégrable sur l�intervalle borné [a; b], (b > a) elle

est Lebesgue-intégrable :R b
a
f (x) dx =

R
[a;b]

fd�

2-Si f est Lebesgue-intégrable sur [a; b] elle n�est pas en général,Riemann-intégrable.
f (x) = [a; b]! R

x! f (x) =

(
1 si x 2 Q
0 sinon

on a : � (Q) = 0 et f (x) = 0; 8x 2 CQR
) f = 0� p.p

danc : f intégrable au sens de Lebesgue.
Soit Pn = f0 = x0; x1; :::; xn = 1g une partition de l�intervalle [0; 1].
81 � i � n; 9y 2 [xi�1; xi[ et y =2 Q (la densité de CQR dans R).
) f (x) = 0
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S (f) =
nX
i=1

inf
x2[xi�1;xi[

f (x) (xi � xi�1) = 0

) R� (f) � 0
D�autre part : 81 � i � n; 9zi 2 [xi�1; xi[ et zi 2 Q (densité de Q dans R).

S (f) =
nX
i=1

sup
x2[xi�1;xi[

f (x) (xi � xi�1) � f (zi) (xi � xi�1)

=

nX
i=1

1 � (xi � xi�1) = 1

) R� (f) � 1
R� (f) 6= R� (f) danc f n�est pas intégrable au sens de Riemann.
3-Une condition nécéssaire et su¢ sante pour qu�une fonction bornée soit intégrable

au sens de Riemann sur [a; b], est qu�elle soit continue presque partout dans [a; b] :

Théorème 2.2.9 (convergence uniforme sur un segment)
Pour toute suite (fn) de fonctions continues sur [a; b] qui converge uniformément vers

f sur [a; b]

lim
n

R b
a
fn (x) dx =

R b
a
f (x) dx

4-L�un des avantages les plus important de Lebesgue préoccupé par rapport à l�in-

tégrale de Riemann est la facilité avec laquelle nous pouvons passer à la limite.
Nous allons donner ici deux théorèmes les plus utilisées.

Théorème 2.2.10 (convergence monotone)
Si (fn) une suite croissante de fonctions mesurables de X dans [0;+1] qui converge

p.p vers f on a :

lim
n�!1

R
X
fnd� =

R
X
lim
n�!1

fnd� =
R
X
fd�

Théorème 2.2.11 (convergence dominée de Lebesgue)
Soit (fn) une suite mesurable converge presque partout vers f et :

9h 2 L1+ /8n 2 N ; jfn (x)j � h (x)

alors :

lim
n�!+1

R
X
fnd� =

R
X

lim
n�!+1

fnd� =
R
X
fd�

avec (L1+ est l�ensemble des applications intégrables de f X ! +1)
L1+ =

�
f 2M (X;A)

�R
X
jf j d� < +1

	
5-l�intégrale de Lebesgue est dé�nie exactement de la mème façon pour les fonctions

données sur des espaces mesurés arbitraires, tandis que l�intégrale de Riemann est dé�ni
d�abord pour des fonctions d�une seule variable et étendue ensuite, avec les modi�cations
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nécessaires aux fonctions de plusieurs variables. En ce qui concerne les fonctions dé�nies

sur des espaces mesurable abstraits pour elle l�intégrale de Riemann n�a point de sens.
6-Un autre problème avec l�intégrale de Riemann est qu�elle ne s�étend pas aux

intervalles non bornées trés facilement, si nous souhaitons une fonction f de �1 et +1
nous pouvons calculer

lim
n�!1

R n
�n f (x) dx:

Cependant, certaines propriétés (telle que, l�invariance par translation, le fait que

l�intégrale de Riemann ne change pas si nous translatons l�intégrale de f) ne sont plus
trés di�cile d�utiliser des limites conjointement avec l�intégrale. De telle intégrale sont

appelées impropre, a nouveaux l�intégrale de Lebesgue allège ces di¢ cultés.
7-solution du problème des primitive :
c�est par ce problème que Lebesgue motive sa construction dans sa note de 1901.

L�intégrale deRiemann permet d�intégrer des fonctions discontinues, mais ne permet
pas d�intégrer n�importe quelle fonction dérivée, mème bornée, si donc f est une fonction

continue sur [a; b] et dérivable sur ]a; b[ ; il n�est pas garanti que l�identité

f (b)� f (a) =
R b
a
f 0 (x) dx (2.1)

ait un sens.

En fait au début du siècle, divers auteurs (Voltera, Köpcke, Brodèn, Schoen�ies)

construisent des classes de fonctions dérivables, dont la dérivée est bornée mais non Rie-
mann-intégrable.

Au contraire, dans la théorie de Lebesgue, la dérivation et l�intégration deviennent
des opérations inverses, sous des hypothèses simples. C�est ainsi que l�identité (2.1) est

automatiquement véri�ée des que f est continue sur [a; b] et dérivable sur ]a; b[, de dérivée

bornée.

8- L�intégrale de Lebesgue et l�intégrale de Riemann deux approches di¤érentes :
l�idée de départ de Lebesgue semple, comme dans de l�intégrale de Riemann, il

s�agit d�approcher l�aire sous le graphe de la fonction par une union de réctangles.

Mais ces réctangles sont dé�nis de manière di¤érente dans le cas de Riemann,
on s�intéresse aux variations de fonction sur son domaine de dé�nition : une base étant

donnée on dé�nit le réctangle comme l�ensemble des points au-déssus de cette base, qui

sont situés en-dessous de la courbe. Au contraire, dans le cas de Lebesgue, on dé�nit le
rectangle en fonction des valeurs de la fonction, sans jamais s�intéresser trop à l�espace de

départ. Ce n�est donc pas la base du rectangle que l�on se donnera au départ, mais une

variation dans les valeurs atteintes (côte �verical�).

Evidemment, on doit admettre que plusieurs rectangles partagent un même côte

vertical. C�est ici que l�intégrale de Lebesgue va gagner toute sa complexité : alors que
dans l�intégrale de Riemann, une brique élémentaire est un simple rectangle, dans celle
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de Lebesgue, il poura s�agir de plusieurs ou même d�une in�nité de rectangles.
L�exemple de la fonction indicatrice Q est révélateur : bien que discontinue

partout, cette fonction est trés facile à décrire en fonction de ses valeurs : dans la théorie de

Riemann, on tenterait vainement de découper le segment [0; 1] en tout petit intérvalles ou
cette fonction ne varié guère ; dans celle de Lebesgue, on partage [0; 1] en seulement deux
morceaux qui sont assez complexes (totalement discontinus) mais sur chacun desquels la

fonction est e¤ectivement constante.
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Chapitre 3

les espaces Lp

3.1 Construction et propriétés (Généralité sur les es-

paces Lp et LP)
Dans tout ce chapitre, l�espace mesuré (X;A; �) est �xé. Nous avons déjà rencontrè

l�espace L1 = L1 (X;A; �) de toutes les fonctions mesurables sur (X;A), à valeurs réelles,
qui sont �-intégrable. Mais, plus généralement, il existe toute une famille LP d�espaces de
fonction mesurables.

3.1.1 Espace Lp

Dé�nition 3.1.1 Si p 2 [1;1[, on note Lp = Lp (X;A; �) l�ensemble de toutes les fonc-
tions mesurables sur (X;A), à valeurs réelles, telles que la fonction jf jpsoit �-intégrable.
Si f2 Lp, on pose :

kfkp =
�R
jf jp d�

�1=P
:

Autrement dit : Lp (X;A; �) =
n
f : X �! |; f mesurable et kfkp < +1

o
:

Proposition 3.1.2 Chaque espace Lp est un espace vectoriel.

Théorème 3.1.3 L�application f �! kfkp de Lp dans R+ est une semi-norme et non
pas une norme car kfkp = 0 () f = 0 p.p et non f = 0:

Ce résultat suggére de décomposer l�espace Lp en classes d�équivalence de la maniére
suivante :

Nous dirons que deux fonctions f1et f2 appatenant à Lp sont équivalentes si :

kf1 � f2k = 0

C-à-d : si f1 et f2 sont presque partout égales.
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3.1.2 Espace Lp

On appelle LP I�espace vectoriel quotient Lp=< ou < est la relation d�équivalence.
f1 2 LP , f2 2 Lp : f1 < f2 () kf1 � f2k = 0:
f1 < f2 se lit f1 est équivalente à f2.

Les éléments de l�espace LP ne sont pas des fonctions mais : des classes de fonctions.

Si f1 2 Lp, on note bf la classe de fonctions d�équivalence à f .bf étant une classe de fonctions, sa valeurs en un point x 2 X n�est pas de sens.

On peut considére bf comme fonction dé�nit presque partout si aucun risque de confusion
n�est à craindre, en écrire f 2 Lp ce qui signi�e, en réalité f 2 bf et bf 2 LP :
Dé�nition 3.1.4 L�espace vectoriel Lp (X) est le quotient de LP (X) par la relation
d�équivalence "égalité presque partout dans X" .

Autrement dit : pour 1 < p <1: On pose :

LP (X) =
�
f 2M� (X;A) ;

R
X
jpjp d� < +1

	
telle que : M� (X;A) =

nbf /f 2M (X;A)
o
:

Dé�nition 3.1.5 (f essentiellement bornée )
On dit qu�une fonction f est essentiellement bornée sur X s�il existe un réel positif

M tel que :

� (fx 2 X; jf (x)j �Mg) = 0.
Muni de la norme dé�nie par :

kfkL1(X) = inf fM � 0;� (fx 2 X; jf (x)j �Mg) = 0g,
l�espace vectoriel L1 (X) est un espace de Banach.
�Si X est �ni et si � (X) <1; tout les espaces Lp pour 1 � p � +1 sont les même.

�Si X est �ni ou dénombrable, si A = P (X) ; et si � (fxg) > 0 pour tout x 2 X;

alors Lp = Lp pour tous p.

3.1.3 Espace Lploc (X)

Dé�nition 3.1.6 Soit X un ouvert de Rn. On dit que f est localement intégrable sur X
si pour tout compact K inclus dans X, la fonction f est intégrable sur K. On note :

L1loc (X) = ff ; f 2 L1 (K) pour tout compact K � Xg .
L�espace vectoriel des fonctions localement intégrables.

De mème,

Lploc (X) =
�
f ; f 2 LP (K) pour tout compact K � X

	
.

Proposition 3.1.7 Soit q > p � 1: Alors Lqloc (X) � LPloc (X) :

Soit p � 1. Alors Lp (Rn) � Lploc (Rn) � L1loc (Rn) .
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3.2 Inégalités

Dé�nition 3.2.1 On dit que deux nombres p et q sont conjugués si p et q sont > 0 et si
1
p
+ 1

q
= 1:

Deux nombres réels conjugués sont > 1.

En général 1 et 1 sont conjugués .

3.2.1 Inégalité de Hölder

Théorème 3.2.2 Soit (X;A; �) un espace mesuré et f; g : X �! C des fonctions mesu-
rables, p; q des exposants conjugués dans [1;+1]. Alors si :

f 2 Lp (X;A; �) et g 2 Lq (X;A; �) ; fg 2 L1 (X;A; �)
avec : R

X
jfgj d� �

�R
jf jp d�

� 1
p
�R
jgjq d�

� 1
q (inégalité de H½older).

Si p = q = 2 l�inégalité de H½older est connue sous le nom d�inégalité de Cauchy-
Schawrtz : R

jfgj d� �
�R
jf j2 d�

� 1
2
�R
jgj2 d�

� 1
2 :

Preuve. Pour f; g � 0:
Si p (ou q) = +1, on a f (x) � kfk1 p.p.

D�oú f (x) g (x) � kfk1 g (x), ce qui donne en intégrant :R
X
fgd� � kfk1

R
X
gd� = kfk1 kgk1 :

Puis si f; g 2 L1 (X;A; �), en intégrant, on obtient directement :R
X
(f + g) d� =

R
X
fd�+

R
X
gd� () kf + gk1 = kfk1 + kgk1 :

Pour f et g de signe quelconque l�égalité devient une inégalité :

Soient p; q 6= +1; 1 avec pour commencer kfkp = kgkq = 1:
Si f (x) ; g (x) 6= 0;+1 on peut écrire f (x)p = exp (u) et g (x) = exp (v), en prenant :

u = ln (f (x)p) et v = ln (g (x)q) :

Par convexité de exp, on a alors :

exp
�
1
p
u+ 1

q
v
�
� 1

p
exp (u) + 1

q
exp (v) ;

ce qui se récrit f (x) g (x) � 1
p
f (x)p + 1

q
g (x)q :

L�inégalité est en fait encore vraie si f (x) ou g (x) vaut 0 ou +1:

En l�intégrant alors sur tout X, on a :

kfgk1 =
R
X
fgd� � 1

p

R
X
fpd�+ 1

q

R
X
gqd� = 1

p
kfkpp + 1

q
kgkqq = 1

p
+ 1

q
= 1;

car d�abord kfkp = kgkq = 1 puis ensuite parce que p; q sont conjugués.
Ce qui prouve l�inégalité de H½older dans ce cas.
Si p; q 6= 1;+1 et si kfkp et kgkq 6= 0;+1 alors on considére :
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ef = f� kfkp ; eg = g� kgkq :
On a facilement




 ef



p
= kegkq = 1 si bien que le cas précédent donne :


 efeg




1
� 1 () kfgk1 � kfkp kgkq :

Si kfkp = 0 alors f = 0 p.p. Si bien que
R
X
fgd� = kfgk1 = 0 et l�inégalité cherchée

se réecrit 0 � 0, ce qui est vraie.
Si kfkp = +1 alors il su¢ t de voir le cas kgkq 6= 0 sinon on se raméne au cas

précédent (avec g à la place de f).

Mais dans ce cas, l�inégalité devient une majoration par +1 ce qui est vraie.

3.2.2 Inégalité de Minkowski

Théorème 3.2.3 Soit (X;A; �) un espace mesuré et f; g : X �! C des fonctions mesu-
rables, soit p 2 [1;+1] : Alors si f; g 2 Lp (X;A; �) :�R

jf + gjp d�
� 1
P �

�R
jf jp d�

� 1
p
�R
jgjp d�

� 1
p (inégalité de Minkowski).

Preuve. Remarquons que :
(f + g)p = (f + g) (f + g)p�1 = f (f + g)p�1 + g (f + g)p�1 :

Soit q conjugué de p alors d�aprés l�inégalité de H½older :R
(f + g)p d� =

R
f (f + g)p�1 d�+

R
g (f + g)p�1 d�

�
�R

fpd�
� 1
p

�R
(f + g)(p�1)q d�

� 1
q
+
�R

gpd�
� 1
p

�R
(f + g)(p�1)q d�

� 1
q

�
h�R

fpd�
� 1
p +

�R
gpd�

� 1
p

i �R
(f + g)(p�1)q d�

� 1
q
;

comme (p� 1) q = p et 1
q
= (p�1)

p
on a :R

(f + g)p d� �
h�R

fpd�
� 1
p +

�R
gpd�

� 1
p

i �R
(f + g)p d�

� p�1
p

kf + gkpp �
h
kfkp + kgkp

i
kf + gkp�1p (1)

Sikf + gkp 6= 0;+1; l�inégalité de Minkowski suit en simpli�ant par kf + gkp�1p dans

(1) :

Si kf + gkp = 0; l�inégalité de Minkowski est immédiate.
Si kf + gkp = +1; par convexité de la fonction x 7�! xp pour p > 1; on a :�

f+g
2

�p � 1
2
fp + 1

2
gp () (f + g)p � 2p�1fp + 2P�1gp:

On a donc
R
(f + g)p d� � 2p�1

R
fpd�+ 2p�1

R
gpd�:

Mais alors si
R
(f + g)p d� est in�ni, 2p�1

R
fpd�+2p�1

R
gpd�: l�est aussi donc

R
fpd�

ou
R
gpd� l�est si bien que l�inégalité de Minkowski devient +1 � +1, ce qui est encore

vraie.

Remarque 3.2.4 Soit 1 < p <1, on dé�nit la premiére inégalité de Clarskon par :
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Soit 2 � p <1 :


f+g

2



p
Lp
+


f�g

2



p
Lp
� 1

2
(kfkpLp + kgk

p
Lp ;8f; g 2 L1) :

On dé�nit la deuxiéme inégalité de Clarskon par :
Soit 1 < p � 2 on a :

f+g

2



p
Lp
+


f�g

2



p
Lp
� 1

2
(kfkp + kgkp)

1
p�1 :

Proposition 3.2.5 Si p; q; r � 1
1
r
= 1

p
+ 1

q
, si f 2 Lp et g 2 Lq alors fg 2 Lr:

Remarque 3.2.6 Dans le cas général.
Soit f1; f2; ::::::; fk des fonctions t.q : fi 2 Lpi (X) : 1 � i � k

avec 1
p
= 1

p1
+ 1

p2
+ ::::::+ 1

pk
� 1 alors :

le produit f = f1f2:::::::fk 2 Lp (X) et kfkLp � kf1kLp1 :::: kfkkLpk :

Proposition 3.2.7 On peut généraliser l�inégalité de Minkowski .
Soit (fn) une suite de fonction �-mesurables dé�nie sur l�espace mesuré (X;A; �) ;

on a : �R ����P
n=1

fn

����p d�� 1
p

�
P
n=1

�R
jfnjp d�

� 1
p ; oú 1 < p <1:

Théorème 3.2.8 k:kLp est une norme pour tout 1 � p � 1:

Théorème 3.2.9 (Fisher-Reisz)
Lp (X;A; �) est un espace complet (pour la norme k:kp). Il s�agit donc d�un espace de

Banach.
Le résultat suivant donne un (petit) lien entre la convergence d�une suite des fonctions

(fn)n vers f dans L
p (X;A; �) et la convergence �-presque partout.

Théorème 3.2.10 Si fn �! f dans Lp (X;A; �), c�est à dire kfn � fkp �! 0 quand

n �! +1 alors il existe une sous-suite
�
fnp
�
p
de (fn)n qui converge p.p vers f .

Remarque 3.2.11 Pour p = 2, Lp est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :
hf; gi =

R
f (x) g (x)d� (x) :

Preuve. On montrons que h:; :i un produit scalaire sur L2 :
8�1; �2 2 |;8f1; f2; g 2 L2 :
1-h�1f1 + �2f2; gi =

R
(�1f1 + �2f2)gd� =

R
�1f1gd�+

R
�2f2gd�

= �1
R
f1gd�+ �2

R
f2gd� = �1 hf1; gi+ �2 hf2; gi :

2-hf; �1g1 + �2g2i =
R
f(�1g1 + �2g2)d� =

R
f�1g1d�+

R
f�2g2d�

= �1
R
fg1d�+ �2

R
fg2d� = �1 hf; g1i+ �2 hf; g2i :

3-hf; gi =
R
fgd� =

R
fgd� =

R
gfd� =

R
gfd� = hg; fi:

4-hf; fi =
R
ffd� = kfk2 � 0:

5-hf; fi = 0 ()
R
ffd� = 0) kfk2 = 0) f = 0:
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3.3 Ré�exivité-Séparabilité-Dualite Lp

La dualité des espaces Lp

Soit p 2 [1;1[ et q le conjugué de q pour tout g 2 Lp �xé, on considère l�application :

' : Lp �! | (R _ C)
f �! ' (f) =

R
X
fgd�:

donc : ' est une forme linéaire continue sur Lp (�) :C.à.d : ' 2 (Lp)
0
:

Si 1 < p <1 alors : k'k = kgkq :
Si p = 1 (q = +1) et ����nie alors : k'k = kgk1 :

Théoréme de représentation de Riesz

Théorème 3.3.1 Soit ��-�nie et p 2 [1;1[, alors tout forme linéaire continue sur Lp:
' s�écrie :

 : Lp �! R
f �!  (f) =

R
X
fgd�:

Pour tout élément unique g 2 Lp
�
1
p
+ 1

q
= 1

�
c.à.d :

8 2 (Lp)
0
: 9!g 2 Lq :  (f) =

R
X
fgd�:

Donc tout élément de (Lp)
0
représente par un seul élément de Lq donc :

(Lp)
0
= Lq:

Si 1 < p <1 et on a :

(Lp)
0
= L2

(L1)
0
= L1

(L1)
0
� L1:

Dé�nition 3.3.2 Soit X un espace vectoriel norme, sur R ou C: On note X 0
son dual

topologique, il s�agit aussi d�un espace de Banach. On peut alors former le double dual

X
00
, qui est le dual topologique de X

0
il ya une transformation linéaire continue naturelle

J : X
0 �! X

00
dé�nir par : J (x) (') = ' (x) pour tout x dans X et ' dans X

0
: Donc J

envoie X vers la fonction de X donné par l�évaluation en X; J préserve la norme (soit

kJ (x)k = kxk) et est injective, l�espace X est alors dit ré�exif si J est injective.

Dé�nition 3.3.3 On dit qu�un espace métrique X séparable s�il existe un sous-ensemble

D � X dénombrable et dense dans X:
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Le tableau suivant récapitule les principales propriétés des espaces Lp rencontrées au :

Ré�exif Séparable Espace dual

Lp:1 < p <1 Oui Oui (Lp)
0

L1 Non Oui L1

L1 Non Non Contient strictement L1

Théoréme de densité

Théorème 3.3.4 Soit (X;A; �) un espace mesuré. L�ensemble E des fonctions étagées

dé�nies sur cet espace, telle que : 8e 2 E : � (fx : e (x) 6= 0g) <1; est dense dans Lp� (X)

si 1 � p � 1:

3.4 Comparaison entre deux espaces Lp

En général, il n�ya pas de relation d�inclusion entre des espace Lpd�indices p di¤érents.

Exemple 3.4.1 Soit l�espace (R;ß(R) ;m) :

f : R ! R
x 7! f (x) = 1

2pxI]0;1] (x)

et

g : R! R
x 7! g (x) = 1

x
I[1;+1[ (x)

On a : f 2 L1 ^ f =2 L2:
et g =2 L1 ^ g =2 L2:
f 2 L1 () kfkL1 =

R
R
jf (x)j d� (x) < +1:R

R
jf (x)j d� (x) =

R
R

��� 1
2pX I]0;1] (x)

��� d� (x)
=
R
R

1
2pX I]0;1] (x) d� (x) <1

) f 2 L1

f 2 L2 () kfkL2 =
�R
R
jf (x)j2 d� (x)

� 1
2 < +1R

R
jf (x)j2 d� (x) =

R
R

��� 1
2pX I]0;1] (x)

���2 d� (x)
= +1:

) f =2 L2:
g 2 L1 () kgkL1 =

R
R
jg (x)j d� (x) < +1:R

R
jg (x)j d� (x) =

R
R

�� 1
x
I[1;+1[

�� d� (x) = R
R
1
x
I[1;+1[d� (x) =1

) g =2 L1

g 2 L2 () kgkL2 =
R
R

�
jg (x)j2 d� (x)

� 1
2 < +1:
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R
R
jg (x)j2 d� (x) =

R
R

�� 1
x
I[1;+1[

��2 d� (x) = R
R

1
x2
I[1;+1[d� (x)

= 1:

)
R
R

�
jg (x)j2 d� (x)

� 1
2 =

p
1 = 1 < +1) g 2 L2:

Cependant une cette relation d�inclusion existe dans le cas particulier suivant :

X 2 Rn t.q � (X) <1 et soit p; q 2 [1;+1[ ; p > q:

On a donc : L1 2 Lp 2 Lq:

3.5 Mode de convergence

Dans cette section, nous allons voir les di¤érents modes de convergence par des fonc-

tions mesurable et les liens entre eux.

On considéra ici uniquement des fonctions à valeurs réeles dé�nies sur un espace

mesuré �xé (X;A; �) :

3.5.1 Convergence ponctuelle

Dé�nition 3.5.1 Une suite (fn) converge ponctuellement vers f , si pour tout " > 0 et

x 2 X, il existe un entier naturel n ("; x) t.q pour tout n � n ("; x) alors :

jfn (x)� f (x)j < ":

3.5.2 Convergence uniforme

Dé�nition 3.5.2 Une suite (fn) converge uniformément vers f; si pour tout " > 0 il

existe un entier naturel n (") t.q pour tout n � n (") ; et pour tout x 2 X :

jfn (x)� f (x)j < ":

3.5.3 Convergence presque partout

Dé�nition 3.5.3 Une suite (fn) converge presque partout vers f , s�il existe un ensemble
E 2 X avec � (E) = 0 t.q pour tout " > 0 et x 2 X nE, il existe un entier naturel n ("; x)
t.q pour tout n � n ("; x) alors : jfn (x)� f (x)j < ":

3.5.4 Convergence presque uniforme

Dé�nition 3.5.4 Une suite (fn) converge presque uniformément vers f, si pour tout " > 0
il existe une partie E 2 X t.q � (E) < " et il existe un entier naturel n (") t.q tout

n � n ("), et pour tout x 2 X n E; jfn (x)� f (x)j < ":
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3.5.5 Convergence en mesure

Dé�nition 3.5.5 Une suite (fn) de fonctions mesurables converge en mesure vers f me-
surable, si pour tout � > 0

lim
n�!+1

� (fx 2 X : jfn (x)� f (x)j � �g) = 0:

3.5.6 Convergence en norme (forte)

Dé�nition 3.5.6 Soit X � Rn un ouvert et 1 � p � 1:

On dit que (fn) converge en norme vers f si fn; f 2 Lp et si : lim
n�!1

kfn � fk = 0:
On notera alors fn �! f dans Lp:

3.5.7 Convergence faible

Dé�nition 3.5.7 Si 1 � p � 1 on dit que fn converge (faiblement) vers f si fn; f 2 Lp

et si :

lim
n�!1

R
X
[fn (x)� f (x)]' (x) dx; 8' 2 (Lp)

0
:

On notra alors : fn �! f Lp:

Si p =1 on dit que fn converge faible* vers f , si fn; f 2 Lp et si :
lim
n�!1

R
X
[fn (x)� f (x)]' (x) dx = 0; 8' 2 L1:

On notra alors : fn �! f L1:

Remarque 3.5.8 On parle de la convergence faible* dans L1plutôt que la convergence
faible car le dual de L1est strictement plus grand de L1: Formellement toute fois, la

convergence faible dans Lp et faible* dans L1 prennent la même forme.

La limite (forte ou faible) est unique.

Proposition 3.5.9 Soit p 2 [1;1] et (fn)n�1 une suite de fonctions dans Lp telles queP
n�1

kfnkp < 1, la série
P
n

fn < 1; la série
P
n

fn est alors presque partout absolument

convergente, et convergente dans Lp, et on a :



P
n

fn





 �P
n

kfnkp

3.5.8 Comparaison entre les modes de convergence

Proposition 3.5.10 La convergence uniforme implique la convergence ponctuelle.
La convergence ponctuelle implique la convergence presque partout.

La convergence uniforme implique la convergence presque uniforme.

26



Remarque 3.5.11 Il est simple de voir que les réciproques sont fausses en général.
Par contre, il est imediat de voir que si X est un ensemble �ni, alors la convergence

ponctuelle implique la convergence uniforme.

Convergence monotone dans Lp

Soit (fn) une suite croissante positive dans Lp telle que :

sup
n

�R
jfnjp d�

� 1
p <1

si lim
n�!1

fn (x) = sup
n
fn (x) = f (x)

alors :

f 2 Lp; lim
n�!1

kfnkp = kfkp et fn �! f:

Convergence dominée dans Lp

Soit (fn) une suite de fonctions mesurables fn : X �! R (ou C) ayant les propriétés
suivants :

-Pour presque tout point x 2 X; la suite fn (x) a une limite f (x) :
-Il existe une fonction g 2 Lp t.q : kfn (x)k � g (x) pour tout point x de X et pour

tout entier n > 0:

Alors, la classe de f 2 Lp (x) et elle est la limite de suite (fn) dans l�espace vectoriel
normé Lp:

Remarque 3.5.12 Le théoréme de convergence dominée serait faux dans l�espace L1 (X) :

Proposition 3.5.13 Soit 1 � p � 1 et fn �! f Lp alors il existe une sous-suite ffnkg
t.q : fnk �! f p.p et jfnk j � h p.p avec h 2 Lp:

Théorème 3.5.14 Supposons � (A) < 1 et soit (fn) une suite dans Lpqui converge

uniformément vers f: Alors f 2 Lp et (fn) converge en norme vers f:

Proposition 3.5.15 Soit p 2 [1;1[ si fn �! f Lp, il existe (nk)k�1strictement crois-

sante d�entier t.q :

(fnk) �! f � p.p.

Corollaire 3.5.16 Soit p 2 [1;1[, si la suite (fn)n�1converge dans Lp vers une limite f ,
et � p.p vers une limite g, on a :

f = g �p.p

Proposition 3.5.17 Si (fn)n�0 converge dans L
p vers f et 1 � p <1 alors elle converge

en mesure.
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Proposition 3.5.18 Si � est une mesure �nie et si (fn)n�0 est dominée dans L
p;

1 � p <1 et converge en mesure alors (fn)n converge dans L
p vers f:

Proposition 3.5.19 Si � est une mesure �ni et si (fn)n converge p.p vers f alors (fn)n
converge en mesure vers f .

Proposition 3.5.20 Si (fn)n converge en mesure vers f alors il existe une sous-suite
extraite qui converge p.p vers f:

Relation entre convergence faible et convergence forte
Il est évident que la convergence forte implique la convergence faible c-à-d :

fn �! f Lp )
(
fn �! f Lp; si 1 � p <1
fn �! f Lp si p =1

:

Remarque 3.5.21 Si X est de dimension �nie ces deux notions (convergence forte et

convergence faible) sont identiques, par contre en dimension in�nie n�est plus vrai.
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Chapitre 4

Applications des espaces Lp

L�intérét des espaces Lp, plus particuliérement l�espace Lp est trés grand pour les

applications. C�est un outil indisponsable à l�étude des problémes soulevés par l�étude les

phénoménes ondulatoires en mécanique quantique, science indispensable pour la plupart

des recherche moderne en physique.

Parmi les outils fournis par ces espaces, nous allons étudier dans ce chapitre le théo-

réme de Fubini pour des fonctions dé�nies son produit d�espaces mesures et pour lesquelles

le théoréme de convergence dominées, est une application importante. Nous allons voir

aussi la notion de convolution et la transformée de Fourier qu�est d�une importance pri-

mordiale dans létude des équations di¤érentielles et dont les applications apparaissent

dans plusieurs phénoménes physiques telles l�étude du signal.

4.1 Produit des espaces de Lebesgue

étant donnés deux espaces mesurés (X;A; u) et (Y;B; v), on désigne leur produit par

(X � Y;A
B; u
 v), ou X � Y est le produit cartésien des espaces X et Y , A 
 B la

tribu engendrée par l�ensemble des produit cartésiens.

fa� b=a 2 A; b 2 Bg et u
 v la mesure produit sur A
B qu�il nous faut dé�nir.

4.1.1 Théoréme de Fubini

Dé�nition 4.1.1 Soit (X;A; �1) et (Y;B; �2) deux espaces mesurés, les mesures �1 et �2
étant ���nies et f une fonction �1 
 �2� intégrable dé�nie sur X � Y , les fonctions :

x 7�!
R
f (x; y) d�2 (y) et y 7�!

R
f (x; y) d�1 (x) sont respectivement, �1�intégrable

et �2�intégrable et on a :R
f (x; y) d (�1 � �2) (x; y) =

R �R
f (x; y) d�2 (y)

�
d�1 (x)

=
R �R

f (x; y) d�1 (x)
�
d�2 (y) :
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4.2 Transformation de Fourier

Dé�nition 4.2.1 Soit f une fonction Lebesgue-intégrable, la fonction bf dé�nie sur R;
par : bf (x) = +1Z

�1

f (x) exp (2i�zx) dx, est appelée la transformée de Fourier de f:

Théorème 4.2.2 Soit f et g deux fonction Lebesgue-intégrables et a un réel.
1-Si g (x) = f (x) exp (2i�ax) ; alors bg (t) = bf (t+ a) :

2-Si g (x) = f (x� a) ; alors bg (t) = bf (t) exp (2i�at) :
3-Si g (x) = f (�x); alors bg (t) = bf (t):
4-Si g (x) = f

�
x
a

�
; a > 0; alors bg (t) = a bf (at) :

5-Si g (x) = (2i�x)f (x) ; alors bf est dérivable et bf 0 (t) = bg (t) :
4.3 La convolution

La théorie de la convolution est une application de la théorie des mesures produits,

du théoréme de transfert et du théoréme de Fubini.

La convolution est une �multiplication�de mesures. Elle correspond à l�addition de

variables aléatoires indépendantes en probabilité.

Dé�nition 4.3.1 Soient f 2 L1 (Rn) et g 2 Lp (Rn) avec 1 � p � 1: alors, pour presque

tout x 2 Rn, la fonction y 7�! f (x� y) g (y) est intégrable sur Rn:

On pose : (f � g) (x) =
Z
Rn

f (x� y) g (y) dy alors :

f � g 2 LP (Rn) et kf � gkLp � kfkLp � kgkLp :

4.4 Distribution

Dé�nition 4.4.1 Soit 
 un ouvert de Rn une distribution T sur 
 est une application

linéaire de C1c (
) dans C t.q :
pour tout compactK de 
 il existe Ck > 0 et k 2 N t.q : jhT; 'ij = Ck

X
j�j�k

sup
x2|

j@�' (x)j

pour tout ' 2 C1c (
) :
On appelle fonction de Dirac, la fonction � par : h�; 'i = ' (0) :

Dé�nition 4.4.2 Soit T 2 D0
(
), la forme linéaire @T

@xj
sur C1c (
) dé�nie par :D

@T
@xj
; '
E
= �

D
T; @'

@xj

E
; 8' 2 C1c (
) ;

est une distribution appelée dérivée partielle, au sens des distribution de T par

rapport à la j�eme variable.
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