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Introduction Générale

A la fin du 19 siécle, les lémitations de la théorié d’intégration de Riemann de-
vienement apparentes et plusieurs mathématiciens. Célébres(Jordan, Borel,Young,...) se
metrent en devoir de la généraléser. C’est finalement la théorié de Lebesgue, exposée
dans une fondatrice de 1901, puis développée a partir du concept de mesure, introduit
par Borel vers 1895.

La théorée de I'intégration de Lebesgue permet de définir des espaces fonctionnels,
ces espaces dits de Lebesgue on espaces LP été introduits et étudiées par Fisher-Riesz,
ils consistent en I’ensemble des fonctions f, tells que pour 1 < p < oo, | f]” soit Lebesgue-
intégrable.

Des le début, il y est une tendance trés forte a traiter ces espaces indépendamment
de la théorie de I'intégration sous jacent et a fonder leur étude sur des inégalités générales
concermant les normes, les inégalités de Clarskon montrent jusqu’on peut aller dans cette
direction. L’inégalité de Schwartz pour les intégrales est une extension de I'inégalité de
Cauchy pour les sommes Riesz étendit aux intégrales, 'inégalité de Minkowski pour
les sommes et 'inégalité de Hoélder pour les sérié.

L’étude des espace LP est intéréssant du strict point devue de 'analyse fonctionnelle
et la théorié de l'intégration.

Ce memorie contient quatre chapitres, le premier est consacré aux notions de base
qu’on va les utiléser dans ce travail.

Le deuxieme chapitre traite la motivation de I'intégrale de Riemann et Lebesgue.

Le troisiéme chapitre discute deux sections la construction d’espace L? et ses proprié-
tés et les differents modes de convergence.

Et dans le dernier chapitre propose quelques applications de ces espaces.



Notation

N : I’ensemble des nombres naturels.

R : ’ensemble des nombres réelles.

Q : ’'ensemble des nombres rationnelles.
C : ’'ensemble des nombres complexes.
(.,.) : le produit scalaire.

Ry : [0, +00].

R, : [0, +00].

R™ : espace euclidien réel de dimension n.
B(R) : les tribus boréliennes.

(A, X) : espace mesurable.

(A, X, 1) : espace mesuré.

R, : lintégrale inférieur.

R* : 'intégrale supérieur.

P, : la subdivision.

S : la somme supérieur de Darboux.

S : la somme inférieur de Darboux .

D (Q)(ou C2°): 'ensemble des fonctions qui sont C'* sur §2.

’

D (€2) : Pensemble des distributions définie D (€2) .



Chapitre 1

préliminaires

Dans ce chapitre nous rappelons quelques généralités sur le mesure et la topologie

qu’on aurra utilisé par la suite.

1.1 Généralités sur la théorie de la mesure

Définition 1.1.1 (tribu) une famielle non vide T de partie de E est une tribu sur E

lorsqu’elle vérifiée les trois conditions :

i)T € E.
ii) VA € T, alors : U (A,) €T.
neN
i) V (A),ey €T, alors : | ] (4,) €T

neN
De cette définition, nous déduisons :

o) cT.
o[" est stable par intersection dénombrable i.e :
Si (An),en € N est une suite d’éléments de T alors : ﬂ (A,) €T.

neN
oSi (A;),ey €T, alors : U (A,) € T.

neN

eSi A, BeT alors: AB=ANB“e€Tet AAB=(AUB)/(ANB)eT.

Définition 1.1.2 On appelle espace mesurable le couple (E,T) ot E est une tribu T sur

ensemble E.

Définition 1.1.3 On appelle espace mesuré le triplet (E, T, i) ot p une mesure sur l’es-

pace mesurable (E,T).



Définition 1.1.4 (tribu borélienne) Si E un espace topologique. On appelle tribu bo-

rélienne et on la note B(E) la tribu engendrée par l’ensemble des ouverts de E.

Définition 1.1.5 (cas particulier important : tribu borélien)
Si l’ensemble E posséde une structure topologique la notion de tribu engendrée permet

de définir la plus petite tribu adaptée a cette structure.

Définition 1.1.6 (tribu produit)

Soit (X, A) et (Y, B) des espaces mesurables, on appelle tribu produit de A et B sur
X XY, et on note A® B la tribu engendrée par {a x b/a € A,b € B} .

L’espace (X XY, A® B) est appellée l’espace mesurable produit de (X, A) et (Y, B).

Définition 1.1.7 (mesure positive)

Soit (E,T) espace mesurable, on appelle mesure positive sur (E,T) toute application
w de T dans [0, +oo[ vérifiant les deux conditions :

i) (D) =0

i) Pour toute suite (A,), oy d’élément de T deux o deux disjoints, on a :

2 (An)neN :Z 2 (An)

neN
donc (E,T, 1) est appelé un espace mesuré.

Exemple 1.1.8 Soit (E,T) espace mesurable, B € T et yn mesure sur (E,T) donc :

v(A) = u(AN B) est un mesure positive car :

v(0)=0

v(UA,) = > v (4,)

(D) = u(ONA) = () =0 (car p est un mesure).
e pour (A,) une suite d’éléments de T' deux & deux disjoints, on a :
v (UAn) = p (UAR) N B) = p(U(A, N B))
=> WA, NB)=> v(A,) (car mesure)
Alors : v est un mesure positive.

UV mesure <—

Remarque 1.1.9 La deuziéme condition de cette définition s’appelle s’additivité.

Définition 1.1.10 p est dite § — finie, s’il existe une suite croissant (E,), ., telle que :
w(Ey) (0o, Vn > 1.

Définition 1.1.11 (les ensembles négligeables)
Les ensembles négligeables jouent un role important dans la théorie de la mesure et
de lintégration.



Définition 1.1.12 Soit (E,T, 1) une espace mesuré, on dit qu’une partie N de E est
-négligeable s’il existe A € T telle que : N C A telle que : A un ensemble de mesure
nulle (11(A) = 0).

e Toute partie d’un ensemble 1 —négligeable est p—négligeable.

eSoit f une fonction mesurable positive, une condition nécessaire et suffisant pour
que : [ fdu =0 est que f soit nulle presque partout.

eSoit f une fonction mesurable positive, si f est intégrable alors [ est finie presque

partout.

Définition 1.1.13 (espaces mesure complet)

Si toutes les parties de E p—négligeable sont mesurables, on dit que ’espace (E, T, i)
est complet, on note :

N, ={A C X, A négligeables} On a : (E,T, ) complet <= N, C T.

Définition 1.1.14 Soit (z, A), (y, A) deux espace mesurable. Une application f de x dans
y est dite mesurable si : Vb € B: f~1(b) € A.

Théoréme 1.1.15 Soient (E,T) et (E',T") deuz espaces mesurables S un sous- ensemble

générateur deT" et  une application de E dans E', alors : f est mesurable si et seulement
sif H(S)CT.

Proposition 1.1.16 soient (E,T), (E',T") et (E',T") trois espaces mesurables.
Soient f : E — E'(T,T") mesurable, g : E' — E" (T, T") mesurable.
Alors : go f est(T, T") mesurable.



1.2 Généralités sur la topologié

Définition 1.2.1 (ensemble dénombrable)

Un ensemble A est dit dénombrable s’il est en bijection avec une partie finie ou infinie

de N.

Définition 1.2.2 (espace vectoriels)
Soit v un ensemble non vide, k est un corps.
v est un espace vectoriel surk si :

1) (v,+) est un group abelien (group commutative)

2) 3 une application : kxV —V
(M) — v
vérifiant :
oVveV:il-v=vw (1 est l’élement neutre dans k).

oV € k, Vo, v €V i A(vg + v2) = Avg + Avs.
VAL ek, Vo eV i (A + \)v =N+ \u.
QV)\l, )\2 S k,Vv eV: )\1 ()\2?)) = ()\1)\2) V.

Définition 1.2.3 (produit scalaire)
On appelle produit scalaire sur un espace vectoriel réel E (resp complexe) une appli-
cation :
f:ExE— R(ouC),
qut posséde les proprietés suivantes :
o flz+a,y) = f(z,y)+ f(z'y).
of Az, y) =Af (z,y).
of (y,x) = f(z,y).
of (x,2) > 0.
o f(r,2) =0 <= z=0.

Définition 1.2.4 (espace vectoriel normés)
Un norme sur E est un fonction N : E — R, vérifiont les propriétes suivantes :
oN () =0<=2=0.
oVr € E, VA€ R, N(\x) = |\ N (z).
oVz,y € E* N(z+y) <N (z)+ N (y).



Définition 1.2.5 (Application linéaire continues dans des e-v-n)
o [ est dite linéaire si :
Va,f ek, Ve,ye E: f (ax+ PBy) =af () + 5 f (y)
oSi F =Kk, f est appelée forme linéaire sur E.
L’ensemble des applications linéaire de E dans F et noté L (E, F).
(L(E,F),+,-) est un e-v surk
+:L(E,F)xL(E,F)—k
(f,9) — (f+9) (@) =f(2)+g(2).
kx L(E,F)— L(E,F)
(Af) — (Af) (2) = Af (2).

Définition 1.2.6 (espace de préhilbertien)

Un espace prehilbertien est un espace vectoriel muni d’un produit scalaire.

Définition 1.2.7 (suite converge)
On dit que la suite (u,) converge vers u € E, si :
Ve > 0,3dng e NNVn e Non > N = |lu, —ul| <e.
On écrite alors : lim wu, = u.

n—-—aoo

Définition 1.2.8 (suite de Cauchy)
La suite (uy,), oy est dite de Cauchy si :
Ve > 0,3no € N,Vp,q € N,p,q > ng = |ju, — u,l| <e.

Définition 1.2.9 (espace de Hilbert)

Un espace prehilbertien complet pour la norme associé au produit scalaire est appelé
espace de Hilbert.

Définition 1.2.10 R est une relation d’équivalence sur un ensemble A # 0 si :
1Vr € A: aRe (Réflexive)
2Nz, y € A: 2Ry = yRr
3Vr,y,z € A: xRy A yRz = 2Rz
Pour x € A la classe d’équivalence de x est notée :
r=T={yecA:aRy}.

L’ensemble quatient noté : A /R contient les classes d’équivalence modulo.



Chapitre 2

I’intégrale de Riemann et de

Lebesgue

Dans ce chapitre on présente la notion de l'intégrale de Lebesgue et de Riemann et

la comparaison entre les deux intégrales.

2.1 Dlintégrale de Riemann

Définition 2.1.1 (I’intégrale de Riemann)
Soit [a, blun intervalle compact de R et f : [a,b] — R une fonction quelconque. Pour
toute subdivision
P,=la=xy <z <29 < -+ < x, = b] de cet intervalle on définit la somme
inférieur (inf) et la somme supérieur (sup) de Darboux :
S(f.P.) =Y _inf f(t) (z; — zi_1) v <t<um

i=1
et

g(fapn)zzsup f () (zi —ziy) Tig St <
i=1
-On définit 'intégrale inférieure :
Ro(f) = [of (@) dz = sup S(f, )
ne
et lintégrale superieure :
R ()= J;" f (@)de = inf S(f.P)

avec P est l’ensemble de toute les partitions de l'intérvale [a, D]

10



Définition 2.1.2 On dite que [ est intégrale au sens de Riemann ssi :

et on note lintégrale de Riemann avec :

R(f)= [, f (@) do.
Proposition 2.1.3 (de l’intégrale de Riemann)

eUne fonction f qui est intégrable au sens de Riemann sur un intervalle|a, b] est
bornée sur cet intervalle.

eTout fonction continue est intégrable.

eSi [ est intégrable alors |f| aussi.

Plus généralement, si f est intégrable et ¢ : R — R est continue, alors g o f est
intégrable.

eTout fonction monotone (croissante ou décroissante) est intégrable au sens de Rie-

manrn.

Proposition 2.1.4 f est intégrable au sens de Riemann sur [a,b]ssi f est bornée et

continue en dehors d’un ensemble de mesure nulle.

2.1.1 Fonctions intégrables au sens de Riemann
Fonction en escalier

On appelle fonction en escalier tout fonction f : [a,b] — R pour laquelle il existe
une subdivision P, = {a = x¢, x1, ...z, = b} du segment |[a,b] telle que la fonction soit

constante sur chacun des intervalles [z; 1, ;[ on a alors :
n

S (P, f) =S (Pu, f) = Y (@i — i) f (wi1)

i=1
ce qui preuve que la fonction et intégrable au sens de Riemann et donne la valeur

de son intégrale :
n

fabf (z) = Z (i — xic1) f(2i21)

i=1
Fonctions monotones

Une fonction monotone croissante ou décroissante est intégrable au sens de Riemann.

D’abord, une telle fonction est bornée. Supposons en effet que f soit une fonction
croissante pour toute x € [a,b] on a :

fla) < f(x) < f(b).

D’autre part on a :

11



w(f : [ 1, 2]) = sup f (x) — inf f ()

xepn Iepn
donc :

w(f: [zimn,l) < f () = [ (2i)

si:

P, = (z;) est une subdivision de pas < e.
On a donc :

S—-8< Z (zi — 2i1) (f (zi) = [ (@i1))

=1

< ) - (f (z:) = f(zi1))
=¢e (f(a) = [ (D))

donc la fonction f est intégrable.

2.2 L’intégrale de Lebesgue

Définition 2.2.1 Soit X un ensemble mesurable de Lebesgue de mesure finie,
f :x — R une fonction mesurable et bornée m son infimum et M son suprémum,
soit [a,b] un intervalle qui contien (m, M).

On cosidére la patition p, = (a =1y < y1 < ... < Yo = b)

n—1

Tp =Y yrprp(X)
k=0
n—1

Sp = yep (Xe)
k=0

n—1
ou Xy ={z:yp < f(z) < yps1} X:UXk
k=1
et les Xy, sont disjoints deux a deux de sorte que
n—1
pla) = u(Xe)
k=0

on pose que : U = sup (S];) et v = inf (T'p)
on dit que f est intégrable au sens de Lebesgue si : u = v

on note lintégrale de Lebesgue avec : [ f (x)dx.

2.2.1 Fonctions intégrables au sens de Lebesgue

Fonctions étagées
Soit X un sous espace mesurable de R, on notera y, la fonction caractéristique de X

c.a.d : la fonction qui prend la valeur 1 sur tout les élement de X et 0 sinon.

12



On appelle fonction étagée toute fonction de la forme :

n
f(z) = Z YiXa,

avec : n € N =

Les y; des réels.

Les X; des ensembles mesurables deux a deux disjoints.

f ne prend qu'un nombre fini de valeurs différentes.

Si les X; sont des intervalles alors f est dit en éscalier.

Fonctions étagées positives

Soit f une fonction étagée positive (c.a.d y; € R, ). on appelle intégrale de Lebesgue

le nombre : .
JFdp=> yin(Xy)
i=0
avec les précisions suivantes :

Si y; = 0 et la mesure de X; est infinie, alors y;u (X;) = 0.
[ f du > 0 (mais peut eétre infinie) .

Proposition 2.2.2 L’ntégrale de Lebesgue d’une fonction positive étagée est finie ssi :

p{z/f(x) #0}) est finie.
Définition 2.2.3 Soit A un sous-ensemble de R, on définit l’intégrale de f sur
Jafdp= [ fxadp=> yp(X;N A)
i=0

Exemple 2.2.4 On considére fp la fonction de Dirichlet. On peut pour tout x € R :

fo(x) =0 Xgnp1 + 1 Xr/0)np01
si on prend A = [0, 1] alors :
[y fdn =01 (@N[0.1104) + L p((R\Q) N[0.1] N A)
doi [, fdp=1
Fonctions réelles positives
Soit f une fonction de Lebesgue-mesurable positive, on définit ) (f) 'ensemble des

fonctions étagées positives inférieures ou égale a f.

Définition 2.2.5 On appelle intégrale de Lebesgue de f le nombre éventuellement infini,

tel que :

[ fdup= sup [edp.
e€>>(f)

Définition 2.2.6 La fonction f est intégrable (sommable) au sens de Lebesgue si [ fdu

est finie.
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Fonctions réelles

Soit f une fonction & valeurs réelles. on peut définir deux fonctions auxiliaires [ et

f~ par:
+ f(z) sif(z)>0 B —f(z) sif(z)<0
fr= 0 ) = .
sinon 0 sinon
onaalors: f=f"—f"

Définition 2.2.7 Une fonction o valeurs réelles f est sommable sst les deux fonctions

ft et f~ sont sommables, et on a :

[fdp= [ frdu— [ fdu

Remarque 2.2.8 Si [ ffdu=+oco et [ f du=—+oo alors: [ fdu n'existe pas.

Si [ fTdp = +oo (resp f7) et [ fdp est finie (resp f1) alors : [ fdp = 40
(resp — 00) .

Fonctions & valeurs dans C

D’aprés ce qui a été écrit précédemment, parler de l'intégrale de Lebesgue de la
partie réelle de f et de la partie imaginaire de f & un sens. Puisque ces deux fonctions
sont des fonctions a valeurs dans R, sans le cas ou Re (f) et Im (f) sont sommables, on
définit 'intégrale de f comme :

[ fdu = [Re(f)du+i [Tm(f)dp.

2.2.2 Comparaison entre l’intégrale de Riemann et l’intégrale

de Lebesgue

1-Si f est une fonction Riemann-intégrable sur l'intervalle borné [a,b], (b > a) elle
est Lebesgue-intégrable :
Jo f (yde = [,y fdp
2-Si f est Lebesgue-intégrable sur [a, b] elle n’est pas en général, Riemann-intégrable.
f(x) = la, 0] = R

)1 size @
o[,

sinon
ona:p(Q)=0 et f(zx)=0,VereCZ
= f=0upp
danc : f intégrable au sens de Lebesgue.
Soit P, = {0 = x¢, 1, ..., ¥, = 1} une partition de 'intervalle [0, 1].
V1<i<mn,3y€ [r;i1,z;] et y ¢ Q (ladensité de Cﬂé? dans R).
= f(x)=0
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n

S(H=) it f ) (@i —xia) =0

T Ti—1,%4i|
= R.(f) <0
D’autre part : V1 < ¢ < n,3z € [z;_1,2;[ et z; € Q (densité de @ dans R).

S(H=3 sw @) (@—zi1)>f () (@ - i)

i=1 r€[ri—1,%4[

221‘(1@—@-,1):1

=1
= R.(f) 21
R, (f) # R*(f) danc f n’est pas intégrable au sens de Riemann.
3-Une condition nécéssaire et suffisante pour qu’une fonction bornée soit intégrable

au sens de Riemann sur [a, b], est qu’elle soit continue presque partout dans [a, b] .

Théoréme 2.2.9 (convergence uniforme sur un segment)
Pour toute suite (f,,) de fonctions continues sur [a,b] qui converge uniformément vers
f sur [a,b]
lim f; fo (z)dx = fabf (z)dx

4-L’un des avantages les plus important de Lebesgue préoccupé par rapport & 1'in-

tégrale de Riemann est la facilité avec laquelle nous pouvons passer a la limite.

Nous allons donner ici deux théorémes les plus utilisées.

Théoréme 2.2.10 (convergence monotone)
Si (fn) une suite croissante de fonctions mesurables de X dans [0,400] qui converge

p.p vers f on a :
i oS = fy i S = i

Théoréme 2.2.11 (convergence dominée de Lebesgue)
Soit (f,) une suite mesurable converge presque partout vers f et :
Jhe L )¥ne N, |f, (2)] < h(x)
alors :

n—--400

avec (LY est ’ensemble des applications intégrables de f X — 400)
LL={feM(X,A)/[;|fldu < +oo}

5-'intégrale de Lebesgue est définie exactement de la méme facon pour les fonctions
données sur des espaces mesurés arbitraires, tandis que l'intégrale de Riemann est défini

d’abord pour des fonctions d’une seule variable et étendue ensuite, avec les modifications
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nécessaires aux fonctions de plusieurs variables. En ce qui concerne les fonctions définies
sur des espaces mesurable abstraits pour elle I'intégrale de Riemann n’a point de sens.
6-Un autre probléme avec l'intégrale de Riemann est qu’elle ne s’étend pas aux
intervalles non bornées trés facilement, si nous souhaitons une fonction f de —oo et +o00
nous pouvons calculer
lim [" f(x)du.

Cependant, certaingsT);f)priétés (telle que, 'invariance par translation, le fait que
'intégrale de Riemann ne change pas si nous translatons l'intégrale de f) ne sont plus
trés dificile d’utiliser des limites conjointement avec l'intégrale. De telle intégrale sont
appelées impropre, a nouveaux l'intégrale de Lebesgue allege ces difficultés.

7-solution du probleme des primitive :

c’est par ce probléme que Lebesgue motive sa construction dans sa note de 1901.

L’intégrale de Riemann permet d’intégrer des fonctions discontinues, mais ne permet
pas d’intégrer n’importe quelle fonction dérivée, méme bornée, si donc f est une fonction
continue sur [a, b] et dérivable sur Ja,b[, il n’est pas garanti que I'identité

f(0) = f(a)= [} f (z)da (2.1)

ait un sens.

En fait au début du siecle, divers auteurs (Voltera, Koépcke, Brodén, Schoenflies)
construisent des classes de fonctions dérivables, dont la dérivée est bornée mais non Rie-
mann-intégrable.

Au contraire, dans la théorie de Lebesgue, la dérivation et I'intégration deviennent
des opérations inverses, sous des hypothéses simples. C’est ainsi que l'identité (2.1) est
automatiquement vérifiée des que f est continue sur [a, b] et dérivable sur ]a, b], de dérivée
bornée.

8- L’intégrale de Lebesgue et 'intégrale de Riemann deux approches différentes :

I'idée de départ de Lebesgue semple, comme dans de l'intégrale de Riemann, il
s’agit d’approcher ’aire sous le graphe de la fonction par une union de réctangles.

Mais ces réctangles sont définis de maniére différente dans le cas de Riemann,
on s’intéresse aux variations de fonction sur son domaine de définition : une base étant
donnée on définit le réctangle comme ’ensemble des points au-déssus de cette base, qui
sont situés en-dessous de la courbe. Au contraire, dans le cas de Lebesgue, on définit le
rectangle en fonction des valeurs de la fonction, sans jamais s’intéresser trop a ’espace de
départ. Ce n’est donc pas la base du rectangle que I'on se donnera au départ, mais une

“verical “).

variation dans les valeurs atteintes (cote
Evidemment, on doit admettre que plusieurs rectangles partagent un méme cote
vertical. C’est ici que 'intégrale de Lebesgue va gagner toute sa complexité : alors que

dans l'intégrale de Riemann, une brique élémentaire est un simple rectangle, dans celle
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de Lebesgue, il poura s’agir de plusieurs ou méme d’une infinité de rectangles.
L’exemple de la fonction indicatrice () est révélateur : bien que discontinue
partout, cette fonction est trés facile & décrire en fonction de ses valeurs : dans la théorie de
Riemann, on tenterait vainement de découper le segment [0, 1] en tout petit intérvalles ou
cette fonction ne varié guere ; dans celle de Lebesgue, on partage [0, 1] en seulement deux
morceaux qui sont assez complexes (totalement discontinus) mais sur chacun desquels la

fonction est effectivement constante.
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Chapitre 3

les espaces LF

3.1 Construction et propriétés (Généralité sur les es-
paces L et L)

Dans tout ce chapitre, 'espace mesuré (X, A, 1) est fixé. Nous avons déja rencontre
'espace L' = L (X, A, ;1) de toutes les fonctions mesurables sur (X, A), a valeurs réelles,
qui sont p-intégrable. Mais, plus généralement, il existe toute une famille £ d’espaces de

fonction mesurables.

3.1.1 Espace L?

Définition 3.1.1 Sip € [1,00[, on note LP = LP (X, A, u) U'ensemble de toutes les fonc-
tions mesurables sur (X, A), a valeurs réelles, telles que la fonction | f|'soit u-intégrable.

St fe LP, on pose :
1/P

1fllp = (L1 dp)
Autrement dit : LP (X, A, p) = {f : X — k; f mesurable et ||f]|, < —i—oo} :

Proposition 3.1.2 Chaque espace LP est un espace vectoriel.

Théoréme 3.1.3 L’application f — || f|l, de LP dans R, est une semi-norme et non

pas une norme car ||f|l, =0 <= f =0 p.p et non f =0.

Ce résultat suggére de décomposer 1'espace LP en classes d’équivalence de la maniére
suivante :

Nous dirons que deux fonctions fiet fo appatenant a £P sont équivalentes si :

Hfl - f2H =0

C-a-d : si f1 et fy sont presque partout égales.
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3.1.2 Espace L”

On appelle L? T’espace vectoriel quotient £P /% ou R est la relation d’équivalence.

hell, fhelr: iR f, < |fi— fof =0.

fi R fo selit fi est équivalente & fs.

Les éléments de 1'espace L ne sont pas des fonctions mais : des classes de fonctions.

Si fi € LP, on note fla classe de fonctions d’équivalence a f.

f étant une classe de fonctions, sa valeurs en un point x € X n’est pas de sens.
On peut considére fcomme fonction définit presque partout si aucun risque de confusion

n’est & craindre, en écrire f € LP ce qui signifie, en réalité f € ]? et ]? cLr.

Définition 3.1.4 L’espace vectoriel LP (X) est le quotient de LY (X) par la relation
d’équivalence "égalité presque partout dans X " .
Autrement dit : pour 1 < p < co. On pose :
LY (X)={feM,(X,A) , [ |p]dup < +oo}
telle que : M, (X, A) = {f/f e M (X, A) } .

Définition 3.1.5 (f essentiellement bornée )

On dit qu’une fonction f est essentiellement bornée sur X s’il existe un réel positif
M tel que :

i ({w € X31f (@)] = M}) = 0.
Muni de la norme définie par :
1Ly = nf {M > 03 ({z € X5 |f ()] = MY}) =0},

lespace vectoriel L™ (X) est un espace de Banach.

05i X est fini et si u(X) < 00, tout les espaces LP pour 1 < p < 400 sont les méme.

e5i X est fini ou dénombrable, si A = P (X), et si u({x}) > 0 pour tout x € X,

alors LP = LP pour tous p.

3.1.3 Espace L} (X)

loc

Définition 3.1.6 Soit X un ouvert de R". On dit que f est localement intégrable sur X
st pour tout compact K inclus dans X, la fonction [ est intégrable sur K. On note :
L. (X)={f; fe L' (K) pour tout compact K C X} .
L’espace vectoriel des fonctions localement intégrables.
De méme,

LP

loc

(X)={f; feL”(K) pour tout compact K C X }.

Proposition 3.1.7 Soit ¢ > p > 1. Alors L} (X) C L (X).
Soit p > 1. Alors I? (R") € [P (R") C L. (R™) .

loc loc
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3.2 Inégalités

Définition 3.2.1 On dit que deur nombres p et q sont conjugués si p et q sont > 0 et si
1411,
P q

Deux nombres réels conjugués sont > 1.

En général 1 et oo sont conjugués .

3.2.1 Inégalité de Holder

Théoréme 3.2.2 Soit (X, A, u) un espace mesuré et f,g: X — C des fonctions mesu-
rables, p,q des exposants conjugués dans [1,+oc]. Alors si :
feP(X,Ap) etge LU(X, A ), fge L' (X, A, p)
avec :

1
q

l . >3 . 3 "’
S [ fgldp < (J1fIPdp) ([1g|"dp) (inégalité de Hbolder).

Si p = q = 2 l'inégalité de Holder est connue sous le nom d’inégalité de Cauchy-

Schawrtz :

N

T 1faldn < (J1F1dp)? (f lgf* du)?

Preuve. Pour f,g > 0.

Sip(ouq) =4o0,ona f(x) <|f|, pp

Dot f(z)g(x) < | fllo 9 (x), ce qui donne en intégrant :

Jx fadu < I flloo Jx 9dpe = 11 fllo llgll; -

Puis si f,g € L' (X, A, i), en intégrant, on obtient directement :

Jx (F+9)du= [ fdu+ [ gdn <= |If +al, =l + gl

Pour f et g de signe quelconque I’égalité devient une inégalité :

Soient p,q # 400, 1 avec pour commencer ||f|]p = ||g||q =1.

Si f(z),g(z) # 0,400 on peut écrire f (z)” = exp (u) et g (x) = exp (v), en prenant :
u=1In(f(x)") et v=1In(g(x)?).

Par convexité de exp, on a alors :

exp G)u + %v) < Il)exp (u) + éexp (v),

ce qui se récrit f (2) g (x) < S f ()" + L9 (2)".

L’inégalité est en fait encore vraie si f (z) ou g (z) vaut 0 ou +oo.

En l'intégrant alors sur tout X, on a :

1fglly = [x fgdp < 5 [y fPdp+ 5 [x g%dp =S I+ 5ol =5+ 5 =1,

car d’abord [|f||, = ||gl[, = 1 puis ensuite parce que p, q sont conjugués.

Ce qui prouve l'inégalité de Hoélder dans ce cas.

Sip,q#1,+ocetsi|f], et |gll, # 0,400 alors on considére :
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F=1t/1fll,, d=9/ldl,-

On a facilement Hf” = ||gll, = 1 si bien que le cas précédent donne :
p

|73], <1 < sal < 151, ol
Si || f]l, = 0 alors f = 0 p.p. Si bien que [y fgdu = ||fgll, = 0 et Vinégalité cherchée

se réecrit 0 < 0, ce qui est vraie.

Si [[fll, = +oc alors il suffit de voir le cas [|g[|, # 0 sinon on se raméne au cas

précédent (avec g a la place de f).

Mais dans ce cas, I'inégalité devient une majoration par +o00 ce qui est vraie. m

3.2.2 Inégalité de Minkowski

Théoréme 3.2.3 Soit (X, A, 1) un espace mesuré et f,g: X — C des fonctions mesu-
rables, soit p € [1,400]. Alors si f,g € LP (X, A, ) :
1 1

([1f +glPdu)® < ([1fPdp)? ([|glP du)?  (inégalité de Minkowsks).

Preuve. Remarquons que :

(f+9) =+ U+ =Ff(f+9  +g(f+9" .
Soit ¢ conjugué de p alors d’aprés I'inégalité de Holder :

f(f+g)pdu=ff(f+g)”*1du+fg(f+g)f*1du ;
< (f fpdlﬁ)% (f (f—l—g)(p_l)q d,u)q + (fgpdu)% (f (f—l—g)(p_l)q du)q

< [(f frdm)? + (f gdm)?] (J (f + )" du>3,

comme (p—l)q:pet%:(p%) on a :
S (g dp < [(J grdi)” + ([ )] ([ (F + 9" du) 7
1+ gll2 < (1AL, + gl | 1+ gtz (1)

Sil[f + gll, # 0,400, I'inégalité de Minkowski suit en simplifiant par || f + g ”571 dans

Si [|f +gll, =0, I'inégalitée de Minkowski est immédiate.
Si || f+ g||p = 400, par convexité de la fonction z —— 2 pour p > 1, on a:
(59" <57+ 597 = (f+g) <27l fr 20,
On a donc [ (f +g)’du < 27" [ frdu+ 207" [ gPdp.
Mais alors si [ (f + ¢)" dp est infini, 2071 [ fPdpu+2P~1 [ gPdp. Vest aussi donc [ fPdp

ou [ gPdp Dest si bien que l'inégalité de Minkowski devient +oco < 400, ce qui est encore

vraie. |

Remarque 3.2.4 Soit 1 < p < oo, on définit la premiére inéqgalité de Clarskon par :
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Soit 2 <p < oo: || 52|}, + 155205, < 5 (IFIE, + llgllt, Vf. g € L)
On définit la deuxiéme inégalité de Clarskon par :
Soitl<p<2ona:

1
15205 + 1225 < 5 QA1+ Dlgl)>= .

Proposition 3.2.5 Sip,q,r > 1
lz%—i—%, si felPetge L alors fge L.

r

Remarque 3.2.6 Dans le cas général.
Soit f1, fa,...... , [r des fonctions t.q : fy € LPi (X):1<i<k
avec t =L 4+ L 4 . + L <1 alors :
p p1 p2 Pk

le produil f = fifaeo o € L7 (X) et || fll o < I fillon ool Fll o -

Proposition 3.2.7 On peut généraliser [inégalité de Minkowsk: .

Soit (f,) une suite de fonction p-mesurables définie sur l’espace mesuré (X, A, ),

(v

Théoréme 3.2.8 ||.||;, est une norme pour tout 1 < p < oo.

on a :

p : i
4 dn) < (1)} oil<p <.

Théoréme 3.2.9 (Fisher-Reisz)

LP (X, A, ) est un espace complet (pour la norme |\.||,). 1l s’agit donc d’un espace de
Banach.

Le résultat suivant donne un (petit) lien entre la convergence d’une suite des fonctions
(fn),, vers f dans LP (X, A, 1) et la convergence ji-presque partout.

Théoréme 3.2.10 Si f, — [ dans LP (X, A, ), c’est a dire || fo — fll, — 0 quand

n — +oo alors il existe une sous-suite (fnp)p de (fn), qui converge p.p vers f.

Remarque 3.2.11 Pour p =2, L? est un espace de Hilbert muni du produit scalaire :

(fog)= [ f(2)g(@)dp(x).

Preuve. On montrons que (.,.) un produit scalaire sur L? :
VAL A €KY, fo,g € L2
(A fi 4+ Xafa,9) = [(Mfi + Aafo)gdu = [ M figdp + [ Ao fogdu
=M [ figdp+ Xo [ fogdp = M (f1,9) + A2 (f2,9) -
2-(f, Aigr 4 Aeg2) = [ F(igr + Aega)dp = [ fhagidp+ [ fAagadp
=X [ fardp+ s [ fgadp = M (f. 1) + A2 (f, g2) -
3-(f,9) = [ fgdp = [ fgdu = [Gfdu= [ gfdu= (g, [).
4-(f.f) = [ FFdu=If” = 0.
5-(f./)=0 <= [ffadp=0=[If|’=0=f=0.m
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3.3 Reéflexivité-Séparabilité-Dualite L

La dualité des espaces L”

Soit p € [1,00[ et ¢ le conjugué de g pour tout g € LP fixé, on considere 'application :

p: P —k(RVC)
f—9()=Jx fodp.
donc : ¢ est une forme linéaire continue sur L? (1) .C.a.d : ¢ € (Lp)/ :
Si 1<p<ooalors: ¢l =|gl,-

Sip=1(q=+00) et po—finie alors : ||¢|| = |9l -
Théoréme de représentation de Riesz

Théoréme 3.3.1 Soit uo-finie et p € [1,00|, alors tout forme linéaire continue sur LP.
Y S’écrie :
v [P — R
f—0(f) =[x fodpu.

Pour tout élément unique g € LP (% + % =1)c.a.d:

Ve (17) . g € L2 ¢ (f) = [ fodp.
Donc tout élément de (LP) représente par un seul élément de LY donc :
(Lr) = L.
Sil<p<ooetona:
(Lr) = 12
(L) =1~
(L=) 2 L.

Définition 3.3.2 Soit X un espace vectoriel norme, sur R ou C. On note X son dual
topologique, il s’agit aussi d’un espace de Banach. On peut alors former le double dual
X", qui est le dual topologique de X 'il ya une transformation linéaire continue naturelle
J: X' — X" définir par : J (x) (@) = ¢ (z) pour tout x dans X et o dans X'. Donc J
envoie X wvers la fonction de X donné par l’évaluation en X, J préserve la norme (soit

| ()] = ||z]|) et est injective, l'espace X est alors dit réflexif si J est injective.

Définition 3.3.3 On dit qu’un espace métrique X séparable s’il existe un sous-ensemble
D C X dénombrable et dense dans X.
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Le tableau suivant récapitule les principales propriétés des espaces LP rencontrées au :

Reéflexif | Séparable Espace dual

IP1<p<oo Oui Oui (L)
L Non Oui L>

L> Non Non | Contient strictement L'

Théoréme de densité

Théoréme 3.3.4 Soit (X, A, ) un espace mesuré. L’ensemble E des fonctions étagées
définies sur cet espace, telle que : Ve € E : i({z : e (x) # 0}) < oo, est dense dans LE, (X)
st1 <p<oo.

3.4 Comparaison entre deux espaces L’

En général, il n’ya pas de relation d’inclusion entre des espace LPd’indices p différents.

Exemple 3.4.1 Soit l’espace (R, §(R),m).

f:R—>R

z = f(2) = g=1p (2)
et
g:R—R

v 9(2) = e (2
Ona:fel'Af¢L2
et g¢ L'Ng ¢ L2
fell <= |flpn= fR|f )| M($)<+OO
fR|f x)| dp () fR \2/)7 01] z ’dﬂ
= Jr 7zl () du(z) <

= fell )
fer® <« ||f||L2— (fR|f )|* d#( ))? < +o0

Sl )P @) = [ | B ()] )
—+oo
= fé¢ L2

g€L1<:>||g||L1 Jrlg (@) du( )<+<>O

fR|g )| dp (z fR‘ 21 +oo|d# fo 1,+o0[dft () = 00
:>g§éL1

g€L? = gl = [y (lg (@) du(x))?® < +o0.
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2 2

Jalo @) dp (@) = [ |2 o] i (@) = [y 2T i (2)
=1.
1

= [z (|g(:1:)|2d,u(33))2 =V1i=1<+400=ge€L?
Cependant une cette relation d’inclusion existe dans le cas particulier suivant :
X € R" t.q u(X) < o0 et soit p,q € [1,4+00], p > q.
On adonc: L* € LP € L4.

3.5 Mode de convergence

Dans cette section, nous allons voir les différents modes de convergence par des fonc-
tions mesurable et les liens entre eux.
On considéra ici uniquement des fonctions a valeurs réeles définies sur un espace

mesuré fixé (X, A, u) .

3.5.1 Convergence ponctuelle

Définition 3.5.1 Une suite (f,) converge ponctuellement vers f, si pour tout e > 0 et

x € X, il existe un entier naturel n (e, z) t.q pour tout n > n(g,x) alors :

[fn () = f(2)] <e.

3.5.2 Convergence uniforme

Définition 3.5.2 Une suite (f,) converge uniformément vers f, si pour tout € > 0 il

existe un entier naturel n (¢) t.q pour tout n > n (), et pour tout v € X :

[fn (2) = f(2)] <&

3.5.3 Convergence presque partout

Définition 3.5.3 Une suite (f,,) converge presque partout vers f, s’il existe un ensemble
E € X avec p(E) =0 t.q pour toute > 0 et z € X \ E, il existe un entier naturel n (¢, x)
t.q pour tout n > n (e,z) alors : | f, () — f (x)] < e.

3.5.4 Convergence presque uniforme

Définition 3.5.4 Une suite (f,,) converge presque uniformément vers f, si pour tout € > 0
il existe une partie E € X t.q u(E) < ¢ et il existe un entier naturel n(c) t.q tout
n>n(e), et pour tout v € X \ E,|f, (z) — f (x)] <e.
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3.5.5 Convergence en mesure

Définition 3.5.5 Une suite (f,,) de fonctions mesurables converge en mesure vers f me-

surable, st pour tout o > 0
im_u({e € X2 1fu (@)= f @) 2 a}) =0,

3.5.6 Convergence en norme (forte)

Définition 3.5.6 Soit X C R" un ouvert et 1 < p < oc.
On dit que (f,) converge en norme vers f si fn,f € LP et si :  lim || f, — f|| = 0.

On notera alors f, — f dans LP.

3.5.7 Convergence faible

Définition 3.5.7 Si 1 < p < oo on dit que f, converge (faiblement) vers f si f,, f € LP
et st :
dim [y [fa (@) (@) (2)do, Vo € (L7) .
On notra alors : f, — [ LP.
Si p = oo on dit que f, converge faible” vers f, si f,, f € LP et si :
i [ [ (@)~ f (@) n)do =0, W € L

On notra alors : f, — f L.

Remarque 3.5.8 On parle de la convergence faible* dans L>®plutdt que la convergence
faible car le dual de L®est strictement plus grand de L'. Formellement toute fois, la
convergence faible dans LP et faible* dans L*> prennent la méme forme.

La limite (forte ou faible) est unique.

Proposition 3.5.9 Soit p € [1,00] et (f,),>, une suite de fonctions dans LP telles que

Yo fnll, < o0, la série Y f, < oo, la série ) f, est alors presque partout absolument
n>1 n n
convergente, et convergente dans LP, et on a :

2l < 22Nl

3.5.8 Comparaison entre les modes de convergence

Proposition 3.5.10 La convergence uniforme implique la convergence ponctuelle.
La convergence ponctuelle implique la convergence presque partout.

La convergence uniforme implique la convergence presque uniforme.
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Remarque 3.5.11 1[I est simple de voir que les réciproques sont fausses en général.
Par contre, il est imediat de voir que st X est un ensemble fini, alors la convergence

ponctuelle implique la convergence uniforme.

Convergence monotone dans [P

Soit (f,) une suite croissante positive dans L? telle que :

sup ([ 1ful? dp)? < o0

s lim f, (o) = supf, (2) = f (@)

n—-:o0

alors :
fer, tm [fll, = I/l et fo — f.

Convergence dominée dans L”

Soit (f,,) une suite de fonctions mesurables f,, : X — R (ou C) ayant les propriétés
suivants :

-Pour presque tout point = € X, la suite f, (z) a une limite f (z).

-1l existe une fonction g € L? t.q : || fn (2)|| < g (z) pour tout point = de X et pour
tout entier n > 0.

Alors, la classe de f € LP (z) et elle est la limite de suite (f,,) dans 'espace vectoriel

normé LP.
Remarque 3.5.12 Le théoréme de convergence dominée serait faux dans l’espace L (X) .

Proposition 3.5.13 Soit 1 < p < oo et f,, — f LP alors il existe une sous-suite { f,, }
t.q : fo, — [ p.p et |fu.] <h p.pavech € LP.

Théoréme 3.5.14 Supposons p(A) < oo et soit (f,) une suite dans LPqui converge

uniformément vers f. Alors f € LP et (f,) converge en norme vers f.

Proposition 3.5.15 Soit p € [1,00][ si f, — [ LP, il existe (ny),, strictement crois-
sante d’entier t.q :

(far) — f 1 p-p.

Corollaire 3.5.16 Soit p € [1, 0], si la suite (fy),, converge dans LP vers une limite f,

et | p.p vers une limite g, on a :

f =g up.p

Proposition 3.5.17 Si (fn)n20 converge dans LP vers f et 1 < p < oo alors elle converge

en mesure.
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Proposition 3.5.18 Si 11 est une mesure finie et si (fy), >, est dominée dans L?,

1 <p < oo et converge en mesure alors (f,), converge dans LP vers f.

Proposition 3.5.19 Si u est une mesure fini et si (f,,), converge p.p vers f alors (f,),,
converge en mesure vers f.

Proposition 3.5.20 Si (f,), converge en mesure vers f alors il existe une sous-suite
extraite qui converge p.p vers f.

Relation entre convergence faible et convergence forte

Il est évident que la convergence forte implique la convergence faible c-a-d :

fn—>pr7 sil§p<oo

fn—>f Lp:>{ anpr&p:oo

Remarque 3.5.21 Si X est de dimension finie ces deux notions (convergence forte et

convergence faible) sont identiques, par contre en dimension infinie n'est plus vrai.
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Chapitre 4

Applications des espaces L”

L’intérét des espaces LP, plus particuliérement ’espace LP est trés grand pour les
applications. C’est un outil indisponsable & ’étude des problémes soulevés par I’étude les
phénoménes ondulatoires en mécanique quantique, science indispensable pour la plupart
des recherche moderne en physique.

Parmi les outils fournis par ces espaces, nous allons étudier dans ce chapitre le théo-
réme de Fubini pour des fonctions définies son produit d’espaces mesures et pour lesquelles
le théoréme de convergence dominées, est une application importante. Nous allons voir
aussi la notion de convolution et la transformée de Fourier qu’est d’une importance pri-
mordiale dans létude des équations différentielles et dont les applications apparaissent

dans plusieurs phénoménes physiques telles I’étude du signal.

4.1 Produit des espaces de Lebesgue

étant donnés deux espaces mesurés (X, A, u) et (Y, B,v), on désigne leur produit par
(X XY, A® B,u®wv), ou X XY est le produit cartésien des espaces X et Y, A® B la
tribu engendrée par ’ensemble des produit cartésiens.

{a xb/a € A,b € B} et u® v la mesure produit sur A ® B qu’il nous faut définir.

4.1.1 Théoréme de Fubini

Définition 4.1.1 Soit (X, A, uy) et (Y, B, uy) deuz espaces mesurés, les mesures jiy €t i,
étant o— finies et f une fonction p; ® p,— intégrable définie sur X x'Y, les fonctions :
z— [ f(z,y)du, (y) ety — [ f(x,y)dp (x) sont respectivement, p1,—intégrable

et po—intégrable et on a :

T F @) d(pg % pg) (z,y) = [ ([ f(2,y) dpg () dpy (x)
= f (f f (5’77 3/) iy (5”)) dpty (3/) .
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4.2 Transformation de Fourier

Définition 4. 2 1 Soit f une fonction Lebesgue-intégrable, la fonction f définie sur R,

par : f / f (z)exp (2irzz) dz, est appelée la transformée de Fourier de f.

Théoréme 4.2.2 Soit f et g deux fonction Lebesgue-intégrables et a un réel.
1-Si g (z) = f () exp (2imaz), alors G (t) = f (t +a).
2-Sig(z) = f(x—a), alors g (t) —_]?<t) exp (2imat) .
3-Si g () = f (—x), alors §(t) = f (t).
4-Sig(z)=f (%), a>0, alors g( )= af(at)
() =

5-Si g (x) = (2imx) f (x), alors f est dérivable et f (t)=7(t).

4.3 La convolution

La théorie de la convolution est une application de la théorie des mesures produits,
du théoréme de transfert et du théoréme de Fubini.
La convolution est une “multiplication”de mesures. Elle correspond a 1’addition de

variables aléatoires indépendantes en probabilité.

Définition 4.3.1 Soient f € L' (R") et g € LP (R") avec 1 < p < oo. alors, pour presque
tout © € R™, la fonction y — f(x —1y)g (y) est intégrable sur R™.

On pose : (f * g) /f T — y) dy alors :

fxg cLr (R™) et [[f*glle < I fllre % Ngllze-

4.4 Distribution

Définition 4.4.1 Soit Q) un ouvert de R"™ une distribution T' sur ) est une application
linéaire de C° () dans C t.q :
pour tout compact K de Q il existe C, > 0 etk € N t.q : (T, p)| = Cy Z sup |0%p ()|

o<k €K

pour tout ¢ € CX ().
On appelle fonction de Dirac, la fonction § par : (§,¢) = ¢ (0).

Définition 4.4.2 Soit T € D' (Q), la forme linéaire g—sur C> (Q) définie par :

o) 0 00
<%7¢> <T7 e > Vo € C(9Q),
est une distribution appelée dérivée partielle, au sens des distribution de T par

me

rapport & la ™ variable.
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