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Introduction Générale

Tout informations relative & une variable aléatoire X est disponible dans sa densité
de probabilité (variable contine) ou est disponible dans sa loi de probabilité (variable
discréte).

A partire de définition classique, il devera donc étre toujour possible :

de calcule la moyenne, la variace ou des moments d’ordre superieur de X et Y a
partire de sa densité.

de calcule la somme de deux variables aléatoires indépendantes X et Y.

En pratique ,il avive souvent que l'utilisation direct de ces définitions conduise &
calcules inextricabales un outil peut alors étre d’'un grand secours la fonction génératrice
et la fonction caractéristique.

La notion de fonction génératrice et la fonction caractéristique peut étre utile par fois

pour calculer plus facilement les moments de certaines lois de probabilité.



Chapitre 1

Fonction caractéristiques

Soit (£2.A.P) un espase de probabilité

1.1 Définitions

Définition 1 1. Soit X un v.a.r définie sur (2. A.P)de loi de probabilité p,. on appelle

fonction caratéristiques de X lapplication ¢, t.q

R — C

t — ¢, (t)=FE(expitx) = /exp (itz) dp (x) .

@ n'est antre la transforme de fourier de la mesure p,.

2. Soit X un v~ .a définie sur (Q.A.P)et valeur dans R"de loi p,.on appelle fonction

caractéristique de X lapplication p,t.q :

v,  R"—=C

t = (ti,ty, ... tn) — ¢, (1) = E(expi < t.x »=) = / (expithxj ) dpy (21,22, ...
j=1

Proposition 2 1. ¢, (1)] < 1,9 (0) =1,Vt € R™

3



2. v, (=t) = ¢, (t),Vt € R™.
3. Si X estunewv. a.r. (n=1),¢, estde type positif c-a-d¥n € N, ¥ (t1,ta, ...t,) V (21, 22, ....2) €

Cona:

ZZQ@I i) z1z > 0.

=1 j=1

4. @, est une fonction uniformément contine sur R".

(a) Si A est une tranformation linéaire de R™ — R™ b un vecteur de R" et y =
Az + b alors :
¢, (u) =expi < bu> ¢, (*Au).

(b) Si A est de plus symtétrique alors :
@, (u) =expi <bu> ¢, (Au).

5. pour tout famille de v .a indépendantes (;),<;<, ona :

Preuve.

1. =1 <]Jcos(t)| <1 VteR™

2. g, (—t)=FE(exp—i<t,x>)=FE(expi <t,x>) :E(expi <t x>) =, (t).

3. Z Z 0, (ty — t1) 2x21 = E (expi (ty — t1) x) 2121 = Z Z E (exp (ityx) exp (—it 7)) 21
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=1
N 2
=F <Z (exp ityx) 2 (exp ity x) z_l) =F Z expitpx| > 0.
k=1

4. Soit € > Oet soient t et t € R".

Il est possible de choisir A\. de sorte que :

[ o) <

|z|>Ae

Wl ™



par ailleurs :

<Px(t)—<pz(tl)‘§ / |expi<t,x>—expi<t,x>|dpx(x)—|—/ lexpi < t,x >|dp, (z)+
y

|| <Ae || >Ae || >

d’ou :

4 . . / 2¢e
gom(t)—%(t)‘g ‘expz<t,x>—expz<t,:c>’dpm(x)+§

[z[<Ae
or
<t,>
‘expi<t,x>—expi<t,,x>‘ = z/ expiu du §)<t,,x>—<t,x>‘
<t' x>
= |<t—t >z >’ < || ‘t, —t‘ <\ |t —t‘ pour |x| < ..

Donc : |<,0x(t)—<px (tl)| < )\g{t—t/{ + % < e dés que |t—tl{ <3

¢, (u) = FEexpi<u, AX +b>=F(expi <u,b>expi<u,AX >)
= expi<u,b>E(expi<tAu,X>)

= expt<u,b>¢g, (tAu).

i=1 i=1

T =1

6. gonz (1) :Eexpi<t,in >=F (ﬁexpi<t,xi >> :ﬁE(expz’ <t,x; >)

i=1
car la famille (z;) est indépendante

Donc :



Corollaire 3 Le produit de deux fontions caractetéristiques est une fontion caractéris-

tique .

Remarque 4 1. La somme et la défférence de deux fontions caractetéristiques ne

peuvent étre des fontions caractetéristiques (d’prés i)
2. La réciproque de vi )est fausse .
3. Si x est de loi symétrique (x est (—x) ont mém loi ) alos ¢, est réelie (d’aprées

2).5i de plus © est a’ valeurs réelles alors ¢, est paire .En fait une loi sur R est

symétrique ssi sa fontion caractetéristique est paire (et réelle. ).

Corollaire 5 1. La réciproque de (3) comme sous le nom du théoréme de Bochner

énonce :

Toute fonction continue de R — C de type positif est la transformée de Fourier

d’une mesure positive bornée (cf Doob ).

1.2 Fontion caractéristique des quelques loi :

1.2.1 Loi discréte

Si X est une variable aléatoire de loi discréte Z PiC,, alors la fonction caractéristique

k
est de la forme

p(t) = Z prexp itzk.

k=1

Loi de bernnoulli

On a:



— ¢(t) =) _ P expitk.
k=1

On a d’apres Binom - Newton la formule suivante :

(a+b)" =) _Cra" " (1.1)
p=0

Alors :

P.=p=p(t) :Z Py expitkzz pexp itk :Z(C% prqCexpitk = k=1
k=0

k=0 k=0
Alors :
e(t) = Z Cip'¢®expit = Z ¢ (pexpit)' (1.2a)
k=0 k=0
= o{t)=(g+pexpit) (t.g:n=1)
Donc :

o (t)=q+pexpit=(1—p)+pexpit

Alors la fonction caractéristiqus est de la forme

¢ (t) = q+ Pexpit.

Loi de Binomiale B(n,p)

Dans la loi Binomiale on a 1 éxpression analytique de la forme

Py =Clpfq" " t.qqg=1-p.



P, =Ckpr(1—p)"*

D’apres binom - Newton on a :

Z CFp* (1 — p)" *expith
k=0

= > Cipr (1 =p)" " (pexpit)*.

k=0

= ¢ ()= (1 —p+pexpit)".
Alors la fonction caracteristique est :
#(t)=(a+pepit)” tag=1-p.

Loi de poisson p(\)
L éxpression analytique est :

k

A
Py =exp(—)\) — 1 (k>0,0 <))
On a
k
AP )\expzt)
p(t) = ZPkesztk—ZeXp —expztk—ZeXp >\



=expz

Alors :

exp (—A) Z Qexpit)’ = exp (—A) exp (A™P") = exp (=X + A (expit)) = exp A ((expit) — 1)
et la fonction caractéristique est :

@, (t) =exp A (expit —1). t.g A > 0.

1.2.2 Loi absolument contine
Si X un v .a de loi absolument continue de densité f alors :
o, (t) = /exp ite f(z) dx.
R

Loi exponentielle p(\) On sait que la densité f de la loi exponentielle est de la forme
0 SI X<0

f(x) =
Aexp—Adr x>0 ,0<A.
p(t) = /)\ (exp —Az ) expitr.de = )\/ exp (—A +it)x dx
0 0
1 1 —A
= A —A+it)z|g° = —A 0=
T P (ATl it P T STt
Alors :
A
t) =
o)==



Alors la fonction caractéristique est :

Loi Normal N(0,1)

L éxprenssion analytique est

2

1
= ex
V2T P 2

f(x) (z € R)

1 X?

o(t) = /f () expitr dx = /meXpTexpzm dx

1 2
o t) = E/zt exp Tx expitr dv = —tp (t)
2

—t

Alors la fonction caractéristique est :

Loi uniforme

On sait que la densité de probabilité de la loi unoiforme de la forme :
L g< z<b

flay=9""

0 sinon .

10



“+o00

o) = / (expit) f (z) da.
+o0 1 b
it
= /esz IdCL‘ = /exp itx dx
b—a b—a
R S ’
T b it P u
B 1 exp ith — exp ita
 b—a it '

Alors la fonction caractéristique est :

1 exp ith — exp ita

1.3 Lien entre la fonction caractéristique et les mo-

ments

1.3.1 Moments d’une variable aléatoire réel :

On :
0, (t) = /exp itxdp, (x)

est la fonction caractéristique. En derivant par rapport a ¢ & L’interieur de [ on a :

E(X)= Z/ZL’ expitr dp, pour t =0 (si F'(X) existe)

et de proche en proche, k derivation font apparaitre F (X K ) .
un lien s’etablit entre les moments d’une variable aléatoire réelle X et sa fonction
caractéristique .

Le lemme suivant donnez le droit de deriver sous I'intégrale [ :

11



Lemme 6 :Soit f une application de

R? —» C
(tz) — f(tx)

et soit |1 une mesure défine sur R si :

1. pour tout X € R ,f admet une dérivée paratielle g—{ (t,x) majorés en norme pour

tout t € R par une fonction g p intégrable .

2. pour tout t € R | lapplication : x  — f(t,x) est u intégrable alors :La fonction :
t— F(t)= /f (t,x) du(x) définie sur R est derivable en toutt de R et on a :

Preuve. :

Soit (h,) une suite tendant vers 0 quand n — oo on a :

x)

L F () =P /f(t+hn,}:f)—f(t,x)du(

n—oo hn n— oo

D’aprés le théoréme des accroissement finis on a :

St hn,x) = f(t2)
hn

of

(on ()] = - % (e

<g(z) (daprés 1). ow’ t <t <t+h,

L’application du T.C.D. donne alors :

lim =
n—oo hn

POR) 2P0 _ [ gy LI IO 4 0y =[O 0.

n—00 hn
D’ou F est dérivable et F' (t) = [ (t,2) du(z). m

12



Proposition 7 :Si la variable aléatoire réelle x admet des moments jusqu a [’ordre n

,alors la fonction caractéristique de X mnoté ¢y , est n fois continument dérivable et

admet pour k'™° drivés :

+oo
cplj((t):ik/xk expitr dPx(z), ¥V 1< k<mn

—0o0

En particulier :

ik
et on :
1 [d*p. (1)
E(XH) == ’
( ) Z’k |: dtk :|t 0
Donc :

Preuve. par récurrence

pour k =1ona:

p(t) = /eXp itx dPx (z) .
Soit f: R? - C
(t,x) — expitx et soit u = Px
1. % (t,z)| = |iz expitz| < |2| qui est p, intégrable car EX existe .
2. X — expitx est Px intégrable pour tout ¢ € R.

Les conditions d’application du lemme précédent sont remplies donc :

o' (t) = /m: exp ity = z/x expitr dPy.

13



suppossons que : gp[k] (t) = ik / x¥ exp itz dp, et montrons que :
e* (1) = ik“/xk“ expitr dPx (z)

Soit f :R*? — C
(t,z) — (iz)" expita et soit u = Py .

L |2 (t, )| = |(iz)"" exp itx‘ < |#**1] qui est Py intégrable car EX*'! existe .

2. x — (zx)k exp itz est Px intégrable car EX* existe .On applique encore le lemme

précédent et on obtient :

¢%+”(Q::ﬁi/aﬁﬁmmpﬁde&(x):ikH¥/1$H€KPﬁIde($y

Le cas particulier s’obtient pour t = 0 (C.q.f.d. ).

1.3.2 Moment d’une variable aléatoire vectoriel

Si X un vecteure alétoire dans R™ (1 < n) ,il existe une relation liant les moments

deX aux dérivées partielle de sa fonction caractéristique et :

M — (2@'7r)|0“ E (X exp(2irtx))

dz®
pour tout multi indise : @ = (ay....... aglet |a] =ag + ... +ag ,lal <n
Si la v.a.r. X admet des moments de tout ordre et si limsup { % = 1% alors :
& (i) Bt

Ou FX° =1 pour tout ¢ vérifiant :|¢t| < p.

14



Remarque 8 1. Sipy estn fois dérivable au point 0, X admet des moments jusqu’a

['ordre :
n st n estpair

n—1 sin estimpair

2. oy est indéfiniment dérivable au point 0 ssi X admet des moments de tout ordre.

1.4 Fourmules d’invesion

Ce sont des formules qui permettent d’exprimer la loi d’une v.a. a’ partir de sa fonction

caractéristique.
Lemme 9
T
in at
s(a,T) :/smta dt <7V Teta.
0
T (n+1)m
Preuve. posons I (X) = /%du et C), = / ey ; Ona:s(a,T)=1(aT) et
0 nm

Cn=(-1)" /%du (poser v = nm + u); Donc :(C,, > 0 sin est pair et C,, < 0 si n est impair)

0
x

n—1
et [cpp1] <len| de I (z) = ZC’“ +/Si%du pour nt <z < (n+1)w
k=0 nm
résuite
n—1 n
.ZC’k < I(x)ﬁZC’kpourmrng(n+1)7retnpair.
k=0 k=0
n n—1
.ZC’k < I(x)§ZC’kp0urn7T§x§(n+1)7retnimpair.
k=0 k=0
Or

15



Si n est pair on a :

n bl
ch = Co + Z (CQk_l + Cgk> S C() car Cgk_l + Cgk S 0 VEk et |Cn+1| S ‘Cn’ .
k=0 K=0

Si n est impair on a :

n—1

n 3
Z Cr=Co+ Z (Cor + Copg1) > 0 car cop + copy1 > OVE

k=0 K=0

Donc :

Proposition 10 :

Si ¢ est la fonction caractéristique d’une v.a.r. X de fonction de répertition F' Alors

+T
1 1 .1 [exp(—ita) — exp (—ith)
- + i + — _
5 [F(0) +FO)] =5 [F (o) + F(a) Jim = o (t)dt
-
otiaetheR aveca <b et F(xf) =lim, >, F ().
Preuve.
+T
1 [exp(—ita) — exp (_itb)¢ (1) dt
2m it
-
1 +T'+00 ” b
— _//exp(—z @) — exp (i )exp (itz) dP (x) dt
2T it
—T—o0
Ou P est la loi de probabilité de X
T 400
comme eXp(_im)i_teXp(_itb) exp (ztm)‘ <(b—a)et // (b—a)dP (z)dt =27 (b—a) <
—T'—o0

+00.

16



exp(—ita)—exp(—ith)
it

La fonction (t,z) — expitx est intégrable sur ’espace produit et on

peut appliquer le théoréme de Fubini.

Dot L / exp(—ita)—exp(—ith) (1) 1t — / Jr (z) dP (x)
Jp(z) = /exp (—ita) Z—t exp (—itb) 0
Tcos (t(x —a)) —cos(t(x—10)) , Tsin (t(x —a)) —sin (t(z — b))
- / omit di i / omit dt
 [sin(t(@—a) —sin(t(@—b) .
= / — dt = J, (T,x) — Jp (T, x)
T, (T,z) = / Wm‘
D’ou
% exp (—ita) o (=) 4y at = / Ju (T, %) = J, (T, 2) dP (x).

De plus , d’aprés le lemme 1 , on a :
x — J, (T, ) est majorée en module par 1 qui est Px intégrable .

Donc on peut appliquer le T.C.D. et écrire :

+T
.1 [exp(—ita) — exp (—ith) /
lim — t)dt =
7% 27 it (0
-T R

lim J, (T, z) — J,(T,z)dp(x).

T—o00

17



Par ailleurs :

. 1.
h%an (T,z) = 5 signe (x —p).

D’ou
Osiz<aouxz<b
%IIEO(Ja(Tvx)_JP(Tax)): %Six:aoux:b
1si a<ax<hb.
Donc :
" exp (—ita) — exp (—ith)
) 1 [exp(—ita) —exp(—it 1 1
lim — = P — — [ dP(z).
Jim. o = o (t)dt /d (m)+/2dp(ac)+ 2/d (x)
-7 la,b] (@) (b)

= p(ab) + 5 b ({ad) +p ({01}
= F(b)—F(a")+ ! (F(a*) = F(a)+ = (F(bT) = F(

2
FOY) 4+ F((b) F(at)+ Fl(a)

= 5 — 5 . (cq.fd.).

Corollaire 11 : (justification de la terminologie caractéristique ) Si X etY deux v.a.r.

ont la mém fonction caractéristique alors elles ont la mém loi de probabilité.

Preuve. Soient X et Y deux v.a.r. de fonctions de répartitions respectives Fy et F'x
et de fonctions caractéristiques

respectives ¢y et @y avec oy = @y , montrons que Fx = Fy.Soit a un point de
continuité F'y et Fy et b € R.

Nous avons alors :

18



+T ' '
L 01) + Fx )] - Fx (@) = Jim — [©RLEH0) —op (i)

2 7o 2 it ox (1) dt
-T
1 [ exp (—ita) — exp (ith)
. exp (—ita) — exp (—it
= zlgrgo% i Py (t)dt
-7
1

En faisant tendre a vers —oo , nous obtenons :
[Fy (57) + Fx (0)] = [Fy (%) + Fy ()] .

Donc si b est un point de continuité de Fx et Fy , il vient : F (b) = Fy (b).
Si b est quelconque choisissons une suite (b,,) de points de continuité de F}, et F, telle

que lim, b, = b et b, < b ,nous avons :

Corollaire 12 Si ¢ est intégrable sur R alors x admet une densité de propabilité f

continue définie par :

(transformée de fourier inverse).

Preuve. Soit F' la fonction de répatition de X .

Montons que F' est continue en tout point de R.Soit a un point de continuité de F' et

b quelconque.

11 existe une suite décroissante (b,,) de points de continuité de F telle que limb,, = b,

19



“+o0

F(b) ~ F(a) = () = 5 / o (1 S2EIe) e (i)

—0o0

(cette intégrable exsiste puisque ¢ est intégrable).

exp(—ita)—exp(ith)
it

D’aprés le T.C.D. ,puisque ‘gp (1)

< |b, — al|e¢ (t)| n ous avons :

1 —ita) — th F )+ F (bt
lim (F (b)) — F(a) = [ SREH) Zexp(td) ,  FO+FOY) g
n—00 2 it 2
R
D’ou :
F(b)— f(b"
F (b*) = lim F (b,) :% — F(b)=F (b").
Donc F' est continue au point b. De plus
! (cita) —explith) 1 b
1 exp(—ita) — exp (it _ 1 .
(F(b)— F(a)) = o ©(t) m dt = Qﬂ/go (1) /exp itx dx | dt
R R a
. b
= 5 (p(t)/exp —itz dt | dz
R a

(d’aprés le théoréme de Fubini) = f(z) = 5= / @ (t) exp —itz est la densité de X
R

.(cqfd. ) m

Proposition 13 Les v.a.r. x1,xs....... T, sont indépendantes ssi :

0, (t1...ty) = H O, (te) 0tz = (21...2,) .
k=1

Preuve. Condition nécessaire :

0, (t1...t,) = E(expi < t,x >) = Ej Hexp itpry = H E (expitixy) par indépen-
k=1 k=1
dance de la famille (z;....... Tn)
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D’ou :

o, (trtn) = [ ] @ap (1) -

Condition suffissante :

oy (trtn) = [ ] 2ap (1)

n
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Chapitre 2

Fonction génératrice

Si X est une variable aléatoir a’ valeur dans N,de loi de probabilité definie par :
P,=P(X =n)
La serie Z P, 2™ est convergent dans le disque unité : {z /|Z] < 1}.

n=1

Définition 14 La fonction Gx (z) = E (2%) = Z P, 2" définie dans le disque unité est
n=1
appelée fonction génératrice de laplace deX.

Proposition 15 :
1. G, (1) =1.

2. L’intervalle [0,1] est inclus dans la dommaine de définition de tout fonction géné-

ratrice .

3. Sila loi de X est symétrique , c’est -a’-dire si L (x) = L (—x) Alors : Gx (u) est

une fonction paire , tq u = Re z.

Preuve.

LGx()= Y Pla=k1F=> Pa=k=L1

kex(Q) kex(Q)
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22(Q)=NVEeN:0<2<1 = 0<26<1 = 0<Px=k)F <

Plxr=k) = 0< Zp(x =k)* < Zp(x = k) < lpar conséquent si d’ou
k=0 k=0

fixe z € [0,1] ,la suite (uy),cy défini par : Vn € N : u,, = Zp(x = k) 2% est une

k=0
suite croisant , majorée par 1 donc convargente par conséquent la serie : Vn € N :
n

Gx (z) = Z P (z = k) 2* est bien définée pour z € [0, 1]
kex(2)
3. Gx (u) = Flexpuz] = E[expu (—z)] = E [exp (—u) x] = Gx (—u).

Remarque 16 La fonction génératrice est le prolongement au disque unité de la fonction

caractéristique qui apparait etre définie sur la frontiere de ce disque.

2.1 Fonction génératrice des quelques lois :

2.1.1 Lois discrétes

Loi de bernoulli

Si X est une loi de bernoulli X — B (p) définie par :
VEk € [0,1]

On a Alors :

1
GX(z):ZP(x:k)zk:(1—p)t0+pt:pt—i—1—p

k=0

Donc : G, (z) = pt + (1 — p) est fonction génératrice de la loi Bernoulli .

Nous obtenous Alors :

Gy (2) =pet Gy (2) =0
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Nous en dédeuisons :

EX)=Gx(1)=p (L ésperence).

VX)) = G+ G (1) - ()

2

= 0—p—p
= p(1—p) (variance).
Loi binomial
Ple=kl=(k")¢"(1—q)" " pour k=0, .......... , 0.

la fonction génératrice se calcule a’ ’aide de la formule de Binome :

n

Gx(2)=> (k") (q2) (1—q)" " =(qz+1—¢q)"

k=1
donc Gx (z) = (gz+ 1 — q)" est a fonction génératrice de la loi binomiale .

On a aussi :

n—1

Gx(z) = np(pz+1-p)
Gy(z) = np*(n—1)(pt+1—p)" .

Nous en déduisons :

E(X)=Gx1)=np(p+1-p)"" =np (I’esprence).
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V(X) = Gy )+ () (¢ <1>)2
— np*(n—1) (p+1—p)" 2 +np— (np)*

= np*(n—1)+np— (np)*=np—np? =np(1—np)  (variance).

Loi de poisson

P[X =k = exp(;!)‘”k pour k > 0, la fonction génératrice est une expentielle

Gx (z) = exp —/\Z ()\;‘)

expA(z—1).

Alors :
Gx (z) = exp A (z — 1) est la fonction génératrice de la loi poisson .

On a aussi :

Gy (2) = dexpA(z—1)
Gy (2) = MNexpA(z—1)

Nous en dédiusons :

E(X) = Gy(1)=Xexp—A(1—-1)=A\ (Pesprence).

!

V(X) = Goe(l)+Gy(1) - (GX (1))2 = AT E A A=) (variance).

2.1.2 Lois absoluments contines
Loi uniforme

Si X est de loi uniforme z — u[1,n] défine par : Vk € [1,n]: P(x = k) = L.
On a Alors :
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3

Gx (z) = P(zx=k)z*

I
NE
S |
Ne\s'
I
S|
(]
N?r

k=
Ll iz 1
1 siz=1

Ct:
nY (k) (=D = (n+ 1) (k") (n— 1)
Gy (:) = == o
G ()= (=13 (1) (2 = )20 2 3 () (= ) e DY ()

Nous en déduisons :

E(X) = G;(<1):n(2"+)—7;(n+1)(2") :n—zi—l.

" / / 2 -1 n+1 n?+1\> n?-1
VIX) = Gy()+Gx (- (Gr () ==+ —( > ) —=.

Loi normale

Siz — N(0,1) On a:
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Alors :

+o00 1 _$2
Gx (z) = /{exp(zx)mexp( 5 )] dx
+oo
L exp _x2+z:c dx
= — X -
V2 2
1
= eXpézz.

2.2 Lien entre la fonction génératrice et les moments
d’une v.a.r :

1. La fonction génératrice des moments d’un v.a. X est définit par :
Mx (x) = E(exptzx). t € R.

2. Si X est associeé une densité de probabilité continue f , alors la fonction génératrice

des moments est donnée par :

+0o0

Mx (t) = /exptm f(z) dx.

—0o0

Proposition 17 Soit X un v.a. a valeur dans N dont la fonction génératrice Gx (z)

admet un rayon de convergence stricteement supérieur a 1.

Ona:
1. (a) E(X)=Gx(1).

2

(b) V(X)=Gx (1) +Gx (1) - (Gx (1)
Preuve. on a le rayon de convergence R de série entiere est supérieur ou égale a 1.
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(R >1)

Si R > 0 on peut échanger la somme et la dérivée ce qui donne :

L (a) Gy (2)=> k" 'Pla=k]. = Gx(2) =) klz=Fk=E(X).

(b) Gx () =) k(k—=1)2"2Plx=k]. = Gy (2) =) k(k—1)Plz =k =
E(z(z—1)). -

° » ” . —
2.3 Fonction génératrice des v'.a :

— \ 4 . ‘2 .
Dans le cas d’'un v .a. & composantes réelles la fonction génératrice des moments est

alors définie comme suite :
Mx (t) = E (exp < t,xz >)

ou t est un vecteur et < ¢, x > est le produit scalaire .

Proposition 18 Si x4, zo, ...... , T, est une suite de variable aléatoire indépendants iden-
tiquement des destribution (iid) de fonction génératrice commune Gx est si N est un

v.a. & valeurs dans N indépend des x; et de fonction génératrice Gy alors :

GZN (Z)ZGN(GX (Z)) t.q: ZN:ZE1+JI2+ ....... + TyN.
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Preuve. par le théoréme de Fubini est I'indépendance de N et(x; : i € N).

ZHuv—n)] J— )

n>0

Gz, (Z2) = E(

k>0
= Zp (N — n) E <2I1+l‘2+ ...... zn)
= S p(N=n)E@E)"
— Gy (Ga(2)).

Remarque 19 1. La fonction caracteristique p, (t) se dediut de la fonction généra-

trice des moments G, (z) en remplacant z par it.

2. On vient de voir que si une variable aléatoire admet une fonction génératrice de
moment, elle admet des moments de tout les ordre entiers positif, la réciproque est

fausse .
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