










.على نعمھ التي أنعم بھا علیناونحمدهأولا نشكر االله تعالى
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Introduction Générale

Tout informations relative á une variable aléatoire X est disponible dans sa densité

de probabilité (variable contine) ou est disponible dans sa loi de probabilité (variable

discréte).

A partire de dé�nition classique, il devera donc étre toujour possible :

de calcule la moyenne, la variace ou des moments d�ordre superieur de X et Y a

partire de sa densité.

de calcule la somme de deux variables aléatoires indépendantes X et Y .

En pratique ,il avive souvent que l�utilisation direct de ces dé�nitions conduise á

calcules inextricabales un outil peut alors étre d�un grand secours la fonction génératrice

et la fonction caractéristique.

La notion de fonction génératrice et la fonction caractéristique peut étre utile par fois

pour calculer plus facilement les moments de certaines lois de probabilité.

2



Chapitre 1

Fonction caractéristiques

Soit (
:A:P ) un espase de probabilité

1.1 Dé�nitions

Dé�nition 1 1. Soit X un v.a.r dé�nie sur (
:A:P )de loi de probabilité px: on appelle

fonction caratéristiques de X lapplication 'xt.q

R ! C

t ! 'x (t) = E (exp itx) =

Z
R

exp (itx) dp (x) :

' n�est antre la transforme de fourier de la mesure px:

2. Soit X un v!.a dé�nie sur (
:A:P )et valeur dans Rnde loi px:on appelle fonction

caractéristique de X lapplication 'xt.q :

'x : Rn ! C

t = (t1; t2; :::::::tn)! 'x (t) = E (exp i � t:x �) =
Z  

exp i

nX
j=1

tjxj

!
dpx (x1;x2; ::::xn) :

Proposition 2 1. j'x (t)j � 1; ' (0) = 1;8t 2 Rn:
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2. 'x (�t) = 'x (t);8t 2 Rn:

3. SiX est une v. a. r. (n = 1) ; 'x est de type positif c-a-d 8n 2 N;8 (t1; t2; ::::tn)8 (z1; z2; ::::zn) 2

C on a :
nX
i=1

nX
j=1

'x (tk � ti) zkzi � 0:

4. 'xest une fonction uniformément contine sur Rn:

(a) Si A est une tranformation linéaire de Rn ! Rn b un vecteur de Rn et y =

Ax+ b alors :

'y (u) = exp i < b:u > 'x
�
tA; u

�
:

(b) Si A est de plus symtétrique alors :

'y (u) = exp i < b:u > 'x (A:u) :

5. pour tout famille de v .a indépendantes (xi)1�i�n ona :

'x1+x2+:::::::xn (t) =
nY
i=1

'xi (t) :

Preuve.

1. �1 � jcos (t)j � 1 ,8t 2 Rn:

2. 'x (�t) = E (exp�i < t; x >) = E
�
exp i < t; x >

�
= E

�
exp i < t; x >

�
= 'x (t):

3.
nX
k=1

nX
k=1

'x (tk � t1) zkz1 =
nX
k=1

nX
k=1

E (exp i (tk � t1)x) zkz1 =
nX
k=1

nX
k=1

E (exp (itkx) exp (�it1x)) zkz1

= E
�X

(exp itkx) zk (exp it1x) z1

�
= E

�����
nX
k=1

exp itkx

�����
2

� 0:

4. Soit " > 0et soient t et t 2 Rn:

Il est possible de choisir �" de sorte que :

Z
jxj>�"

dpx (x) �
"

3
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par ailleurs :

���'x (t)� 'x �t0���� � Z
jxj��"

jexp i < t; x > � exp i < t; x >j dpx (x)+
Z

jxj>�"

jexp i < t; x >j dpx (x)+
Z

jxj>�"

���exp i < t0 ; x >��� dpx (x) :
d�où :

���'x (t)� 'x �t0���� � Z
jxj��"

���exp i < t; x > � exp i < t0 ; x >��� dpx (x) + 2"
3

or

���exp i < t; x > � exp i < t0 ; x >��� =

�������i
<t;x>Z

<t0 ;x>

exp iu du

������� �
���< t0 ; x > � < t; x >���

=
���< t� t0 >; x >��� � jxj ���t0 � t��� � �" ���t0 � t��� pour jxj � �":

Donc :
��'x (t)� 'x �t0��� � �" ��t� t0��+ 2"

3
� " dés que

��t� t0�� < "
3�"
:

5.

'y (u) = E exp i < u;AX + b >= E (exp i < u; b > exp i < u;AX >)

= exp i < u; b > E
�
exp i <t Au;X >

�
= exp i < u; b > 'x

�
tAu

�
:

6. 'nX
i=1

xi

(t) = E exp i < t;
X
i=1

xi >= E

 
nY
i=1

exp i < t; xi >

!
=

nY
i=1

E (exp i < t; xi >)

car la famille (xi) est indépendante

Donc :

'n nX
i=1

xi

(t) =

nY
i=1

'xi (t) :
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Corollaire 3 Le produit de deux fontions caractetéristiques est une fontion caractéris-

tique .

Remarque 4 1. La somme et la dé¤érence de deux fontions caractetéristiques ne

peuvent étre des fontions caractetéristiques (d�prés i)

2. La réciproque de vi )est fausse .

3. Si x est de loi symétrique (x est (�x) ont mém loi ) alos 'x est réelie (d�aprées

2).Si de plus x est a�valeurs réelles alors 'x est paire .En fait une loi sur R est

symétrique ssi sa fontion caractetéristique est paire (et réelle.).

Corollaire 5 1. La réciproque de (3) comme sous le nom du théoréme de Bochner

énonce :

Toute fonction continue de R ! C de type positif est la transformée de Fourier

d�une mesure positive bornée (cf Doob ).

1.2 Fontion caractéristique des quelques loi :

1.2.1 Loi discréte

SiX est une variable aléatoire de loi discréte
X
k

pk�xk alors la fonction caractéristique

est de la forme

' (t) =

1X
k=1

pk exp itxk:

Loi de bernnoulli

On a : 8<: Pk (x = 0) = 1� p = q

Pk (x = 1) = p
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=) ' (t) =
nX
k=1

Pk exp itk:

On a d�après Binom - Newton la formule suivante :

(a+ b)n =
nX
p=0

Cpn a
n�p bp (1.1)

Alors :

Pk = p) ' (t) =

1X
k=0

PK exp itk =
nX
k=0

p exp itk =
nX
k=0

C11 p1qO exp itk ) k = 1

Alors :

' (t) =
nX
k=0

C11p1q0 exp it =
nX
k=0

q0 (p exp it)1 (1.2a)

) ' (t) = (q + p exp it)1 (t:q : n = 1)

Donc :

' (t) = q + p exp it = (1� p) + p exp it

Alors la fonction caractéristiqus est de la forme

' (t) = q + P exp it:

Loi de Binomiale B(n,p)

Dans la loi Binomiale on a l éxpression analytique de la forme

Pk = Cknpkqn�k t.q q = 1� p:
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On a :

Pk = Cknpk (1� p)
n�k

D�apres binom - Newton on a :

' (t) =
nX
k=0

Cknpk (1� p)
n�k exp itk

=

nX
k=0

Cknpk (1� p)
n�k (p exp it)k :

=) ' (t) = (1� p+ p exp it)n :

Alors la fonction caracteristique est :

' (t) = (q + p exp it)n t.q q = 1� p:

Loi de poisson p(�)

L éxpression analytique est :

Pk = exp (��)
�k

k!
(k � 0; 0 < �)

On a :

Pk = exp���
k

k!
(k � 0; 0 < �)

' (t) =

1X
k=0

Pk exp itk =

1X
k=0

exp (��) �
k

k!
exp itk =

nX
k=0

exp��(� exp it)
k

k!

On a :
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nX
k=0

XK

K!
= exp x

Alors :

exp (��)
1X
k=0

(� exp it)k

k!
= exp (��) exp

�
�exp it

�
= exp (��+ � (exp it)) = exp� ((exp it)� 1)

et la fonction caractéristique est :

'x (t) = exp� (exp it� 1) : t:q � > 0:

1.2.2 Loi absolument contine

Si X un v .a de loi absolument continue de densité f alors :

'x (t) =

Z
R

exp itx f (x) dx:

Loi exponentielle p(�) On sait que la densité f de la loi exponentielle est de la forme

f (x) =

8<: 0 SI X < 0

� exp��x x � 0 ,0 < �::

' (t) =

1Z
0

� (exp��x ) exp itx:dx = �
1Z
0

exp (��+ it)x dx

= �
1

��+ it exp (��+ it)xj
1
0 = ��

1

��+ it exp 0 =
��

��+ it

Alors :

' (t) =
�

�it+ �
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Alors la fonction caractéristique est :

'x (t) =
�

�� it (0 < �) :

Loi Normal N(0,1)

L éxprenssion analytique est

f (x) =
1p
2�

exp
�x2
2

(x 2 R)

' (t) =

Z
f (x) exp itx dx =

Z
1p
2�
exp

X2

2
exp itx dx

'0 (t) =
1p
2�

Z
it exp

�x2
2
exp itx dx = �t' (t)

) ' (t) = exp
�t2
2
:

Alors la fonction caractéristique est :

'x (t) = exp
�t2
2
:

Loi uniforme

On sait que la densité de probabilité de la loi unoiforme de la forme :

f (x) =

8<: 1
b�a a � x � b

0 sinon .
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On a :

' (t) =

+1Z
�1

(exp itx) f (x) dx:

=

+1Z
�1

exp itx

b� a dx =
1

b� a

bZ
a

exp itx dx

=
1

b� a

�
1

it
exp itx

�b
a

=
1

b� a

�
exp itb� exp ita

it

�
:

Alors la fonction caractéristique est :

' (t) =
1

b� a

�
exp itb� exp ita

it

�
:

1.3 Lien entre la fonction caractéristique et les mo-

ments

1.3.1 Moments d�une variable aléatoire réel :

On :

'x (t) =

Z
exp itxdpx (x)

est la fonction caractéristique. En derivant par rapport à t à L�interieur de
R
on a :

E (X) = i

Z
x exp itx dpx pour t = 0 (si E (X) existe)

et de proche en proche, k derivation font apparaitre E
�
XK
�
:

un lien s�etablit entre les moments d�une variable aléatoire réelle X et sa fonction

caractéristique .

Le lemme suivant donnez le droit de deriver sous l�intégrale
R
:
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Lemme 6 :Soit f une application de

R2 ! C

(t; x) ! f (t; x)

et soit � une mesure dé�ne sur R si :

1. pour tout X 2 R ,f admet une dérivée paratielle @f
@t
(t; x) majorés en norme pour

tout t 2 R par une fonction g � intégrable .

2. pour tout t 2 R , lapplication : x ! f (t; x) est � intégrable alors :La fonction :

t! F (t) =

Z
f (t; x) d� (x) dé�nie sur R est derivable en tout t de R et on a :

F�(t) =

Z
R

@f (t; x)

@t
d� (x)

Preuve. :

Soit (hn) une suite tendant vers 0 quand n!1 on a :

lim
n!1

F (t+ hn)� F (t)
hn

= lim
n!1

Z
f (t+ hn; x)� f (t; x)

hn
du (x)

D�aprés le théoréme des accroissement �nis on a :

j'n (x)j =
����f (t+ hn; x)� f (t; x)hn

���� = ����@f@t (t0n; x)
���� � g (x) (d�aprés 1) : ou�t < t0n < t+hn

L�application du T.C.D. donne alors :

lim
n!1

F (t+ hn)� F (t)
hn

=

Z
lim
n!1

f (t+ hn)� f (t)
hn

du (x) =

Z
@f

@t
(t; x) du (x) :

D�ou F est dérivable et F 0 (t) =
R
@f
@t
(t; x) du (x) :
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Proposition 7 :Si la variable aléatoire réelle x admet des moments jusqu a l�ordre n

,alors la fonction caractéristique de X noté 'X , est n fois continument dérivable et

admet pour kieme drivés :

'kX (t) = i
k

+1Z
�1

xk exp itx dPX (x) ; 8 1 � k � n

En particulier :

E
�
Xk
�
=
'kx (0)

ik

et on :

E
�
Xk
�
=
1

ik

�
dkpx (t)

dtk

�
t=0

Donc :

E (X) = �i'�x (0)

E
�
X2
�
= �'��x (0)

V (X) = �'��x (0) + '�
2

x (0)

Preuve. par récurrence

pour k = 1 on a :

' (t) =

Z
exp itx dPX (x) :

Soit f : R2 ! C

(t; x)! exp itx et soit u = PX

1.
��@f
@t
(t; x)

�� = jix exp itxj � jxj qui est px intégrable car EX existe .

2. X ! exp itx est PX intégrable pour tout t 2 R:

Les conditions d�application du lemme précédent sont remplies donc :

'0 (t) =

Z
ix exp itx = i

Z
x exp itx dPX :
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suppossons que : '[k] (t) = ik
Z
xk exp itx dpx et montrons que :

'[k+1] (t) = ik+1
Z
xk+1 exp itx dPX (x)

Soit f :R2 ! C

(t; x)! (ix)k exp itx et soit u = PX .

1.
��@f
@t
(t; x)

�� = ���(ix)k+1 exp itx��� � ��xk+1�� qui est PX intégrable car EXk+1 existe .

2. x! (ix)k exp itx est PX intégrable car EXk existe .On applique encore le lemme

précédent et on obtient :

'[k+1] (t) = ik
Z
xkix exp itxdPX (x) = i

k+1

Z
xk+1 exp itxdPX (x) :

Le cas particulier s�obtient pour t = 0 (C.q.f.d. ).

1.3.2 Moment d�une variable aléatoire vectoriel

Si X un vecteure alétoire dans Rn (1 < n) ,il existe une relation liant les moments

deX aux dérivées partielle de sa fonction caractéristique et :

dj�j'x (t)

dx�
= (2i�)j�jE (X� exp (2i�tx))

pour tout multi indise : � = (�1:::::::�d)et j�j = �1 + ::::::+ �d ,j�j � n:

Si la v.a.r. X admet des moments de tout ordre et si lim sup n

q
jExnj
n!

= 1
P
alors :

'x (t) =
1X
k=0

(it)k Exk

k!

Oú EX0 = 1 pour tout t véri�ant :jtj < p:
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Remarque 8 1. Si 'X est n fois dérivable au point 0, X admet des moments jusqu�à

l�ordre : 8<: n si n est pair

n� 1 si n est impair

2. 'X est indé�niment dérivable au point 0 ssi X admet des moments de tout ordre.

1.4 Fourmules d�invesion

Ce sont des formules qui permettent d�exprimer la loi d�une v.a. a�partir de sa fonction

caractéristique.

Lemme 9

s (�; T ) =

TZ
0

sin�t

t
dt � � 8 T et �:

Preuve. posons I (X) =

xZ
0

sinu
u
du et Cn =

(n+1)�Z
n�

sinu
u
du ; On a : s (�; T ) = I (�T ) et

Cn = (�1)n
�Z
0

sinu
n�+u

du (poser v = n� + u) ;Donc :(Cn � 0 si n est pair et Cn � 0 si n est impair)

et jcn+1j � jcnj de I (x) =
n�1X
k=0

Ck +

xZ
n�

sinu
u
du pour n� � x � (n+ 1) �

résuite

:
n�1X
k=0

Ck � I (x) �
nX
k=0

Ck pour n� � x � (n+ 1) � et n pair.

:

nX
k=0

Ck � I (x) �
n�1X
k=0

Ck pour n� � x � (n+ 1) � et n impair.

Or
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Si n est pair on a :

nX
k=0

Ck = C0 +

n
2X

K=0

(C2k�1 + C2k) � C0 car C2k�1 + C2k � 0 8k et jCn+1j � jCnj :

Si n est impair on a :

nX
k=0

Ck = C0 +

n�1
2X

K=0

(C2k + C2k+1) � 0 car c2k + c2k+1 � 08k

Donc :

0 � I (x) � � car

����sin tt
���� � 1:

Proposition 10 :

Si ' est la fonction caractéristique d�une v.a.r. X de fonction de répertition F Alors

1

2

�
F
�
b+
�
+ F (b)

�
� 1
2

�
F
�
a+
�
+ F (a)

�
= lim

T!1

1

2�

+TZ
�T

exp (�ita)� exp (�itb)
it

' (t) dt

oú a et b 2 R avec a < b et F
�
x+0
�
= limx!>x0 F (x) :

Preuve.

1

2�

+TZ
�T

exp (�ita)� exp (�itb)
it

' (t) dt

=
1

2�

+TZ
�T

+1Z
�1

exp (�ita)� exp (�itb)
it

exp (itx) dP (x) dt

Oú P est la loi de probabilité de X

comme
��� exp(�ita)�exp(�itb)it

exp (itx)
��� � (b� a) et TZ

�T

+1Z
�1

(b� a) dP (x) dt = 2� (b� a) <

+1:
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La fonction (t; x)! exp(�ita)�exp(�itb)
it

exp itx est intégrable sur l�espace produit et on

peut appliquer le théoréme de Fubini.

D�oú 1
2�

+TZ
�T

exp(�ita)�exp(�itb)
it

' (t) dt =

Z
R

JT (x) dP (x)

oú

JT (x) =

TZ
�T

exp (�ita)� exp (�itb)
it

dt

=

TZ
�T

cos (t (x� a))� cos (t (x� b))
2�it

dt+ i

TZ
�T

sin (t (x� a))� sin (t (x� b))
2�it

dt

=

TZ
0

sin (t (x� a))� sin (t (x� b))
�t

dt = Ja (T; x)� Jb (T; x)

oú

Jp (T; x) =

TZ
�T

sin (t (x� p))
�t

dt

D�ou

1

2�

+TZ
�T

exp (�ita)� exp (�itb)
it

' (t) dt =

Z
R

Ja (T; x)� Jp (T; x) dP (x) :

De plus , d�aprés le lemme 1 , on a :

x! Jp (T; x) est majorée en module par 1 qui est PX intégrable .

Donc on peut appliquer le T.C.D. et écrire :

lim
T!1

1

2�

+TZ
�T

exp (�ita)� exp (�itb)
it

' (t) dt =

Z
R

lim
T!1

Ja (T; x)� Jp (T; x) dp (x) :
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Par ailleurs :

lim
T
Jp (T; x) =

1

2
si gne (x� p) :

D�oú :

lim
T!1

(Ja (T; x)� Jp (T; x)) =

8>>><>>>:
0 si x < a ou x < b
1
2
si x = a ou x = b

1 si a < x < b:

Donc :

lim
T!1

1

2�

+TZ
�T

exp (�ita)� exp (�itb)
it

' (t) dt =

Z
]a;b[

dP (x) +

Z
(a)

1

2
dp (x) +

1

2

Z
(b)

dP (x) :

= p (]a; b[) +
1

2
fp (fag) + p (fbg)g

= F (b)� F
�
a+
�
+
1

2

�
F
�
a+
�
� F (a)

�
+
1

2

�
F
�
b+
�
� F (b)

�
=

F (b+) + F (b)

2
� F (a

+) + F (a)

2
: (c:q:f:d:):

Corollaire 11 : (justi�cation de la terminologie caractéristique ) Si X et Y deux v.a.r.

ont la mém fonction caractéristique alors elles ont la mém loi de probabilité.

Preuve. Soient X et Y deux v.a.r. de fonctions de répartitions respectives FX et FX

et de fonctions caractéristiques

respectives 'X et 'X avec 'X = 'Y , montrons que FX = FY .Soit a un point de

continuité FX et FY et b 2 R:

Nous avons alors :

18



1

2

�
FX
�
b+
�
+ FX (b)

�
� FX (a) = lim

T!1

1

2�

+TZ
�T

exp (�ita)� exp (�itb)
it

'X (t) dt

= lim
T!1

1

2�

+TZ
�T

exp (�ita)� exp (�itb)
it

'Y (t) dt

=
1

2

�
FY
�
b+
�
+ FY (b)

�
� FY (a) :

En faisant tendre a vers �1 , nous obtenons :

�
FX
�
b+
�
+ FX (b)

�
=
�
FY
�
b+
�
+ FY (b)

�
:

Donc si b est un point de continuité de FX et FY , il vient : FX (b) = FY (b) :

Si b est quelconque choisissons une suite (bn) de points de continuité de Fx et Fy telle

que limn bn = b et bn < b ,nous avons :

FX (b) = lim
n
FX (bn) = lim

n
FY (bn) = FY (b) : (c.q.f.d. ).

Corollaire 12 Si ' est intégrable sur R alors x admet une densité de propabilité f

continue dé�nie par :

f(x) =
1

2�

+1Z
�1

exp(�itx)'(t)dt

(transformée de fourier inverse).

Preuve. Soit F la fonction de répatition de X .

Montons que F est continue en tout point de R:Soit a un point de continuité de F et

b quelconque.

Il existe une suite décroissante (bn) de points de continuité de F telle que lim bn = b;
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F (bn)� F (a) = f(x) =
1

2�

+1Z
�1

' (t)
exp(�ita)� exp (itb)

it
dt

(cette intégrable exsiste puisque ' est intégrable).

D�aprés le T.C.D. ,puisque
���' (t) exp(�ita)�exp(itb)it

��� � jbn � aj j' (t)j n ous avons :
lim
n!1

(F (bn)� F (a)) =
1

2�

Z
R

' (t)
exp(�ita)� exp (itb)

it
dt =

F (b) + F (b+)

2
� F (a)

D�ou :

F
�
b+
�
= lim

n!1
F (bn) =

F (b)� f (b+)
2

=) F (b) = F
�
b+
�
:

Donc F est continue au point b. De plus

(F (b)� F (a)) =
1

2�

Z
R

' (t)
exp(�ita)� exp (itb)

it
dt =

1

2�

Z
R

' (t)

0@ bZ
a

exp�itx dx

1A dt
=

1

2�

Z
R

0@' (t) bZ
a

exp�itx dt

1A dx

(d�aprés le théoréme de Fubini) =) f (x) = 1
2�

Z
R

' (t) exp�itx est la densité de X

. (c.q.f.d. )

Proposition 13 Les v.a.r. x1; x2:::::::xn sont indépendantes ssi :

'x (t1::::tn) =

nY
k=1

'xk (tk) où x = (x1::::xn) :

Preuve. Condition nécessaire :

'x (t1::::tn) = E (exp i < t; x >) = Ek

nY
k=1

exp itkxk =
nY
k=1

E (exp itkxk) par indépen-

dance de la famille (x1:::::::xn)
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D�où :

'x (t1::::tn) =
nY
k=1

'xk (tk) :

Condition su¢ ssante :

'x (t1::::tn) =
nY
k=1

'xk (tk)

Mais
nY
k=1

'xk (tk) est la fonction caractéristique de la mesure produit px1 
 :::::
 pxn.

Px et px1 
 ::::: 
 pxn ayant la méme fonction caractéristique sont nécessairement

égales. (c.q.f.d. ).
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Chapitre 2

Fonction génératrice

Si X est une variable aléatoir a� valeur dans N;de loi de probabilité de�nie par :

Pn = P (X = n)

La serie
1X
n=1

Pn z
n est convergent dans le disque unité : fz = jZj � 1g :

Dé�nition 14 La fonction GX (z) = E (zx) =
1X
n=1

Pn z
n dé�nie dans le disque unité est

appelée fonction génératrice de laplace deX:

Proposition 15 :

1. Gx (1) = 1:

2. L�intervalle [0; 1] est inclus dans la dommaine de dé�nition de tout fonction géné-

ratrice .

3. Si la loi de X est symétrique , c�est -a�-dire si L (x) = L (�x) Alors : GX (u) est

une fonction paire , tq u = Re z:

Preuve.

1. GX (1) =
X
k2x(
)

P (x = k) 1k =
X
k2x(
)

P (x = k) = 1:
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2. x (
) = N; 8k 2 N : 0 � z � 1 =) 0 � zK � 1 =) 0 � P (x = k) zk �

P (x = k) =) 0 �
nX
k=0

p (x = k) zk �
nX
k=0

p (x = k) � 1par conséquent si d�ou

�xe z 2 [0; 1] ,la suite (un)n2N dé�ni par : 8n 2 N : un =
nX
k=0

p (x = k) zk est une

suite croisant , majorée par 1 donc convargente par conséquent la serie : 8n 2 N :

GX (z) =

nX
k2x(
)

P (x = k) zk est bien dé�née pour z 2 [0; 1]

3. GX (u) = E [expux] = E [expu (�x)] = E [exp (�u)x] = GX (�u) :

Remarque 16 La fonction génératrice est le prolongement au disque unité de la fonction

caractéristique qui apparait etre dé�nie sur la frontiere de ce disque.

2.1 Fonction génératrice des quelques lois :

2.1.1 Lois discrétes

Loi de bernoulli

Si X est une loi de bernoulli X ! B (p) dé�nie par :

8k 2 [0; 1] 8<: P (x = 1) = p

P (x = 0) = 1� p = q

On a Alors :

GX (z) =
1X
k=0

P (x = k) zk = (1� p) t0 + pt = pt+ 1� p

Donc : Gx (z) = pt+ (1� p) est fonction génératrice de la loi Bernoulli .

Nous obtenous Alors :

G
0

X (z) = p et G
00

X (z) = 0
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Nous en dédeuisons :

E (X) = G
0

X (1) = p (L ésperence).

V (X) = G
00

X (1) +G
0

X (1)�
�
G

0

X (1)
�2

= 0� p� p2

= p (1� p) (variance).

Loi binomial

P [x = k] = (kn) qk (1� q)n�k pour k = 0; :::::::::::; n:

la fonction génératrice se calcule a�l�aide de la formule de Binome :

GX (z) =
nX
k=1

(kn) (qz)k (1� q)n�k = (qz + 1� q)n

donc GX (z) = (qz + 1� q)n est a fonction génératrice de la loi binomiale .

On a aussi :

G
0

X (z) = np (pz + 1� p)n�1 :

G
00

X (z) = np2 (n� 1) (pt+ 1� p)n�2 :

Nous en déduisons :

E (X) = G
0

X (1) = np (p+ 1� p)
n�1 = np (l�esprence).
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Et

V (X) = G
00

X (1) +G
0

X (1)�
�
G

00
(1)
�2

= np2 (n� 1) (p+ 1� p)n�2 + np� (np)2

= np2 (n� 1) + np� (np)2 = np� np2 = np (1� np) (variance):

Loi de poisson

P [X = k] = exp(��)�k
k!

pour k � 0, la fonction génératrice est une expentielle

GX (z) = exp��
X
k�0

(�z)k

k!
exp� (z � 1) :

Alors :

GX (z) = exp� (z � 1) est la fonction génératrice de la loi poisson .

On a aussi :

G
0

X (z) = � exp� (z � 1)

G
00

X (z) = �2 exp� (z � 1)

Nous en dédiusons :

E (X) = G
0

X (1) = � exp�� (1� 1) = � (l�esprence).

V (X) = G
00

X (1) +G
0

X (1)�
�
G

0

X (1)
�2
= �2 + �� �2 = � (variance).

2.1.2 Lois absoluments contines

Loi uniforme

Si X est de loi uniforme x! u [1; n] dé�ne par : 8k 2 [1; n] : P (x = k) = 1
n
:

On a Alors :
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GX (z) =
nX
k=1

P (x = k) zk

=

nX
k=1

1

n
zk =

1

n

X
zk

=

8<: t
n
1�zn
1�z si z 6= 1

1 si z = 1

Nous obtenons Alors en utilisant le théoréme de prolongement de fonction de classe

C1 :

G
0

X (z) =

n
n+1X
k=2

(kn+1) (z � 1)k�2 � (n+ 1)
nX
k=2

(kn) (n� 1)k�2

n

G
00

X (z) = (n� 1)
n+1X
k=3

�
kn+1

�
(z � 1)k�3�2xn

2 � 1
n

nX
k=3

(kn) (t� 1)K�3+(n+ 1)
X�

kn�1
�k�3

:

Nous en déduisons :

E (X) = G
0

X (1) =
n (2n+1)� n (n+ 1) (2n)

n
=
n+ 1

2
:

V (X) = G
00

X (1) +G
0

X (1)�
�
G

0

X (1)
�2
=
n2 � 1
3

+
n+ 1

2
�
�
n2 + 1

2

�2
=
n2 � 1
12

:

Loi normale

Si x! N (0; 1) On a :

fX (x) =
1p
2�
exp

�
�x2
2

�
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Alors :

GX (z) =

+1Z
�1

�
exp (zx)

1p
2�
exp

�
�x2
2

��
dx

=
1p
2�

+1Z
�1

exp

�
�x2
2
+ zx

�
dx

= exp
1

2
z2:

2.2 Lien entre la fonction génératrice et les moments

d�une v.a.r :

1. La fonction génératrice des moments d�un v.a. X est dé�nit par :

MX (x) = E (exp tx) : t 2 R:

2. SiX est associeé une densité de probabilité continue f , alors la fonction génératrice

des moments est donnée par :

MX (t) =

+1Z
�1

exp tx f (x) dx:

Proposition 17 Soit X un v.a. a valeur dans N dont la fonction génératrice GX (z)

admet un rayon de convergence stricteement supérieur à 1.

On a :

1. (a) E (X) = G
0
X (1) :

(b) V (X) = G
00
X (1) +G

0
X (1)�

�
G

0
X (1)

�2
:

Preuve. on a le rayon de convergence R de série entiere est supérieur ou égale à 1.
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(R � 1)

Si R > 0 on peut échanger la somme et la dérivée ce qui donne :

1. (a) G
0
X (z) =

X
k�0

kzk�1P [x = k] : =) G
0
X (z) =

X
k�0

k [x = k] = E (X) :

(b) G
00
X (z) =

X
k�0

k (k � 1) zk�2P [x = k] : =) G
00
X (z) =

X
k�1

k (k � 1)P [x = k] =

E (x (x� 1)) :

2.3 Fonction génératrice des �!v .a :

Dans le cas d�un �!v .a. à composantes réelles la fonction génératrice des moments est

alors dé�nie comme suite :

MX (t) = E (exp < t; x >)

ou t est un vecteur et < t; x > est le produit scalaire .

Proposition 18 Si x1; x2; ::::::; xn est une suite de variable aléatoire indépendants iden-

tiquement des destribution (iid) de fonction génératrice commune GX est si N est un

v.a. à valeurs dans N indépend des xi et de fonction génératrice GN alors :

GzN (Z) = GN (GX (Z)) t.q : ZN = x1 + x2 + :::::::+ xN :
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Preuve. par le théoréme de Fubini est l�indépendance de N et(xi : i 2 N).

GZN (Z) = E

 "X
n�0

Y
(N = n)

#
zx1+x2+::::::xn

!
=

X
k�0

E
�Y

(N = n) zx1+x2+::::::xn
�

=
X
n�0

p (N = n)E
�
zx1+x2+::::::xn

�
=

X
n�0

p (N = n)E (zx)n

= GN (Gx (z)) :

Remarque 19 1. La fonction caracteristique 'x (t) se dediut de la fonction généra-

trice des moments Gx (z) en remplacant z par it.

2. On vient de voir que si une variable aléatoire admet une fonction génératrice de

moment, elle admet des moments de tout les ordre entiers positif, la réciproque est

fausse .
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