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Introduction Générale

La notion classique de fonction aléatoire (processus) dé�nie par une famille de loi

temporalles est quelque fois insu¢ sants d�une parte, elle permet pas l�étude de certains

phenomexes, la variable aleatoire de fond par exemple d�autre parte elle nicessité pour les

études de régularité l�utilisation de certaine compts (conepts) etrangers à sparabilité par

exemple aussi.

L�estimation des paramètres d�un modèle ARMA(p, q) lorsque les ordres p et q sont

supposés rrrconnus peut se réaliser par diérentes méthodes dans le domaine temporel :

-Moindres Carrés Ordinaires (modèle sans composante MA; q = 0). Dans ce cas, on

retrouve les équations de Yule Walker. En remplaçant les autocorrélations théoriques

- Maximum de Vraisemblance approché (Box and Jenkins 1970)

Nous allons présenter ici brièvement la démarche de l�estimation par le maximum de

vraisemblance. Cette maximisation est réalisée à l�aide d�algorithmes d�optimisation non

linéaire (Newton-Rahpson, méthode du simplex) que nous n�exposerons pas dans le

cadre de ce chapitre. Nous nous contenterons ici de montrer comment s�écrit le programme

de maximisation de la vraisemblance permettant d�estimer les paramètres d�un modèle

ARMA(p; q)
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Chapitre 1

Processus l�ineaires généraux

1.1 Processus stationnaires

Soit (Xt) une suite chronologique et X1, X, ..., Xt, t observation de cette serie

1.2 processus linéaire

Dé�nition 1.1 Une processus l�ineaire est une suite de variable aléatoire de�nie par :
Xt = f(et�1, Xt�1, . . . ) + et:

Ou f est une fonction lineaire.

Exemple 1.2 Xt = aet�1 + et

Xt = bxt�1 + cxt � 2 + et
Xt = bet�1 + cxt + et

1.2.1 processus stationnaires au sense faible

Dé�nition 1.3 Le procussue stationnaire (Xt)t=0; 1; 2,. . . .est une suite stationnaire au

sense faible (ou stationnaire du seconde ordre) lorsque les trios proprities suivant sont :

E(Xt) = m <1 8t 2 N la moyenne ne depende pas d�order t.
E(X2

t ) <1 8t 2 N
Cov(Xt, Xt+h) = x(h) Couvaraince ne depende pas de t.

1.2.2 processus stationnaires au sense fort

Dé�nition 1.4 La suite (Xt)t=1, 2, 3. . . :est stationnaire au sense fort si L(X1+h, X2+h,

. . .Xt+h) = L(X1, X2, Xh)Cette dé�nition de stationnaire est plus exigeant que le compete

de stationnarité faible, comme l�indique le lemme suivant :
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Lemme 1.5 Si (Xt) est fortement stationnaire et E(X2
t ) <1 alors (Xt) est faiblement

stationnaire le reciproque est faux en génerale tout fois si Xt est gaussion alors :

L(X1, ..., Xt) = Nn(un,
P

n) est les convest du stationnaire.

1.2.3 Relation entre stationnarité faible et forte

Un processus strictement stationnaire de seconde ordre est faiblement stationnaire la

réciproque n�est pas vraieen générale.

Contre exemple :
Soit (Xt) une suite de variable aléatoire indépendantes tells que :

Xt v "(1) Lorsque t est paire
Xt v "(1; 1) Lorsque t est impaire
Alors (Xt) et stationnaire avec et
Lorsque , cependant X1 etXt n�out pas la meme loi donc (Xt)n�est pas stationnaire.

Proposition 1.6 1) Montrons que la fonction d�auto-covariance d�une processus station-
naire (Xt) et de type postife :

Si

a = (a1, ..., an)0 2 Rnt = (t1; :::; tn) 2 Z

et

Zt = (Xt � E(Xt1), ..., Xtn�E (Xtn))
0:

Donc :

0 < var (a0Zt) = a
0E (ZtZ

0
t) a = a

0tna

=
nX

i;j=1

ai (ti � tj) aj

on tn [ (ti � tj)]1�i;j�n est la matrice de covaraince de (Xt1; :::; Xtn)

2) montrons que la fonction d�autocovaraince d�une processus stationnaire (Xt) et

paire :

Ona :

 (�h) = covXt�h; Xt = cov (Xt; Xt+h) =  (h) :

3) j (h)j �  (0)

j (h)j = jE [Xt+h)� E (Xt+h)] [Xt � E (Xt)]j �
p
var (Xt+h)varX � var (Xt+h)

1
2 var (Xt) �  (0)

4)

 (0) = cov (Xt; Xt+0) = cov (Xt; Xt) = var (Xt)
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1.3 processus causale

Dé�nition 1.7 Un processus stationnaire Xt s�il peut-etre représente dans la forme :

Xt = g(et, et�1, ...)

Telle que g est une fonction linéaire t.

1.4 Le processus inversible

Dé�nition 1.8 Considérons le processus (Xt) que l�ou processus l�ineaire le processus

(Xt) est inversible s�il admet la répresentations et de�nie par :

et = g(Xt; Xt�1; Xt�2 : : :)

1.5 Représentation spectral

Dé�nition 1.9 On appelle réprenentation spectrale de X la transformée de fourier de sa

fonction de covariance de la suite :

f(!) =
1

2�

+1X
�1

(k)e�jk! ; ! 2 [��; �]

1.6 Fonction auto-covariance et auto-corrélation

1.6.1 Fonction auto-covariance

Dé�nition 1.10 Soit (Xt) une processus stationnaire on appelle fonction d�auto-covariance

la fonction dé�nition de dansLa fonction d�auto-covariance d�une processus stationnaire

véri�e :

1) 8h 2 Z =)  (�h) =  (h) elle est pair
2) 8n 2 N;8ai 2 Z =)

PP
aiaj jti � yjj > 0 elle est paire

3)  (0) = var (Xt)

4) j(h)j � (0)

1.6.2 Fonction auto-corrélation

Dé�nition 1.11 Soit (Xt) un processus stationnaire, on appelle fonction d�auto-corrélation

fonction f dé�nie de Z dans R par
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8h 2 Z; p(h) = (h)
(0)

propriété :
La fonction d�auto-corrélation d�un processus stationnaire véri�e :

1) 8h 2 Z alors p(�h) = p(h)
2) p(0) = 1

3) jp(h)j � 18h 2 Z
La fonction P (h) et l�expression du bien linéaire entre Xt et Xt�h si t est l�instant

présent h > 0, P (h) est l�expression du bien linéaire entre le présent le passé d�ordre h:
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Chapitre 2

Proprietées probaliste des modèle
AR, MA et ARMA

Il peut paraitre étrange d�introduire des maintenant ces modèle cependant nous avons

via la section précédent que certains processus avaient besoin d�une nombre �nie de re-

tards pour les caractériser entièrement alors que pour d�autre il fallait (théoriquement) un

nombre in�nie d�observation des valeur passées les processus AR etMA sont les processus

de base vus dans ce cours, on les caractériser entièrement dans le chapitre 2

2.1 Modèle outorégressif (AR) (P)

Dé�nition 2.1 Ils ont été introduit par yuleen 1927 on prend en compte une dépendance

linéaire du processus a son propre passé AR(p) : Xt =
kP
i=1

'iXt�i + et::::::: (1; 1) :

' = ('1; ..., 'k) Sont des constantes réels et et un variable aléatoire Le terme

<<autorégressif>>provient de la forme de l�équation (1; 1) dans laquelle la valeur cou-

rante de processus s�exprime sous la forme d�une régression des h valeur précédentes du

processus plus un suite de variable aléatoire.

Exemple 2.2 Le processus autorégressif d�ordre 1, notie AR (1) est stationnaire est vé-
ri�e l�equation :

Xt = 'Xt�1 + et

ona : atout date

E (Xt) = � et var (Xt) = �
2
x

et ona

E (Xt) = 'E (Xt�1)+E (Et) = 'E (Xt�1) et var (Xt)'
2E (Xt�1)+varE (Xt) = '

2var(Xt�1)+�
2
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la stationnarité implique que(
� = '�

�2x = '
2�2x + �

2
=)

(
� = 0 ou ' = 1

(1� '2) = �2x = �2
=)

(
� = 0

j'j < 1

Remarque 2.3 La contraite � = 0 n�est pas trés four puisque on passé d�une processus
d�esperence � à un processus d�esperence nulle par simple transalation.

Exemple 2.4 Soit (et)t2Z un processus de varaince �
2, soit le processus (Xt)t2Z suivant :

Xt = Xt�1 + et

Ona pour h 2 N� : Xt �Xt�h = et + :::+ et�h+1 d�ou

E
�
(Xt �Xt�h)

2� = h�2
Si le processus (Xt)t2Z était stationnaire, on aurent

E
�
(Xt �Xt�h)

2� = E
�
X2
t

�
+ E

�
X2
t�h
�
� 2E(XtXt�h)

= E
�
X2
t

�
+ E

�
X2
t�h
�
� 2E (XtXt�h) [E (Xt)]

2 � [E (Xt)]
2

= 4var (Xt)� E
�
(Xt +Xt�h)

2�
= 4varXt

Or il est impossible d�avoir, pour tout h 2 N�, h�2 � 4var (Xt) le processus (Xt)t2Z
n�est pas statoinnaire

cas j'1j < 1 l�eqaution de recurrence (1; 1) s�ecrite dans le cas p = 1

Xt = 'tXt�1 + et........(1; 2)

en intéront (1; 2), on obtient :

Xt = '1 ('1Xt�2 + et) + et

= '21 ('1Xt�3 + et�2)'1et�1 + et

= '31Xt�3 + '
2
t�2 + '1et�1 + et

= 'h+11 Xt�h+1 + '
h
1et�h + ...+ '

2
1et�2 + '1et�1 + et::::::: (1:3)

en prenant la limite quand k �! 0, on deduit que

Xt =

1X
h=0

'h1et�h
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cas j'1j > 1 :
dans ce cas la d�aprés (1:3)

E

�����Xt �
1X
h=0

'h1et�h

�����
2

= j'1j
2h+2E

�
X2
t�h+1

�
deverge lorsque k tend vers l�in�ni par centre, on peut réecrive l�equation dé�nissant

(Xt) en fonction de (et) comme suivant:

Xt = �'�1t Xt+1 + '
�1
t Xt+1:

2.1.1 Processus AR (P ) causalité

un processus AR (P ) est dite causal l�orsque il existe une suit e de nombre 'k telle

que
P
j'tj <1 et

Xt =
X

'tet�h:

propriétées :
le processus autorégressif AR (P ) est stationnaire si et seulment si le polynome en Z :

A (Z) = 1�
pX
k=1

'ke
k

est telle que A (Z) 6= 0 pour tout Z 2 C telle que jZj � 1

2.1.2 Auto-correlatio d�une processus AR (P )

Siot (et)t2Z un processus stationnaire de varaince �
2 et un processue AR (P )

Xt =
kX
i=1

'iet�i + et

pour tout t 2 Z et ' =
�
'1; '2, ..., 'p

�
2 Z�

Lemme 2.5 On a :

 (0) =
�2

1�
P
'ip (i)

et p (h) =
kX
i=1

'ip (h� i)

pour tout h 2 N
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Preuve On a :

 (0) = cov (Xt; Xt�h) = cov

 
Xt;

kX
i=1

'iXt�i + et

!

=

kX
i=1

'icov (Xt; Xt�i) + cov (Xt; et)

=

kX
i=1

'i (i) + cov

 
kX
i=1

'iXt�i + et; et

!

=

kX
i=1

'i (i) + cov (et; et)

=
kX
i=1

'i (0) p (i) + �
2

On de méme

8h 2 N� :

 (h) = cov (Xt; Xt�h)

= cov

 
kX
i=1

'iXt�i + et; Xt�h

!

=
kX
i=1

'iXt�h

kX
i=1

(Xt�i; Xt�h) + cov (et;Xt�h)

=
kX
i=1

'i (h� i)

2.1.3 Auto-covaraince d�un processus AR (p)

La fonction d�autocovaraince de (Xt)t2Z solution stationnaire de l�equation (1; 2) et

donne par la formulle :

x (h) = �2
+1X
i=�1

'i'i+h

= �2
+1X
l=�1

'l'l�h

Qui s�ecrite :
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x (h) =

8><>: �2
+1X
i=1

'k1'
k+h
1 = �2

'h1
1�'21

si h � 0

x (h) sinon

oú  (h) = �2'k1 (1� '21)
lorsque '1 est une réel strictement positif, le processus (Xt)t2Z est positivement corrélé

dans le sens ou tout ses coe¢ cient d�autocovaraince sont positifs.

2.2 modél moyenne mobile MA(q)

Ils ont également été introduits en 1927 par skutsty

Dé�nition 2.6 Un processus moyenne mobile et un processus stationnaire de variance

�2 on dite que (Xt)t2Z est un processus MA (Moving Average) d�ordre (q) noté MA (q) :

Si : 8t 2 Z MA (q) : Xt = et + �1et�1 + :::+ �qet�q..........(2, 1)

Ou q 2 N� est �xé et �1; :::; �q sont des constents réels et �q 6= 0 et et une suite de
variable aléatoire

Un processus MA est toujours stationnaire.

Exemple 2.7 Soit une suite de varaible aléaitoire désperonce nulle et de varaince �nie
�2 on pose Xt = et + �et�1 la fonction d�autocovaraince de Xt est donnée par :

cov(Xt+h; Xt) = cov(et+h + �et+h�1; et + �et�1) =

8><>:
�
1 + �2

�
si h = 0

��e2 si h = 1ou � 1
0 si jhj > 1

(Xt) est donc un processus stationnaire enfait ou peut montre qu�il est aussi station-

naire au sense forte.

2.3 Inversibilité des processus MA (q)

Dé�nition 2.8 Si (Xt)t2Z est un processus MA (q) dé�nie par (2; 1) on deduit que

(Xt)t2Z est inversible lorsque il existe une suite (�j)j=0; 1; avec
+1X
j=0

j�jj <1 tell que :
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Dé�nition 2.9

et =

+1X
j=0

�jXt�j:

Dé�nition 2.10 Un representation cousal

Xt =
+1X
j=0

�iet�i

d �une processus stationnaire inversible si on peut aussi representaté la suite des variable

aléatoire par une représentation causal

et =

+1X
i=0

�iXt�i:

Oú
+1X
i=0

�i <1.

Remarque 2.11 Tout processus à moyenne mobile est par dé�nition causal.

2.3.1 Représentation spectral de processus MA (q)

Propriétée :
Si (Xt) est une processus moyenne mobile

Xt =
X
k2Z

�ket�k:

Remarque 2.12 Oú (et) est une suite des variable aléatoire avec
X

j�jj < +1 si

considre

Yt =
X
h2Z

�hXt�h:

Alors on a la relation suivants :

fy (!) = fx (!)

�����X
h2Z

�he
i!h

�����
2

:

Exemple 2.13 Yt = Xt � �Xt�1 ou j�j < 1
Alors :

fy (!) = fx (!)
��1 + �ei!��2
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2.4 Auto corrélation d�un processus moyenne mobile

Dé�nition 2.14 un processus MA (1) est un processus stationnaire de variance �2 de la
forme

Xt = et + �et�1

pour un tel processus ona :

E (Xt) = E (et) + �E (et�1)

= 0:

var (Xt) = var (et) + �
2var (et�1)

=
�
1 + �2

�
�2

2.4.1 Auto corrélation MA(1) :

Ona :

1 = cov (Xt, Xt�1)

= cov (et + �et+1, et�1 + �et�2)

= �varE (et�1) = ��
2:

le coé¢ cient d�oto corrélation d�ordre 1 vaut donc

p1 =
1
0

=
��2

(1 + �2)�2

=
�

(1 + �2)
:

Pour h > 1

On a :

n = cov(t:t�h)

= cov(et + �et�1; et�h + �et�h�1)

= 0

donc les coé¢ cients d�oto corrélation d�ordre superieur a 1 sont nuls : l > 1 ) pn = 0si

13



on inverse la formule de p1 on obtient

(1 + �2)p1 = � , �2p1 � � + p1 = 0

équation en � qui n�admet de solution que si

� = 1� 4p21 > 0, �2 + p1 � � + p1 = 0:

2.4.2 Auto corrélation MA(q)

soit (Xt)t2Z une processus MA (q) pour tout t 2 Z

Xt = et +

qX
i=1

�iet�i

Or :

 (0) = var

 
et +

qX
i=1

�iet�i

!

= �2

 
1 +

qX
i=1

�2i

!
Ona de meme8h 2 N�

 (h) = cov (Xt, Xt�h)

= cov

 
et +

qX
i=1

�iet�i, et�h +
qX
i=1

�iet�h�j

!

=

8><>:
0 si h > q

�h +

qX
i=h+1

�i�h�i
sih 2 (1; :::; q)

Proprietés :
On s�interesse à la fonction d�auto covariance d�un tel processus

pour h = 0, on obtient :

 (0) =
�
1 + �21 + :::+ �

2
q

�
�2
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Et pour 1 � h � q

 (h) = (�h + �h+1�1 + :::+ �q�q�h)�
2

Notons que  (h) = 0 pourh > q la fonction d�auto corrélation s�en déduit et on

particulier p (h) = 0 pour h > q

on sepose la question de la réciproque à savoir si (Xt)t2Z est un processus stationnaire

et si  (h) = 0 pour h > q

alors (Xt)t2Zest un MA (q) le résultat est vraie

MA (q)()  jhj = 0

2.5 Modéles ARMA (p; q)

Développé par BOX&Jenkis 1970 les modéle ARMA sont un conbinaisent des modéles

autoregréssif est moyenne mobile :

ARMA (P; q) : Xt � 'Xt + ::::+ 'pXt�p = et + �et�1 + :::+ �qet�h

Dé�nition 2.15 on dite qu�un processus (Xt)t2Z est un processus ARMA (autoregréssif

moyenne mobile ) d�order (p; q), noté ARMA (p; q) si (Xt)t2Z est stationnaire il existe

' =
�
'1; :::; 'p

�
2 Rp avec 'q 6= 0 et � = (�1; :::; �q) tel que pour tout :

Xt �
pX
i=1

'iXt�i = et +

pX
i=1

�iet�i

Remarque 2.16 un processus AR (p) est un processus ARMA (p; 0) un processusMA (q)
est un processus ARMA0; q

2.5.1 Inversibilité d�un processus ARMA (p; q)

Soit l�équation récurrent :

Xt � '1Xt�1 � :::� 'pXt�p = et + �et�1 + :::+ �qet�q (3; 1)

Les 'j et �j sont des nombre reéls on pose :

' (z) = 1� 'z � :::� 'pzp:
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Et

� (z) = 1 + �z + :::+ �pz
p

on suppose ' (z) et � (z) n�est pas de zéro connue.

Alors l�équation (3; 1) admet une soulition stationnaire inversible ou second ordere

si et suseailment le polynôme � (z) 6= 0 pour jzj � 1:Cette solution est unique et a pour
expréssion :

et =
X
k�0

�kXt�k

on la suite (�k) est donner par les coé¢ cient développement

' (e)

� (e)
=

1X
k=0

�ke
k

2.5.2 Processus causal ARMA(p,q)

Existance d�une solution causal à l�équation

Xt � '1Xt�1:::'pXt�p = et + �1et�1 + :::+ �qet�q

2.5.3 Auto corrélation d�un processus ARMA

On obtient à l�aide de la représentation MA (1)

 (h) = cov (Xt; Xt�h) = cov(et +
X

'iet�i; et�h +
X

'iet�i�h) = �
2
X

'i'i+ho�u'0 = 1

On a :

Xt � '1Xt�1 � :::� 'pXt�p = et + �et�1 + :::+ �qet�q

D�ou :

 (h)� '1 (h� 1)� :::� 'p (h� p)

= cov (et + �1et�1 + :::+ �qet�q; Xt�h)

16



= cov
�
et + �1et�1 + :::+ �qet�q;

X
'iet�i�h

�
=

(
�2
P
'i�h+i si h 2 (0; :::; q)
0 si h > 0

Les autocorrélation décroissant vers 0

8h > q

17



Chapitre 3

Estimation

Etant donné le processus(Xt) ; t 2 Z admettant une représentation ARMA(p; q) :

Xt �
pX
i=1

'iXt�1 = et �
qX
i=1

�iet�i.

Le probléme est d�estimer les paramétres '(i = 1; :::; p); �j(j = 1; :::; q)

Dé�nition 3.1 On peut dire qu�un estimateur est une statistique dont la valeur est une
estimation du parmètre �

Exemple 3.2 1)
�
X est une estimateur de la moyenne.

2) �2est une estimateur de la variance �2:

3.0.4 Estimation des coe¢ cients d�autocovariance et d�autocor-
rélation

Considérons à nouveau un processus (Xt) stationnaire au second order, de moyenne

�etdefonctiond0autocovariance (h) supposée de module sommable pour estimer la suite

 (h) :

nous considérons les estimateur dits de covaraince empiriques dé�nie par :

̂n (h)

=

8>><>>:
n�1

n�jhjX
t=1

�
Xt+jhj � �̂n

�
(Xt � �̂n) si jhj � n� 1

0 sinon

(�)

Oú �̂n = n
�1

nX
t=1

Xt:
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Remarquons que le nombre d�observation, dont nous disposons etant présément égal

à n, il n�existe pas de paires d�opservation séparées de plus de n� 1 intervalles de temps
et donc l�expression (�) ne permet pas d�estimer les valeurs de  (h) pour jhj � n, de plus
lorsque jhj est proche de n,il est clair que l�estimateur (�) de la covariance n�est pas faible
dans la mesure ou on ne dispose que de peu de paires d�observations

�
Xt; Xt+jhj

�
,ce qui

implique que l�e¤et de moyennage statistique ne peut pas jouer .la partie le plus utilisé

de la fonction d�outo covariance empirique est celle qui correspond au valeurs du décalage

n signi�cativement plus faibles que le nombre d�observations n. A échantillon �ni, ̂n (h)

est un estimateur biaisé de  (h) :

Un calcul simple montre par exemple que :

E [̂n (0)] =  (0)� 1
n

(n�1)X
k=(n�1)

�
1� jkj

n

�
 (k)

Toute fois on peut montrer que, pour tout h l�estimateur donné par (�) est asympto-

tiquement sans biais dans le sens où lim
n�!1

E [̂n (h)] =  (h) à la vitesse
1
n
:Une propriété

importante de cette estimateur et que la suite n (h) est de type positif. En e¤et, si on

dé�nit le périodogramme par :

In (�) =
1
2�n

�����
nX
k=1

(Xt � �̂n) exp (�it�)
�����
2

(�)

Par construction, In (�) est un fonction positive pour � 2 [��; �] : Par ailleurs,

�Z
��

exp (i�h) In (�) d� =
1
n

nX
t=1

hX
s=1

(Xt � �̂n) (Xs � �̂n) 1
2�

�Z
��

exp (i� (h� t+ s)) d� =

̂n (h)

3.1 Maximum de vraisemblance

Si le processus et est gaussien N(0; �2), alors e � N(0; �2I) et X � N(0; �2
). Ainsi,
la varaisemblance densité du vecteur Y = (Y1; :::; :Yt)

0est donné par :

L
�
X1; :::; XT ;'; �; �

2
�
=

1

(2��2)
T
2

1

(det!) 1
2

exp

�
�1
2�2

Y 0!�1Y

�
.

La log-vraisemblance est alors donnée par :

lnL (X1; :::; XT ;'; �; �
2) = �T

2
(2�)� T

2
ln�2 � 1

2
ln(det!)� 1

2�2
Y 0!�1Y

Le probléme est que cette log-vraisemblance est di¢ cile à calculer et donc à maximiser
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à cause de (det!) et de !�1 (matrice T � T ). De plus, il faut se donner des valeurs
préliminaires pour les paramétres, puisque la maximisation de la log-vraisemblance utilise

des algorithmes de maximisation itératifs.
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