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Introduction Générale

La notion classique de fonction aléatoire (processus) définie par une famille de loi
temporalles est quelque fois insuffisants d’une parte, elle permet pas I’étude de certains
phenomexes, la variable aleatoire de fond par exemple d’autre parte elle nicessité pour les
études de régularité I'utilisation de certaine compts (conepts) etrangers a sparabilité par
exemple aussi.

L’estimation des parameétres d’un modele ARMA ((p, q) lorsque les ordres p et g sont
supposés rrrconnus peut se réaliser par diérentes méthodes dans le domaine temporel :

-Moindres Carrés Ordinaires (modeéle sans composante M A, ¢ = 0). Dans ce cas, on
retrouve les équations de Yule Walker. En remplagant les autocorrélations théoriques

- Maximum de Vraisemblance approché (Box and Jenkins 1970)

Nous allons présenter ici brievement la démarche de I'estimation par le maximum de
vraisemblance. Cette maximisation est réalisée a I’aide d’algorithmes d’optimisation non

linéaire (Newton-Rahpson, méthode du simplex) que nous n’exposerons pas dans le
cadre de ce chapitre. Nous nous contenterons ici de montrer comment s’écrit le programme

de maximisation de la vraisemblance permettant d’estimer les parameétres d’un modeéle

ARM A(p; q)



Chapitre 1

Processus ineaires généraux

1.1 Processus stationnaires

Soit (X;) une suite chronologique et X;, X, ..., X;, t observation de cette serie

1.2 processus linéaire

Définition 1.1 Une processus l'ineaire est une suite de variable aléatoire definie par :
Xt = f(€t7]_7 thl; .. ) + €.
Ou f est une fonction lineaire.

Exemple 1.2 X, =ae;_ 1 + ¢
Xt = b.%tfl + cxy — 2+ €
X =bes1 +cxy + e

1.2.1 processus stationnaires au sense faible

Définition 1.3 Le procussue stationnaire (Xi)i—o. 1. 2,....est une suite stationnaire au
sense faible (ou stationnaire du seconde ordre) lorsque les trios proprities suivant sont :
E(X;) =m < oo Vt € N la moyenne ne depende pas d’order t.
E(X?) <o VteN
Cov(Xy, Xitn) = v,(h) Cowvaraince ne depende pas de t.

1.2.2 processus stationnaires au sense fort

Définition 1.4 La suite (X;)i=1, 2. 3....est stationnaire au sense fort si L(Xiin, Xoin,
o Xoon) = L(Xy, Xy, X)) Cette définition de stationnaire est plus exigeant que le compete

de stationnarité faible, comme l'indique le lemme suivant :
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Lemme 1.5 Si (X;) est fortement stationnaire et E(X}?) < oo alors (X;) est faiblement
stationnaire le reciproque est faux en génerale tout fois si X, est gaussion alors :
L(Xy, ..., Xi) = Ny(un, >_,,) est les convest du stationnaire.

1.2.3 Relation entre stationnarité faible et forte

Un processus strictement stationnaire de seconde ordre est faiblement stationnaire la
réciproque n’est pas vraieen générale.

Contre exemple :

Soit (X;) une suite de variable aléatoire indépendantes tells que :

X v e(1) Lorsque ¢ est paire

X; v e(1,1) Lorsque t est impaire

Alors (X;) et stationnaire avec e,

Lorsque , cependant X; etX; n’out pas la meme loi donc (X;)n’est pas stationnaire.

Proposition 1.6 1) Montrons que la fonction d’auto-covariance d’une processus station-

naire (X;) et de type postife :

Si

a=(ar, ..., a,) ER"t = (t1, ..., t,) €Z
et

Zt — (Xt - E(Xﬂ), ceey th_E (th)),
Donc :

0 < war(d'Z)=dFE(Z;Z)a=dt,a

= Y an(ti—t)a
ij=1

on ty [y (ti = tj)l i j<, €st la matrice de covaraince de (X, ..., Xin)

2) montrons que la fonction d’autocovaraince d’une processus stationnaire (X;) et
paire :
Ona :
v (=h) = covXy_p, Xy = cov (Xy, Xyzn) =y (h) .

3) Iv (h)] <~(0)
[y (W] = B [Xen) = E (X)) [Xe — E (X)) < Voar (Kppn)varX < var (Xe4n)? var (X) < 4 (0)

4)
v (0) = cov (Xy, Xivo) = cov (Xy, Xy) = var (X;)
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1.3 processus causale

Définition 1.7 Un processus stationnaire X, s’il peut-etre représente dans la forme :
X;=gle, €1, -..)

Telle que g est une fonction linéaire t.

1.4 Le processus inversible

Définition 1.8 Considérons le processus (X;) que l'ou processus l'ineaire le processus

(X;) est inversible s’il admet la répresentations et definie par :

€ = Q(Xt7 Xi1, Xio.. )

1.5 Représentation spectral

Définition 1.9 On appelle réprenentation spectrale de X la transformée de fourier de sa

fonction de covariance de la suite :
1 X .
f0) = 57 DA we o, 7]

1.6 Fonction auto-covariance et auto-corrélation

1.6.1 Fonction auto-covariance

Définition 1.10 Soit (X;) une processus stationnaire on appelle fonction d’auto-covariance
la fonction définition de dansLa fonction d’auto-covariance d’une processus stationnaire
vérifie :

1) YVh € Z = v (—h) =7 (h) elle est pair

2)Vn e N\Va; € Z =) aa;y |t — y;| > 0 elle est paire

3) 7 (0) = var (X,)

1) [7(R)] < 4(0)

1.6.2 Fonction auto-corrélation

Définition 1.11 Soit (X;) un processus stationnaire, on appelle fonction d’auto-corrélation
fonction f définie de Z dans R par



—

Vh € Z, p(h) = T2

(h
7(0

=

propriété :

La fonction d’auto-corrélation d’un processus stationnaire vérifie :

1) Yh € Z alors p(—h) = p(h)

2) p(0) =1

3) [p(h)| < IVh € Z

La fonction P(h) et I'expression du bien linéaire entre X; et X; j, si ¢ est 'instant

présent h > 0, P(h) est 'expression du bien linéaire entre le présent le passé d’ordre h.



Chapitre 2

Proprietées probaliste des modéle

AR, MA et ARMA

Il peut paraitre étrange d’introduire des maintenant ces modele cependant nous avons
via la section précédent que certains processus avaient besoin d’une nombre finie de re-
tards pour les caractériser entiérement alors que pour d’autre il fallait (théoriquement) un
nombre infinie d’observation des valeur passées les processus AR et M A sont les processus

de base vus dans ce cours, on les caractériser entierement dans le chapitre 2

2.1 Modéle outorégressif (AR) (P)

Définition 2.1 [ls ont été introduit par yuleen 1927 on prend en compte une dépendance
k

linéaire du processus a son propre passé AR(p) : Xy = > 0; Xi—i + €. (1, 1).
i=1

© = (p1, .., ) Sont des constantes réels et e, un variable aléatoire Le terme
< <autorégressif>>provient de la forme de l’équation (1, 1) dans laquelle la valeur cou-
rante de processus s’exprime sous la forme d’une régression des h valeur précédentes du

processus plus un suite de variable aléatoire.

Exemple 2.2 Le processus autorégressif d’ordre 1, notie AR (1) est stationnaire est vé-
rifie l’equation :
Xi=pXi 1+ e

ona : atout date
E(X,) =p etvar (X;) = o2

et ona
E(Xy) = oE (X,_1)+E (E,) = oE (X,_1) et var (X;) 0*E (X,_1)+varE (X;) = p*var(X,_1)+0o?

7



la stationnarité implique que

H=pp . H ou . H
oy =¢los +0o° (1-¢?)=0l=0" ol <1
Remarque 2.3 La contraite p = 0 n’est pas trés four puisque on passé d’une processus

d’esperence 1 a un processus d’esperence nulle par simple transalation.

Exemple 2.4 Soit (e,),., un processus de varaince o°, soit le processus (Xy),o, suwvant :
Xi=Xi1t+ &
Onapour h e N* : X; — Xy =€+ ...+ e_ppq dou
E[(X, — Xy-n)?] = ho?
Si le processus (Xy),c, €tait stationnaire, on aurent

E[(X,— X)?] = BE(X?)+E(X2,) —2B(X: X, 1)
= E(X})+B(X2,) 2B (X X,) [E (X)) - [E (X))
= dvar (X;) — E [(X; + Xt—h)Q}
= 4varX,

Or il est impossible d’avoir, pour tout h € N*, ho® < dvar (Xy) le processus (Xy),cq
n’est pas statoinnaire

cas |@,| < 1 l’eqaution de recurrence (1, 1) s’ecrite dans le cas p =1
Xt = (;DtXt—l + Ctevevenns (1, 2)
en intéront (1, 2), on obtient :

Xi = o1 Xz te) +e
= O (e Xzt ea)pre1+e
= PiXi sty e te
= X+ Pl e+ Pler g+ 1€+ e (1.3)

en prenant la limite quand k¥ — 0, on deduit que

o0
h
X = E $1€t—h
h=0

8



cas |py| > 1:

dans ce cas la d’aprés (1.3)

2

E = |801|2th2 E (Xt2—h+1)

o0
h
X — E P1€t—h
h=0

deverge lorsque k tend vers l'infini par centre, on peut réecrive ’equation définissant

(X:) en fonction de (e;) comme suivant:
Xi = =, " Xe1 + ;" Xir.

2.1.1 Processus AR (P) causalité

un processus AR (P) est dite causal l'orsque il existe une suit e de nombre ¢, telle

que > [, < oo et
Xt = Z (pt@t_h.

propriétées :

le processus autorégressif AR (P) est stationnaire si et seulment si le polynome en 7 :
P
AZ)=1- Z(pkek
k=1
est telle que A (Z) # 0 pour tout Z € C telle que |Z| < 1

2.1.2 Auto-correlatio d’une processus AR (P)

Siot (e;),cz un processus stationnaire de varaince o et un processue AR (P)

k
X = Z Yi€—i + €
i=1

pour tout ¢ € Z et ¢ = (¢, g vy ¢,) € L*

Lemme 2.5 On a :

pour tout h € N



Preuve On a :
k
v(0) = cov (X, Xi—p) = cov (Xt, Z ©; X—i + 6t>
i=1

k
= Z p;cov (X, Xy—i) + cov (Xy, er)

=1

K K
= D> ¢ (i) +cov (Z PiXi—i + e, et)
=1

=1

k
= Y @y (i) + cov (e e)
=1

= Z 07 (0)p (i) + o

On de méme

Vh € N* :

v(h) = cov(Xy, X p)

k
= cov (Z ©; Xi—i + ey, Xt_h)

=1

k k
= > @Xen Y (X, Xoop) + cov (e Xi_p)

i=1 i=1

k
= D e (h=i)

2.1.3 Auto-covaraince d’un processus AR (p)

La fonction d’autocovaraince de (X;),., solution stationnaire de I'equation (1, 2) et

donne par la formulle :

+oo
Vo (h) = o’ Z PiPith

i=—00

+oo
= o’ Z Pi1Pr—n

l=—00

Qui s’ecrite :

10



400 N
o? E ROt = ‘721f_;§ sih>0
=00

v, (h) sinon

ot 7y (h) = o%pf (1 — i)
lorsque ; est une réel strictement positif, le processus (X}),., est positivement corrélé

dans le sens ou tout ses coefficient d’autocovaraince sont positifs.

2.2  modél moyenne mobile MA(q)
Ils ont également été introduits en 1927 par skutsty

Définition 2.6 Un processus moyenne mobile et un processus stationnaire de variance
o? on dite que (Xy),., est un processus M A (Moving Average) d’ordre (q) noté MA(q) :
Si:VteZ MA(q): Xy =e,+ 0161+ ... +04€4_geeenn. (2, 1)
Ou q € N* est fizé et 0y, ..., 0, sont des constents réels et 0, # 0 et e, une suite de
variable aléatoire

Un processus M A est toujours stationnaire.

Exemple 2.7 Soit une suite de varaible aléaitoire désperonce nulle et de varaince finie

% on pose X; = e, + Oes_1 la fonction d’autocovaraince de X, est donnée par :

(14+6%) sih=0
cov(Xin, Xi) = cov(epon + Oeiin_1, e+ 0e,1) =< Ooe? sih=1lou — 1
0si|h|>1

(X:) est donc un processus stationnaire enfait ou peut montre qu’il est aussi station-
naire au sense forte.

2.3 Inversibilité des processus M A (q)

Définition 2.8 Si (X;),., est un processus MA(q) définie par (2, 1) on deduit que
+oo

avec Z 6;] < oo tell que :

Jj=0

(Xt),ep est inversible lorsque il existe une suite (0),-0, 1,

11



Définition 2.9

—+00
[ E 0]Xt—]
J=0

Définition 2.10 Un representation cousal

+o0o
X = E ;e
Jj=0

d ‘une processus stationnaire inversible si on peut aussi representaté la suite des variable

aléatoire par une représentation causal

+o0
e = Z T X
i=0
+o0
Ou Zm < 0.
i=0
Remarque 2.11 Tout processus a moyenne mobile est par définition causal.

2.3.1 Représentation spectral de processus M A (q)

Propriétée :

Si (X;) est une processus moyenne mobile

Remarque 2.12 Ou (e;) est une suite des variable aléatoire avec Z|9j\ < 400 st

considre

Y, = Z O Xi—p.

heZ

Alors on a la relation suivants :

2

fy (W) = fa (W)

Z eheiwh

heZ

Exemple 2.13 Y, = X; — 06X, 1 ou|0] < 1
Alors :
w2
fy (W) = fo(w) ‘1—1—96 ‘

12



2.4 Auto corrélation d’un processus moyenne mobile

Définition 2.14 un processus M A (1) est un processus stationnaire de variance 6* de la
forme
Xy =e+ ey

pour un tel processus ona :

E(X;) = E(e)+0FE (e;1)
= 0.

var (X;) = war (e;) + 0*var (e,_1)

= (1+6%)¢
2.4.1 Auto corrélation MA(1) :
Ona :

71 = cov(Xy Xiq)
= cov (e + Oepiq, €1 + Oy o)

= OvarE (e,_1) = 0o

le coéfficient d’oto corrélation d’ordre 1 vaut donc

P = il
Yo
B 0o
(14 6%0?
B 0
(146
Pour h > 1
On a:

Tn = co0(VYen)
= cov(e; + 01, er—p +0er—p1)

= 0

donc les coéfficients d’oto corrélation d’ordre superieur a 1 sont nuls : [ > 1 = p,, = 0si

13



on inverse la formule de p; on obtient
(1+6%)p1 =0 6’1 —0+p1 =0
équation en 6 qui n’admet de solution que si
A=1—-4p> >0 0 +p,—0+p =0.
2.4.2  Auto corrélation MA(q)
soit (X¢),c une processus M A (q) pour tout t € Z
q
Xt =e; + Z Qiet_i
i=1

Or :

q
v (0) = var (et + Z Qiet_i>
=1
q
=o? (1 + Z 9?)
i—1

Ona de memeVh € N*
v (h) = cov (Xy, Xi—p)

q q
=cov | es+ Y Oier i eont Y biern
i=1 i=1

0sih>q
q .
sth € (1,...
eh + Z Qi—hgi ( ) 7Q)
i=h+1
Proprietés :
On s’interesse & la fonction d’auto covariance d’un tel processus

pour h = 0, on obtient :

v(0)=(14+6;+..+62) 0>

14



Et pour 1 <h <gq
Y (h) = (Qh + 0h+191 + ...+ quq—h) O'2
Notons que v (h) = 0 pourh > ¢ la fonction d’auto corrélation s’en déduit et on
particulier p (h) = 0 pour h > ¢
on sepose la question de la réciproque a savoir si (X3), ¢z €st un processus stationnaire

et si y(h) =0 pour h > q

alors (X;),.zest un MA(q) le résultat est vraie

MA(q) <= ~|h| =0

2.5 Modéles ARMA (p,q)

Développé par BOX& Jenkis 1970 les modéle ARMA sont un conbinaisent des modéles

autoregréssif est moyenne mobile :
ARMA (P, q) . Xt — QOXt + ...+ (prt—p =€+ 9615_1 + ...+ qut_h

Définition 2.15 on dite qu’un processus (Xi),., est un processus ARMA (autoregréssif
moyenne mobile ) d’order (p,q), noté ARMA (p,q) si (X;),., est stationnaire il existe
0= (¢1, .., 0,) €ERP avec @, #0 et 0 = (04, ...,0,) tel que pour tout :

p p
Xi — Z 0; Xt = e+ Z Oiei—;
i=1 =1

Remarque 2.16 un processus AR (p) est un processus ARM A (p,0) un processus M A (q)
est un processus ARM A0, q

2.5.1 Inversibilité d’un processus ARMA (p,q)

Soit I’équation récurrent :

Xt — Solthl — ... — SDpthp = €t —+ Qet,l + ... + 9q€t,q (3, 1)

Les ¢, et 0; sont des nombre reéls on pose :

p(z)=1—pz—..— @,

15



Et
O(z)=1+6z+ .40,z

on suppose ¢ (z) et 0 (z) n’est pas de zéro connue.
Alors I’équation (3,1) admet une soulition stationnaire inversible ou second ordere

si et suseailment le polynome 6 (z) # 0 pour |z| < 1.Cette solution est unique et a pour

€t = E TEXi—k

k>0

expréssion :

on la suite (7) est donner par les coéfficient développement

ple) <
0 (6) = ;ﬂ'kek

2.5.2 Processus causal ARMA (p,q)

Existance d’une solution causal a 1’équation

Xt — letfl---Wpthp = e+ (91615,1 + ...+ qut,q

2.5.3 Auto corrélation d’un processus ARMA

On obtient a l’aide de la représentation M A (c0)

v (h) = cov (X, Xy—p) = cov(e, + Z ©i€t—is€t—p + Z ieiip) =0° Z 0 i p0lpy =1

On a:
Xt — 901th1 — .. — SOpXt*p = €t + Qet,l + ...+ Qqet,q

D’ou :
Y(h) =@y (h—1) — ... =@, (h —p)

=cov (e + e+ ...+ 0pei—g, Xiop)

16



= COov <€t + 916,5,1 + ...+ qut,q, Z goiet,i,h>

Y pibhgisi he(0,....q)
B 0sih>0

Les autocorrélation décroissant vers 0

Vh > q

17



Chapitre 3
Estimation

Etant donné le processus(X;), t € Z admettant une représentation ARM A(p, q) :

P q
X — Z%thl =€ — Zeietf’i‘
i=1 i=1

Le probléme est d’estimer les paramétres p(i =1, ....p),0;(j = 1, ...,q)

Définition 3.1 On peut dire qu’un estimateur est une statistique dont la valeur est une

estimation du parmétre 0

Exemple 3.2 1) X est une estimateur de la moyenne.

2) o?est une estimateur de la variance o>.

3.0.4 Estimation des coefficients d’ autocovariance et d’autocor-

rélation

Considérons a nouveau un processus (X;) stationnaire au second order, de moyenne
petde fonctiond autocovariancery (h) supposée de module sommable pour estimer la suite

v ().
nous considérons les estimateur dits de covaraince empiriques définie par :

n (h)
n—|h|

n YD (K = i) (K= ) il <m—1
t=1
0 sinon

Olj /ln = n_l iXt

t=1

18



Remarquons que le nombre d’observation, dont nous disposons etant présément égal
a n, il n’existe pas de paires d’opservation séparées de plus de n — 1 intervalles de temps
et donc l'expression (a) ne permet pas d’estimer les valeurs de «y (k) pour |h| > n, de plus
lorsque |h| est proche de n,il est clair que estimateur («) de la covariance n’est pas faible
dans la mesure ou on ne dispose que de peu de paires d’observations (Xt, Xtﬂh‘),ce qui
implique que l'effet de moyennage statistique ne peut pas jouer .la partie le plus utilisé
de la fonction d’outo covariance empirique est celle qui correspond au valeurs du décalage
n significativement plus faibles que le nombre d’observations n. A échantillon fini, 4, (h)
est un estimateur biaisé de 7 (h) .

Un calcul simple montre par exemple que :

(n—1)

ER, 0] =70 -1 > (1-8)yx)

k=(n—1)

Toute fois on peut montrer que, pour tout h 'estimateur donné par («) est asympto-

tiquement sans biais dans le sens ot lim E [4, (k)] =~ (h) & la vitesse +.Une propriété
n—mao

importante de cette estimateur et que la suite 7, (h) est de type positif. En effet, si on

définit le périodogramme par :

3

I\ = (X; — f1,) exp (—itA)

k=1

(5)

1
2mn

Par construction, I, (\) est un fonction positive pour A € [—m, 7] . Par ailleurs,

/exp (IAR) I, (\) dA = 23N (X, = fu,) (X, — fi,) 5= /exp (iN(h —t+s))d\ =
- 5, (h) B

3.1 Maximum de vraisemblance

Si le processus e; est gaussien N (0,0?), alors e ~ N(0,02I) et X ~ N(0,0%Q). Ainsi,

la varaisemblance densité du vecteur Y = (Y7, ...,.Y;) est donné par :
L(Xy, oo Xpip, 0, 0) = — L oo (hyoty
3 ey bl ) Y (27{0—2)% (detw) % 20_2 .

La log-vraisemblance est alors donnée par :
InL(Xy, ..., Xr;, 0, 0%) = —=2(21) = LIno? — L In(detw) — 55 YV'w™ Y
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Le probléme est que cette log-vraisemblance est difficile a calculer et donc & maximiser
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a cause de (detw) et de w™! (matrice T x T). De plus, il faut se donner des valeurs
préliminaires pour les paramétres, puisque la maximisation de la log-vraisemblance utilise

des algorithmes de maximisation itératifs.
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