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Introduction

Introduction

Le point de départ du théoreme de point fixe est le théoréeme du point
Fixe du mathématicien hollandais " Luitzen Egbertus Jan Brouwer ",
Avant la découvre de ce théoreme par Brouwer ,le mathématicien

Henri Poincaré en 1886 déemontre un résultat équivalent a ce

theoreme.

L'énoncé exact est démontré pour la dimension trois par Piers Bohl pour
la premiere fois en 1904, puis par Jacques Hadamard dans le cas général
en 1910, Luitzen Brouwer propose une nouvelle démonstration en

1912.

Le théoreme de point fixe du Brouwer est étudié a la suite de travaux sur
les équations différentielles de mathematiciens francais comme Poincaré
et Picard. Démontrer des résultats comme le théoréme de Poincareé-
Bendixson demande l'usage d'outils de topologie.

Ces études de la fin du X1X° siecle débouchent sur plusieurs versions

successives du theoréme de point fixe de Brouwer .
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CHAPITRE 1/ Théoréme du point fixe

1) Le point fixe :
1.1) Définition :
En mathématiques, pour une application f d’un ensemble E dans lui-méme, un
élément x de E est un point fixe de f si
f (X) = x.

1.2) Quelques exemples :

. Dans le plan, la symétrie par rapport a un point A admet un unique

point fixe A

. L’application inverse (définie sur I’ensemble des réels non nuls)

admet deux points fixes : -1 et 1
Graphiquement, les points fixes d’une fonction f (ou la variable est réelle)
s’obtient en tragant la droite d’équation y = X : tous les points d’intersection
de la courbe représentative de f avec cette droite sont alors les points fixes de f.
Toutes les fonctions n’ont pas nécessairement de point fixe; par exemple, la
fonction = +—  + 1 n’en posséde pas, car il n’existe aucun nombre réel x égal
a x+1.

1.3) Point fixe et suites récurrentes :

On considere la fonction continue f:E—E et( up) la suite récurrente
définie par sa valeur initiale ug et par la relation de récurrence un+;=f(u,). Dans
ce cas, si (u) converge, elle le fait nécessairement vers un point fixe de f.

I1 faut noter qu’une telle suite ne converge pas forcément, méme si f possede

un point fixe.
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http://www.techno-science.net/?onglet=glossaire&definition=2520
http://www.techno-science.net/?onglet=glossaire&definition=2520
http://www.techno-science.net/?onglet=glossaire&definition=2447
http://www.techno-science.net/?onglet=glossaire&definition=2447
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1.4) Point fixe attractif :
Un point fixe attractif d’une application f est un point fixe X, de f tel qu’il

existe un voisinage de X, sur lequel la suite de nombre réels

x, flx), f(f(x)), FOFOfF(x))), -
converge Vers Xo.
Par exemple, la fonction cosinus admet un unique point fixe, qui est attractif.
Cependant, tous les points fixes d’une fonction ne sont pas nécessairement
attractifs.
Ainsi, la fonction réelle = — 2° 4+ possede un unique point fixe en 0
qui n’est pas attractif.
Les points fixes attractifs sont un cas particulier du concept mathématique
d’attracteur.
2) Théoréme du point fixe :
I1 existe plusieurs théoremes permettant de déterminer qu’une application
satisfaisant a certains critéres possede un point fixe. Le plus connu est le
théoreme suivant :
Soit E un espace métrique complet muni d’une distance d et f:E—E
une application contractante (c’est-a-dire qu’il existe €0, 1 tel que pour
tous (#,y) € E® d(f(z), f(y)) < kd(z,y)).
Alors f possede un unique point fixe a.
Ce résultat permet de dire que toute suite de la forme x, .1 = f (x,) converge

vers o et que d(X,, ) <K"d (x, @), ce qui permet d’avoir une estimation de la


http://www.techno-science.net/?onglet=glossaire&definition=5293
http://www.techno-science.net/?onglet=glossaire&definition=5293
http://www.techno-science.net/?onglet=glossaire&definition=2072
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vitesse de convergence de la sulite.

3) Démonstration :
Pour tout entier p on a facilement par récurrence d(Xp:1, Xp) < k P d (Xy, Xo)-

Pour r entier >1 on écrit

kP — kP
d(Xp+r, Xp) S d(Xp+r, Xp+|r7]_) + ...+ d(Xp+1, Xp) S (kp+r_l+ ot kp) d(X1, XO) = d(X]_, XO)
1-k
kp
S - d(Xl,XO)
1-k

Cette derniére quantité tendant vers 0 avec p, cela prouve que la suite (x,) est

une suite de Cauchy donc convergente versa  E .

D’autre part pour tout entier n on a X,.+1 = f(x,). Une application contractante
eétant continue on en déduit en faisant tendre n vers I’infini que o = f( a)

donc a est point fixe de f.

Si B est un autre point fixe on a d( a, B) = d(f( o), f( B)) < kd( a, B). Comme
kelo,1]

cela implique que d( a, B) = 0 soit a = f.

Remarque : si on remplace d(f(x), f(y)) <kd(x, y) par d(f(x), f(y)) < d(x, y) pour
tous x et y distincts de E, la conclusion peut tomber en défaut.

Par exemple si f est la fonction de R dans R définie par f(x) = x — In(e* + 1),
ona:

f'x) [0, 1]

pour tout x donc pour tous réels x et y distincts on a |f(x) — f(y)| < |x —y| d’aprés


http://www.techno-science.net/?onglet=glossaire&definition=1359
http://www.techno-science.net/?onglet=glossaire&definition=1359
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le théoreme des accroissements finis et f n’a pas de point fixe.
4) Exemple :
Etudier la convergence de la suite définie par :

UOE [-1 ’+OO[

Un+1 =\Il + U,

On introduit I’application f définie sur [-1, +oo par :
X € R, f(X) =vV1+x

Point fixe de f :

1+V/5

fX)=xe Vi+xBEx & xZOetXZ—X—lzo <:>x:(|):T

On montre facilement que f est dérivable sur ]-1, +oo[, croissante sur

[-1, +oo[, puis que :

f([-1, +oo[ ) = [0, +oo[ < [-1, 400

L’intervalle | =[-1, +oo[ est donc stable et la suite (u,) est bien définie.

1
<

Deplus:vxe ., |f/(X)| = N

N| -

D’apres 1’inégalité des accroissements finis :

v(ab) e .xR. |f(b)-f(@)|<; b-a
Donc f est % - lipschitzienne sur I, donc contractante sur I.
Enoutre: f(  .)=[1,+o[c R,
Donc R, est stable par f.

D’apres le théoréme du point fixe, la suite (ury définie par



CHAPITRE 1/ Théoréme du point fixe

U € R, converge donc vers ¢.

Unsr = N1+ Up
Enfin, si up € [-1, 0] alors u; € R, , et d’apreés ce qui précéde, (u,) converge

encore Vvers ¢.
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1) Les applications du théoreme du point fixe :
1.1) Point fixe d’une application :

1.1.1) Définition :

Soit A une application d’un ensemble E dans lui-méme, on appelle point
fixe de A tout point ( de E tel que A (0) = 0.
S’il existe un tel @, on dit que A posséde un point fixe.

1.1.2) Exemples :

Exemple 1 :

A) f:]0,1] — [0,1], t=f(t) = t; tout point de [0,1] est point fixe
de f.
Soit fu:[0,1] — [0,1], te fa®=(1- ni)t,nentierzz;fn N’ a
qu’un seul point fixe : t =0.

Remarquons que [|f — full o = Sup;efoa] |t — (1 —l) t| =1

n n
la suite des fonctions ( f, ) converge uniformément vers f sur [0,1] . Le
nombre des point fixe n’est pas « stable » , méme pour une « bonne »
approximation .
B)g:R—R,t »g(t)=1t+1n " aaucun point fixe . La simplicité d’une
application ne lui donne pas de point fixe ...
Rappelons qu’étant donnés deux espaces metriques (E,d), (F, d) et une

application A : E — F, nous avons introduit la terminologie suivante :

A est lipschitzienne de constante k >0 sur E si

7
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(1.1) YueE,VVEE:3[A(U),A(V)] <k.d(u,v).
(1.2) sik=1:onditque A est contractante ( ou: est une contraction) sur
E.
(1.3) si k < 1: on dit que A est strictement contractante (ou : est une
contraction stricte ) sur E.

Si A veérifie :
(14) YueE,VveE,Uu#V:3[A@U),A(v)] <d(u,vV),onditqu’elle
est contractive sur E .

Exemple 2 :

soit A: E —E, ou E est un espace métrique . Si A est contractante sur E ,

elle peut avoir des points fixes ou ne pas en avoir , en avoir une infinité .

Une application contractive peut ne pas avoir de point fixe : E: =[1,+ »|,
£ =t+e . |ft = |(t=s)+ = =t -s | - =) <t
O =t 2|10 - )= [(t-s) + - Fft-s | (1-5) <|t-s]
pour s #t, mais f n’a aucun point fixe sur E .
2) Les applications du théoreme du point fixe dans un espace
metrique :
2.1) Définition d’un espace métrique :
Soit £ un ensemble. Une distance sur E est une application

d: Ex E — [0,+00] telle que, pour tous z, y, z dans FE,
(1) (annulation sur la diagonale) d(z, ) = 0 ;
(2) (séparation) si d(x, y) = 0,alorsx = y ;

(3) (symétrie) d(z, y) = d(y, x) ;
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(4) (inégalité triangulaire) d(z, y) < d(z, z) + d(z, y).
Si d est une distance sur E, alors

d(z, y) = |d(z, 2) — d(z, y)|
pour tous x, vy, z dans E (cette inégalité s'appelle I'inégalité triangulaire
inverse).
Un espace metrique est un ensemble X muni d'une distance d. Par abus,
nous noterons souvent X le couple (X, d),en notant plus précisément d
la distance de X si nécessaire (le contexte aidant, cela I'est rarement, et
d désignera par défaut la distance de tout espace métrique considére).
2.2) Méthode des approximations successives :
Soit f: [a, b] — [a, b] une fonction strictement contractante de constante
k €10, 1.
On aura cette condition si , par exemple, f est dérivable sur [a , b] avec :
0< |f/ (t)|<k<1pourtouttela,b] (théoréme des accroissements
finis) .

D’apres le théoréme du point fixe de contractions strictes suivant :
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Soit E un espace métrique complet , soit F une partie fermée de E, et

soit A: F — E une application strictement contractante de constante

ke[0, 1[ telle que A(F)cF.Ona:

1) Existence et unicité : il existe 0 € F unique point fixe de A, i.e.

tel que A(0) =10

2) Algorithme de calcul ou convergence des itérations : la suite (u, ) de
points de F telle que u,+: = A(u,) ou Uy € F est arbitrairement choisi

[stabilité] est convergente de limite G .
Remarque : Notant A’ = Ide , A'= A, A’= Ao A,...., A™ _ Ao A"(itérés de

A),ona: ung =A™ (up) .

3) Estimations de I’erreur : pour toutn>0,on a:

n

1-k

3.1) Estimation a priori : d (u,, 0) < d(uo, uy) .

k
3.2) Estimation a posteriori : d(Un+1, 0) < Tk d(un , Un+1) -

4) Vitesse de convergence : d(u,+1, U) < k. d(u,, () [convergence dite

linéaire] .

la suite : ty €[a , b] arbitraire , t; = f(ty) , t,= f(t1) , ..., the1 = f(tn) ,...c8t
convergente vers la solution unique y de I’équation f(t) = t sur ’intervalle
[a, D]

Deux situations distinctes se présentent suivant que 0 < f (t) < 1 ou bien

que -1 <f (t) <0.Dans le premier cas la suite des itérés est monotone :

croissante si t, a été pris a gauche du point fixe t . décroissante si t, a éete

pris a droite du point fixe t .

10
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Dans le second cas deux termes consécutifs de la suite encadrent la solution
cherchée.
Il est recommandé au lecteur de dessiner ces deux situations en axes

orthonormes, en utilisant la premiére bissectrice pour construire les itéres.

Soit a présent 1’équation g (t) =0 ,out€e[a, b], g Vérifiant: g (a) <Oet
g (b) >0, g dérivablesur[a, b],et:3c, 3 Creelstels que :

O<c§g’ ()<Cpoura< t<h.

Posons : f(t) :=t—1.g (t), ou 1 # 0 est a choisir au mieux ultérieurement.
L’équation proposée g (t) = 0 équivaut a la recherche d’un point fixe
pour f.
Ona:f ()=1-4.g @®,dou:1-41.C<f ®<I-ic
On peut jouer sur A , jusqu’ici arbitraire , de mani¢re a assurer la
convergence de la méthode des approximations successives du théoreme
du point fixe de contractions strictes , et on dispose ainsi d’une méthode
pour trouver une valeur approchée de la solution de I’équation
gt)=0.
2.3) Résolution de systemes linéaires :
On se propose de résoudre le systeme linéaire

M. X=B
a n équation et n inconnues (M est une matrice carrée n x n donnée

11
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B une matrice colonne donnée , X est la matrice colonne cherchee).
Posons A: =1 -M ,ou | estla matrice unité ,et: g (X):=AX +B.La
résolution de M .X =B est équivalente a la recherche d'un point fixe de
g ; en effet :

gX)=X © AX+B =X X-AX=BoMX=B.

Bien entendu, le fait que g soit ou bien ne soit pas une contraction stricte

va dépendre du choix de la distance qu'on mettra sur R (ou C ).

Pour X = (€,,..., €) etY =(w,,..., w n), prenons d'abord sur ]Rn la distance

des (X, ¥) = max | €i-w;|,Notons : A=(a;,),1<i,j<n. Ona:

deo [9(X), (Y)]=deul AX+B, A.Y +B) = max | A (XY )i

n

= z @i (&= w)

1<i<n

1<i<n
j=1
n
<1rr<liag)7(1 Zlaul 1msjas)7<1|§]—wjl
j=1

12
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1<isn

n
= max Z |ai,j| . deo (X,Y),
=1

et donc g sera une contraction stricte lorsque A =I-M Vérifie:

n
Ml = max | Ll <1
j=1

Le lecteur verifiera que si I'on prend sur R la distance
n

di(X,Y) = z le — wl,

i=1

on tombe sur la condition suffisante :

n
Ml = max | > Loyl <1.
i=1

si I'on prend
1/2

G,y = (D |§ - wl’
i=1

on tombe sur la condition :

n n 2
btz = > oyl <1,
i=1 =1

Dés que I'une de ces conditions suffisantes (et nullement nécessaires) est

verifiée, on peut appliquer la méthode des approximations successives :

13
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Xo€ R arbitraire, X;= g (Xo)oXns1= & (X0),.

Bien entendu g n'est pas <««obligée>> d'étre strictement contractante ! La
méthode ne peut ««marcher» a coup sdr que si elle I’est.

Au point de vue analyse numérique, on utilise généralement

d'autres méthodes plus performantes (rapidité, colt).

2.4) Résolution d'une équation intégrale :

Soit [a, b] , a < b, un intervalle compact dans R .On considére I'espace
de Banach E=C,([a, b],R).On se donne ¢ € E et une fonction appelée

noyau K: [a ,b]x[a ,b] — R continue sur son domaine de définition. On
suppose donné, enfin, A €R.

Le probléme qu'on se propose de résoudre (au moins partiellement) est le
suivant, appelé équation intégrale linéaire de Fredholm de seconde
espece, non homogene [ce type d'équation est issu de la physique
mathématique] :

Trouver une fonction t — u(t) dans E telle que :

vtela,bl: u®) = A.f Kt s).u(s).ds + @(t)

Remarque : il peut sembler étonnant de chercher a priori la solution dans
E : pourquoi pas ailleurs ?

Mais la résolution de I'équation x2 + 1 = 0 pose le méme probléme ... les

solutions ne seront pas les mémes selon qu'on résout dans C !

14
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Définissons une application A , manifestement affine ,par :

[AWI® = A. [ K(ts5).u(s).ds + (t) , pour u € E.

D'apres les propriétés élémentaires des intégrales dépendant d'un parametre
puisque K est continue sur [a, b]x[a, b], et puisque ¢ € E ,on a:

A(u) e E. Aapplique E dans E .

Nous calculons dw. [4(w), A()]= max | [A@](1) - [A@)](t |
dee[A(w), A(v)]= max | 2 [ k(t,5)-u(s)ds + @(t) —

AL k(t5).v(s)ds — () |

= max | 1] | [ k(t,5). [u(s) — v(s)] ds|

Puisque K est continue sur le compact [a, b]x[a, b], il existe M réel >0

tel que | K(t,s) | <M pour (t, s) €[a, b]x[a, b], et donc :

dee [AQ), AW)] < [ 1| max ([} k(&)1 [u(s) = v(s)Ids)
<A | .M.C{E?belu(s) —v(s)| fab ds

= | M.(b-a).|lu—v|.
L'application affine A est donc une contraction stricte si (condition

suffisante, non nécessaire) I'on a la condition : | A | .M.(b-a)<1,

1

c'est - a - dire si |A| est ««assez petit » : |7\ | < —M.(b .
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CHAPITRE 2/ Les applications du théoréme de point fixe dans un espace métrigue

le théoréme du point fixe de contractions strictes permet d'énoncer :

1

I'équation integrale admet une solution u €E unique, si |A| < M —a)

_r
M.(b—a) "

On peut bien sur se demander ce qu'il en est lorsque | A | >
Les problemes poses par les équations intégrales ont grandement
contribué aux progres de I'analyse fonctionnelle (on peut méme dire que

les equations integrales ont fondé I'A.F.); cela continue aujourd’hui avec

les equations intégrales non linéaires, avec des noyaux K tres

N ) . 1
irréguliers ou singuliers (m , par ex.), etc.

Partant de u, € E arbitraire (par exemple ug = 0), les approximations
successives s’écrivent ici:
Vte [a, bl Una® = A [ k(6,5).up(s)ds + @(t).
3) Variantes du theoreme fondamental et applications :
3.1) Applications dont un itéré est strictement contractant :
il peut arriver qu'une application ne soit pas une contraction stricte, mais
qu'un de ses itérés AN = AoAo...oA (N fois) soit une contraction stricte.
A) Proposition :
soit (E , d) un espace metrique complet, et soit A:E—E une
application telle que pour un entier N >1 l'application B =A" est une

contraction stricte : A possede un point fixe et un seul.
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CHAPITRE 2/ Les applications du théoréme de point fixe dans un espace métrigue

B) Démonstration :

Supposons que u € E est un point fixe de A:0=A(0) ;ona:
A20)=ATA (@] =A @) =0,A3(0)=AJA2(0)]=A0)=0,etc.

Et donc ( est un point fixe de B =AY . comme B admet un point fixe
unique , A admet un point fixe au plus. pour l'unicité.

Quant a I'existence, soit  le point fixe de B ,qui existe par

le théoréme du point fixe de contractions strictes : 0 = B(0).
Ona: B (A(0)=ANe A(0)=Ao AN (D)= A< B (0)= A ()

(les puissances de A commutent entre elles). Donc A(() = (4, puisque
B n'a qu'un point fixe.

4) Le théoreme de Picard :

Soient (Z; ) un espace métrique completet ¢ - £ — £'une

application contractante, i.e. Lipschitzienne de rapport 4 < 1.

Alors, ¢ admet un unique point fixe @ € £ De plus, pour tout

point initial x, € EE & Buite itérée (xp)p Ly + Vec

xo € Emyji@onque et xp,; = ¢(x,) converge vers « .
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CHAPITRE 3/ Les applications du théoréme de point fixe dans un espace topologique et

dans un espace affine

1) Les applications du théoreme du point fixe dans un espace topologique :
1.1) Définition d’un espaces topologiques :

Soit £/ un ensemble. Une topologie sur E est un ensemble 6 de parties de

E tel que

(1) toute intersection finie d'éléments de 6 appartienta 6,

(2) toute union d'eléments de 6 appartienta 6.

Par convention, une intersection vide de parties d'un ensemble E est égal
a FE , et une union vide de parties de £ est égale a la partie vide . Donc
@ et E appartiennent a 6, si 6 est une topologie sur E.

La premiere condition (stabilité par intersections finies) peut étre

remplacée indifféremment par : E appartienta 6 et A N B appartient a 6 pour

tous A,B dans 6.

Un espace topologique est un ensemble X muni d'une topologie 6 sur X.

Par abus, on note souvent X le couple (X,6).

1.2) Le théoreme de Brouwer :

Le théoréme de Brouwer est le prototype de nombreux autres qui appartiennent
a la famille des théoréme de points fixes de nature topologique (i.e. relevant de
la topologie algebrique).

Le théeoréme de Brouwer est le theoréme de point fixe fondamental

en dimension finie . Soit B™={x € R™, ||x|| < 1} la boule unité fermée de R™

muni de la norme euclidienne usuelle, et s™~1 = 8 B™ la sphére qui
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CHAPITRE 3/ Les applications du théoréme de point fixe dans un espace topologique et

dans un espace affine

en est la frontiere. Le théoreme de Brouwer affirme que :
Théoréme : toute application continue de B™ dans B™ admet au moins un point
fixe.

1.3) Théoréme de Cauchy-Lipschitz :

On s’intéresse au probleme de Cauchy

{ X =f(tX) )

X(ty) = xo

ou f:U —R",avec U ouvertde R x R", et (ty, xq) €U.

Theéoréeme (Cauchy-Lipchitz) : Si _/est continue sur 7/ et localement

lipschitzienne en _X"(i.e. pour tout(t; , x;) € U, il existe "€ M/x; ) et
W e Yty ) etil existe £ > 0, tels pour tous x .y € Fettout 2 € IV,
If(t,x)—f(&,y) Il <kllx—yll ,alors (1) admet une unique solution

maximale.
Nous Remarquons que, comme f est continue, X est solution de (1) sur I si et
seulement si pour tout ¢ € 1,

t
X(t) = x¢ + fto f(u,X(u)) du (2)
Soient Ve V(z,), W € V(t,) et k > 0 comme dans 1’énoncé du théoréme.
Notons M = sup,,«, f . Plagons-nous sur un cylindre de

sécurité : soitr > Otelque B (x,, r) €V, etsoit T > 0 tel que
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dans un espace affine

T<— ,et [to -T, ty + T] c W . Soit F I’ensemble des fonctions continues

r
M
de[to- T, ty + T]dans B (xq,7) . Alors F, muni de la norme uniforme, est un
espace complet .Soit @ 1’opérateur sur F défini par :

t
DY) (t) = x9 + ftof(u,Y(u)) du .
Le fait d’avoir choisi T<% assure que si Ye F, ®(Y) est encore dans F.
L’équation intégrale (2) affirme en outre qu’une fonction X de classe C'*
est solution de (1) si et seulement si elle est point fixe de . Nous cherchons

donc a appliquer un théoreme du point fixe.

Soient Y, Z € F. nous montrons par récurrence que, pour tout p € N,

kP |t—to|?

p!

Vi€ [t-T, to + T],I1OP (@) — PP (DD || < Iy — ||
Cette égalite est vérifiee pour p = 0, par définition de || . || -

Soitp € N. Pourtoutt € [to- T, to + T].
19741 (1) @ = " 1@ I < |f I, @ W) = F(u, 2" (@) W)||dul

<|f Kk lor (@) — @7 (2) (@) Il du (s aciip)

P |t— p
< |ftt0 k % |y — leoodt|(par hyp. de récurrence)

kp+1 |t _ t0|p+1

p+ 1!

Y = Zlle

ce qui conclut la récurrence.
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dans un espace affine

En particulier, pour tout p € Nettousy.zZ e F,

kP TP
PP (¥) — PP (Dl <

Y —Z||

p!

kP TP . . . .
Or, o tend vers lorsque p tend vers I’infini, donc il existe p € N tel

kP TP
que — < 1.
p!

D’aprés le théoréme du point fixe de Picard, ® admet un point fixe X sur F.

En outre, comme X et f sont continues, ¢t ~ x, + ft’; f(u, X)) du
est de classe C' !, et donc le point fixe X est de classe C' *. Finalement,
X est I’'unique solution de (1) sur [to -T, ty + T] :

Elle se prolonge en au moins une solution maximale. Supposons qu’il
existe deux tels prolongements X, et X, sur deux intervalles I,et I,.

L’intervalle I, I, est non vide, puisqu’il contient [to -T,ty, + T]. Soit

J le plus grand intervalle inclus dans 1,0 I,, contenant [ty - T, ty + T].

tel que X,- X, soit nulle sur .J. Cet intervalle est nécessairement fermé

puisque X;- X, est continue. S’il n’est pas égal a I,N I, tout entier, en ’'une de
ses bornes, on peut appliquer ’unicité locale précédemment

démontreée 1, et contredire la maximalité de J. Donc J =I,N 1, ainsi

X.et X,sont égales sur I,N I, et par définition de solution maximale,
I,=1,=I,n I, . Finalement, X se prolonge en une unique solution maximale, ce

qui conclut.
1.4) Théoréme de Schauder :

Soit E un espace de Banach, C un convexe fermé de E et T une

21
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dans un espace affine

application continue de C dans C telle que T(C) soit relativement

compact. Alors T admet un point fixe.

Démonstration : Soit ¢’ = tonv T(c) .1l s’agit d’un convexe inclus

dans C. En effet, T(C) < C, donc convT(C) c C car C est convexe

et conv T'(C) < C car C est fermé. De plus, ¢ est compact comme
enveloppe convexe fermée d’un ensemble relativement compact
dans un espace complet, cf. lemme suivant.

On applique alors le théoréme de Schauder a la restriction
deTac .
2) Application du théoreme du point fixe dans un espace

affine de dimension finie :

2.1) Théoréeme du point fixe en géométrie affine :
Soit € un espace vectoriel et soit € un espace affine de dimension finie et de
direction € .

Soit @ une application linéaire de € et soit ® : € — & une application affine .
On appelle point fixe de & tout point A de €tel que @ (A) =A.
Proposition : L’ensemble des points fixes de ® de € est, soit vide,

soit un sous-espace affine de direction K er(CD — idg) (c’est-a-dire le

sous espace propre de ® associé a la valeur propre 1).
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dans un espace affine

En particulier :

Proposition :Soit ® une transformation affine d’un espace affine €.
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) @ admet un point fixe et un seul ;

(11) 1 n’est pas valeur propre de ®.

Démonstration :

L’implication (i) = (ii) résulte immeédiatement de la proposition

précédente.

—_
Nous montrons que si 1 n’est pas valeur propre de @, i.e. si ® — idg

est injective,

alors @ admet un point fixe et un seul. Soit § une origine dans €. Un point

A est fixe par ® si et seulementsi ® (6)P (A) = @ (6)A i.e.siet

seulement si @ (54) = ® (8)8 + 64 , soit encore ® — idz = ® (8)3 .

L’application linéaire @ — idg étant injective, elle est bijective et cette

derniére relation détermine un point A et un seul.
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Conclusion

Conclusion :

Le théoréme du point fixe est FONDAMENTAL en mathématique. Il a des
applications nombreuses, a la fois théoriques et pratiques. Au rang des
premiéres, citons les incontournables : solutions d'une équation
différentielle satisfaisant a I'équation de Cauchy-Lipschitz! Pour les
applications pratiques, ce qui est essentiel est d'avoir une estimation de la

vitesse de convergence.

Enfin, notons que notre terminologie : "Le théoreme du point fixe " est
totalement abusive ! Il existe plusieurs centaines de théoremes du point
fixe, et des livres entiers ne font qu'en citer et en citer des applications. L'un
des plus beaux, des plus surprenants, et le résultat suivant, dit théoreme du

point fixe de Brouwer :

Toute fonction continue d'un convexe compact de R" dans lui-méme admet

un point fixe.

Par exemple, si vous tournez votre café, a la fin il y a au moins une

particule qui sera toujours a la méme place!

C'est @ Emile Picard qu'on doit une premiére forme assez générale du
théoreme du point fixe, et surtout I'idée de l'utiliser pour démontrer des

résultats difficiles d'analyse.
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