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Introduction Générale

Dans les mathématiques 1’espace d’une propriété spéciale est des fois doté d’une
construction mathématique en plus, on ne peut pas considérer le mot «mathématiques
»comme limité mais c’est un terme général qui englobe certaines connaissances cette
discipline constitue une généralisation spécifique de 1’espace vectoriel en général ’espace
physique ou espace Hilbertien forme une base sur laquelle reposent les mécanismes du
tout, de ’ensemble.

Pour cela et vu I'importance de cette dimension des mathématiques connaissances
abstraites nous avons voulu qu’il soit le sujet de ce mémoire.

Nous allons présenter dans notre humble exposé un apercu autour de ’espace Hilber-
tien il y’a trois .

Dans le premier chapitre, nous donnerons une définition basique de I’espace vectoriel
bien sur apres avoir fait connaissance avec ’espace préhilbertien et ses spécifiés.

Dans le 2=°chapitre nous nous pencherons sur les théories essentielles (théorie des
projections etc....).

Dans le 3°=° chapitre nous comparerons la relation de I’espace vectoriel avec 1’espace
duil.

Ainsi avec 'aide de Dieu nous aurons clos ce mémoire.



Chapitre 1
Généralités

1.1 Espace vectoriel

Définition 1.1.1 (Espace vectoriel) :
Soit k un corps commutatif et E un ensemble non vide, on dit que F est un k espace
vectoriel ou un espace vectoriel sur k si E est muni de deux lov de composition.une loi
interne de groupe abélien note additivement [’élément neutre est note 0 et le symétrique
d’un élément quelque x est note conventionnellement (—zx) .
-Une loi externe c’est a dire une application de (k * E) dans E, notée multiplicativement
que vérifie les propriétés suivant : ¥V (x,y) € (E*xE),V(\pu) € (k+k) on a :

1) Az +y) = Iz + M.

2) A+ p)r = Ax + ux.

3) AMpx) = (Ap) @,

4) 1.z =

On dit aussi que les deux lois précédent munissent E d’une structure de k-espace ce

vecteur ou d’espace vectoriel sur K. les élément de E sont alors appelles des vecteurs.

Définition 1.1.2 (Sous espace vectoriel) :
Soit E un espace vectoriel sur le corps k et F' sous ensemble de E, on dit que F' un sous
espace vectoriel si :

a)Vr e FYye F:(x—y) e F.

b)Ve e FFVYAek: v € F.

Définition 1.1.3 (Combinaison linéaire) :
Soit E un espace vectoriel surk et x1, xa, ..., x,des vecteurs de E et soit A1, Aa, ..., Ay
de k alors le vecteur

ATy + AT + .+ AT,



Est une combinaison linéaire des vecteurs xi, T2, ..., Tp.

Définition 1.1.4 (La norme) :
Soit E un k-espace vectoriel (k =R ou C) une norme est une application de E dans R,
tel que :

a)Vz € E; (||z]| =0) <= (z =0).

bIV(A, x) € k* E = [|[Az|| = |A] ||z -

o)V(z,y) € B2, |l +yl < |zl + 1yl -

On appelle le couple (E,||.||) espace normé.

Remarque 1.1.5
On dit que un espace vectoriel normé c’est complet ou espace de Banach si pour tout suite

de Cauchy des éléments de ce espace est une suite converge dans méme espace.

1.2 Produite scalaire

Définition 1.2.1 (Application semi-linéaire) :
Soient E et ' deux espaces vectoriels complexes, on définie la application h : E — F.

On dit que h est semi-linéaire si vérifiée :

V(z,y) € E,h(x 4+ y) = h(x) + h(y).
Vo € E,VYA € C: h(\r) = Mh(x).

Définition 1.2.2 (Application linéaire) :
Soient E et F' deux espaces vectoriels complexes, on définie la application h tel que :

h:E — F. On dit que h est linéaire si vérifiée :

Vo,y € E, h(z+y) = h(z) + h(y).
Vr € E,VA € C: h(\x) = Ah(z).

Remarque 1.2.3

-La composition de deux applications semi-linéaires est une application linéaire.

-La composition d’application linéaire avec une application semi-linéaire est un application
semi-linéaire.

Définition 1.2.4 (sésquilinéaire) :

Soit E un espace vectoriel sur un corps k (k =R ou C). On appelle forme sésquilinéaire
sur E, toute application h définie de (E x E) dans k, linéaire par rapport a la premiére
variable et semi-linéaire par apporte & la deuxiéme variable.

Autrement dit :



h: ExE — k est sésquilinéaire st :
¢ Pour tout y fizé dans E, l'application partielle vt — h(x,y) est linéaire.
& Pour tout = fixé dans E, lapplication partielle y — h(x,y) est semi-linéaire.

Ces deux propriétés se résument comme suit : Vo, 5 € k,V x, o', 2"y, v, vy’ € E.

h(aa’ + ", y) = ah(a’,y) + Bh(z", y).
h(z, o + By") = ah(x,y') + 5h(m, y").

Il en découle aussitot que si (k =R ), h devient une forme bilinéaire ot :
Wz, ay) = ah(z,y).

Définition 1.2.5 (Hermitienne) :
On appelle forme hermitienne sur E tout forme Sésquilniere h sur E qui vérifiée la condi-

tion suivant :

h(z,y) =h(y,x), V(z,y) € (ExE).

Elle est dite positive si :
Ve € E, h(z,z) > 0.

Elle sera dite définie positive si :
Ve e E— {0}, h(z,x) > 0.

Proposition 1.2.6

St h est une forme sésquilinéaire sur E, alors :
(h est hermitienne) <= (Vo € E ,h(z,x) € R).

Preuve. :
La condition est évidemment nécessaire, en effet le nombre h(x, z) est réelle puisque est
hermitienne.

C’est-a-dire :
h(z,z) = h(z, ).
Pour la réciproque, nous considérons ces deux identités (facilement vérifiables) suivantes :

a) h(z +y,x+y) = h(z,x) + h(y,y) + h(z,y) + h(y, x).
b) h(iz +y,ix +y) = h(z,y) + h(y,y) +i[h(z,y) — h(y, 2)].



-Les éléments h(x + x,y + y),h(iz + y,ix + y),h(z + x) et h(y,y) sont par hypothes des

nombres réels. On en déduit que :

hz,y)+ h(y,x) = a, a € R.

Et
D’ou
1 .
May) = Gla—if)
W) = gla+if).
Il vient

h(z,y) = h(y, x).
(est-a-dire h est hermitienne. m

Proposition 1.2.7 (L’égalité de polarisation) :
-Soit E un espace vectoriel complexe et h une forme sésquilinéaire sur E, pour toutes
(x,y) € E, on a :

-Soit E& un espace vectoriel réelle et h bilinéaire symétrique sur E, pour toutes v,y € F,

on a .
4h(z,y) = h(z +y,z +y) — h(z —y, v — y).
Preuve. :

1) Soit £ un espace vectoriel complexe et h une forme sésquilinéaire sur F.

Soit (z,y) € E, on calcule expression suivante :

On a:
ih(z + iy, x +iy) — ih(x — 1y, x — 1y).
On pose :
Ay =ih(z + iy, + iy) — th(x — iy, x — 1y).
Ay =h(x+y,z+y) — hlz —y,x—y).
Alors :

Ay = i(h(x,z) +ih(z,y) +ih(y, ) +iih(y, y) — h(z, 2) + ih(z,y) + ih(y, ) — iih(y, y))
= 2h(z,y) — 2h(x,y). (*)



et

Ay = h(x,z) + hz,y) + h(y,z) + hly,y) — h(z,z) + h(z,y) + "y, z) — h(y,y)
= 2h(z,y) + 2h(y, x). (**)

De (%) + (%) on trouve :
dh(z,y) = Mz +y,x+y) — h(z —y,x —y) + ih(z + iy, x + iy) — ih(z — iy, @ — iy).

2) Soit F un espace vectoriel réel, et h une forme bilinéaire sur F pour toutes x,y € E
On a:

hrx+y,x+y)—hlx—y,x—y) = h(z,z)+ h(z,y) + h(y,x) + h(y,y) — h(z, )
+h(z,y) + hiy, ) = h(y, y)
= 2h(z,y) +2h(y,x)
= 4h(zx,y).

Définition 1.2.8 (produit scalaire) :
On appelle produite scalaire sur E toute forme sésquilinéaire hermitienne définie positive

h. On note :
ExE —k

(2, y) — h(z,y) = (z,9) .
Proposition 1.2.9 (Inégalité de Cauchy- Schwarz) :

Si h est une forme hermitienne positive, alors :
Va,y € E, |h(z,y)]* < h(z,z) * hy, y).

Preuve. :

Pour toute A\ de k on écrit :
0 < h(Az 4y, Az +y) = Ah(z, x) + h(y,y) + Ah(z,y) + Mh(y, ). (*)

Posons :
a=h(z,z), b="h(z,y) et ¢=h(y,y).

L’inégalité (x) prend la forme suivante :
ad + bA +bA + ¢ > 0. ()

7



#Si (a = ¢ = 0), on obtient de (x*) pour ( A = —b) :
—bb—bb = —2b]> > 0.

L’inégalité considérée est satisfaite dans ce cas :

#5i (a #0), on pose <)\ = —%) .11 vient :

b b b bb
—)(—=)——*b— — > 0.
(= )=2) = 2 xb= T 4 e>0
C’est-a-dire : )
—ﬂﬂzo.
a

D'ou: |b* < ac. w

Proposition 1.2.10 (Inégalité de Minkowski) :

Si h est un produit scalaire sur E, alors :

Va,y € E,\/[h(z +y, 2+ )] < V(@ 2)] + [y, ).

Preuve. :

On sait que :

hzx +y,z+y) = (x+y,z+y)
= (z,z) +2Re(x,y) + (y,y) .

Et que :

Re(z,y) < [(z,y)]
\/<:v,m) * \/<yay>‘

IN

Donc :

(x+y,z+y) < [\/(56,16)-1—\/(3/,3/)]2.

C’est-a-dire :

Vie+y,z+y) < Vi) + V().

Proposition 1.2.11 (Norme associée produite scalaire) :



St h un produite scalaire sur E, alors l'application,

N:F—R

z+— N(z) = /(z,z) = /h(z, ).

Définie une norme sur E.

Preuve. :
Evident I'inégalité de Minkowski assurant I'inégalité triangulaire. nous utiliserons ,bien

entendu, le symbole connu désignant une norme. On note :

N(z) = vz, z) = ||z

Signalons au passage que si h était seulement une forme hermitienne positive, alors I'ap-
plication N : x —— y/h(x, z) définirait une semi-norme. m



Chapitre 2

L’espace préhilbertienne

2.1 Identité du parallélogramme

Définition 2.1.1 (Espace préhilbertien) :
On appelle espace préhilbertien tout espace vectoriel muni d’une norme associée & un

produite scalaire.

Proposition 2.1.2 (Identité du parallélogramme) :

Pour tout x, y d’un espace préhilbertien h on a :
2 2 2 2
lz+ylI” + llz —yll” = 2lzl” + 2]y [I”

On lit : Dans un parallélogramme la somme des carrés des longueurs de ses diagonales

est égale a la somme des carrés des longueurs ses cotés.

Preuve. :

Il suffit, pour la preuve, d’effectuer le calcul suivant :

lz+yl* = (r+y.a+y)=Iz]*+yl* +2Re(z,y). (*)
2 2 2
le—yll” = (&—yz—y) =lz]" +[lyl" — 2Re (z,y). (**)

L’addition de (x) et (#*) on trouve :
2 2 2 2
Iz + 1"+ llz =yl =2 (lllI” + llyl) -

Proposition 2.1.3
Pour qu’un espace normé E soit préhilbertien il faut et il suffit que sa norme satis fasse

a Uidentité du parallélogramme.

10



Preuve. :

Notion tout d’abord que nous allons traiter ce théoréme dans le cas (k = R). Nous
laissons au lecteur le soin de procéder a sa généralisation au cas (k = C).
La condition est évidement nécessaire.

Réciproquement posons :

h@w)zﬁuDZin+yW—Hx—MW,%yGE- (1)

Et montrons que si Iidentité du parallélogramme est vérifiée, alors I’expression (1)
présente une application A satisfaisant aux conditions d’un produit scalaire.

Si (x = y), la relation (1) donne :

hz,y) = S2ll]’)

C’est précisément la norme que définit un produit scalaire sur E. De plus on a :
hz,z) = ||z||* = (z,z) > 0.

Ce qui signifie que h est définie positive par ailleurs, on déduit de (1) que :
Va,y € E h(x,y) = h(y, x).

C’est-a-dire h est symétrique.
Intéressons-nous a présent a la bilinéarité de h, considérons a cet effet I’application ¢

définie comme ceci :
p(r,y,2) =4z +y,2) = (2,2) = (1, 2)); 29,2 € E.
C’est-a-dire :
pz,y,2) = |z +y+ 2" =l +y =z =z + 2" +llz — 21" = lly + 2| +[ly — =II*. (2)

Montrons que ¢ est nulle, en vertu de I'identité du parallélogramme, on écrit :
2
lz+y % 2" = 2(|z + 2| +llyl®) = Il £y +z2]*.

11



La relation (2) devient :
2 2 2 2 2 2
ple,y,2) = —lle+y— 2 +llz —y — 2P+ lle + 27 =l = 2" = lly + 21"+ lly — 2[I” (3)

En additionnant(2) et (3) on obtient :

1
2 2 2 2 2 2
e +y+ 20"+ lly +2 = 2l'] =5 [ly = 2 + 2l + lly = 2 = 2] =lly + =" +lly — 21"

N | —

o(z,y,2) =

Le premier terme du membre droit de cette égalité est égal, en vertu de l'identité de
parallélogramme, a
2 2
ly + 2l + [l

Tandis que le second vaut

2 2
=y = =2[" = ll=[”

On aboutit finalement a
o(x,y,z) =0.
Ainsi on vient de prouver que :
Vo, y, z € E, Wz +y,2)=h(z,2)+h(y,2).
Il nous reste & montrer
YAeR,Vx, y € E, h(\x,y) =\ h(zx,y).

Pour ce faire, on considére I'application ¢ suivante :

w<)\) = <)\.Z',y> - )\<$,y>, x, Y€ E> AeR.
De (1) il vient
1
¥(0) =7 [lyll” = ll=I] =0 et w(-1)=0.

Cela nous permet d’obtenir : Vn € Z,

(nx,y) = (sgnn(z+..+x),y)
= (sgnn)[{z,y) + ...+ (z,1)]
= |nf(sgnn)(z,y)
= n{zr,y).

(sgn n désigne le signe de n).

12



D’ou ¢)(n) =0, Vn € Z.

Maintenant, si p et ¢ sont deux entiers tels que ¢ # 0, alors :
D _ ~p /1 p
—ry ) =p( .Y ) =g Ty ) == (T.y).
q q q q q

B(\) =0, VA € Q.

Ce qui donne

Comme 1) est continue (vérifier-le), on conclut que :
P(A) =0,VA e R.

Ce qui permet d’affirmer, enfin que h est un produit scalaire, Le théoréme est achevé. m

2.2 Orthogonalité

Définition 2.2.1 (Orthogonalité) :

Le produite scalaire permet dans le cas d’un espace préhelppertienne réel, non seulement
de déterminer la longueur (norme) d’un vecteur, mais aussi l'ongle que délimitent deux
vecteurs, plus clairement, 'ongle 6 formé par les vecteurs x et y s’obtient a’ l’aide de la
forme suivent :

cosf =

(z,y) *)
) 1yl
On wvoit grice a linégalité de Cauchy-Schwarz, que le second membre de (x) a valeur
absolue ne dépassant pas 1, ce qui fait que (x) définit un angle 0 compris entre 0 et 7
quels que soient x et y non nuls. si (x,y) = 0, on obtient 0 = 5. On dit dans ce cas
que les vecteurs x et y sont orthogonaux. Dans le cas complexe, la notion d’angle se perd

néanmoins, l’orthogonalité est conservée.

Définition 2.2.2
Soient x et y deux éléments d’un espace préhelbertien h. On dit qu’ils sont orthogonauz,
si leur produit scalaire est nul. On note :

vty <= (z,9) = 0.

Exemple 2.2.3

1) On prend (E = C") muni de son produite scalaire (désormais) classique :

13



(x,y) = > x;7;, et on considére la famille de vecteurs :
i=1

<€a)a:1,2, ety n (07 ) 07 %7 17 0 [ 0)

Pour tout «, 3 tels que o # 3 on a etegs, car {eq,ez) = 0.
2) On pose ((|—m, 7], R) avec :

(f,9) = /_7r f()g(t)dt.

On considére dans E la famille (f,,), définie par f,(t) = cosnt, n >0, Pour tout :
m,neN, (m#n) ona:

<fn7fm> = / cos nt cos mtdt

—T

— % /7r [cos(m + n)t + cos(m — n)t] dt

= 0.

—T

Proposition 2.2.4 (Elémentaires)

i) VeeE x10.
i) Vo, y€E, Vo, €k, 1w Ly= artpPy.
iii) Yx, ye E, (v Ly)= (y L z).

iiit) Ve € B, Yy; € E, Yo, €k; (x L y;) = ($L2aiyi) )
i=1

Définition 2.2.5
Soit F une partie non vide d’un espace préhelbertien h. On dit qu’un élément x de h est

orthogonal a F s’il est orthogonal o chaque point Y de F'. On écrit :
rlF < (z,y) =0, Yy € F.

1l découle aussitot de cette définition que le vecteur nul est orthogonal a toute partie non
vide de h.

Définition 2.2.6
Sotent Fy et Fy deux partie non vide d’un espace préhelbertien h. On dit qu’ils sont or-

thogonal c’est toute pointe de l'une est orthogonal a chaque de l'autre. On note :

(il F) < NVxeF,VYyel, (z, y)=0).

14



Par ailleurs, On appelle orthogonal d’un partie F' de h, l’ensemble des éléments de h
orthogonal ¢ F. On le note F*. On a :

Ft={xech/ (z,y)=0,Vyc F}.

Proposition 2.2.7

Soit F' un sous espace vectoriel de espace préhilbertien h. On a les propositions suivantes :
* F+ ferme.
*F C F+t.

Preuve. :

(Ft = FL) > (F*fermé).

Ona: FL c F, il claire. On montre FX > F,
soit x € FL, donc 3(z,), C F* / x, — x.

Alors :
((zn), CFY) = (((wa),y)=0), Yy F
— (Jim_(e2) ) =0)
= (i v) =0)
= ((z,y) =0).
Dou z € F+.
Soit x € F' :

(re€F) = ({z,y)=0), Vyec F*
— (weF'Y)

— (FCF).
||

Théoréme 2.2.8 :
Soit h un espace préhilbertien sur C. On a : Vx,y € h.

2]l + 1yl = [l +
(zly) <= et

2 2 . 112
2l + lyll™ = [l + ]l

15



Preuve. :

Soient z, y € h tel que xty, on a :

lz+ylI* = 2|® +2Re {z,y) + |yl*.
T 2 2
|z +iyll” = [l@]]” +2Im(z, y) + [[y|"

mais que -y alors :
Im (z,9) =0, Re(z,y) =0.

Donc :

2 2 2
lz+ylI" = l=l” + vl

lz +ayll® = llal® + llyl.

2.3 Bases hilbertiennes

Définition 2.3.1

Soient (€;)ier une famille orthogonale d’un espace préhilbertien h et x un point de h.
On a appelle composante d’ordre i de x suivant cette famille le nombre &; de k défini
par :

&, S’appelle coefficient de Fourier de x par rapport o (€;)ic;-

Définition 2.3.2

Une famille orthogonale (e;)ic; d’un espace préhilbertien h sera dite base hilbertienne
de h si elle y est totale.
Autrement dit (e;);c;, est une base hilbertienne de h si,
’L) \V/('L,]) S ]27 < Gi,6j> =0.
i#]
i) vViel, |e] =1

Par suite, on écrit :

Vo eh, 3Ny Ck /[ 2=) Nes.

el
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Proposition 2.3.3
Pour qu’une famille soit une base d’un espace préhilbertien h il faut et il suffit qu’elle soit

maximale.

Preuve. :

Signalons de prime abord qu’une famille (¢;);c; est dite maximale s’il n’existe pas de
vecteur non nul orthogonal a chaque élément e; de la famille. La condition est évidemment

nécessaire puisque :

Inversement, on a :

D’ou :

17



Chapitre 3

Espace de Hilbert

3.1 La projection

Définition 3.1.1 (Espace de Hilbert) :

On appelle espace de Hilbert (ou Hilbertien) tout espace préhilbertien complet.
Donc espace de Hilbert et un espace vectoriel muni d’un norme, ce espace est complet

pour la norme N(x) = +/(z,x) et on not : H.

Définition 3.1.2
Soit F' une partie fermée d’un espace métrique (E, d). Soit x un point de E. On appelle

projection de x sur F' tout point y de F' vérifiant :

d(z,y) = d(z,F)
= infd(z,y).

yeF

Théoréme 3.1.3

Soit H un espace de Hilbert et (k C H) conveze fermé non vide alors : pour tout

f € H, il existe x unique dans k tel que :

If ==l = min|f -yl
= d(f=k)
= inf|[f -yl
ye

18



D’outre part x vérifié le propriété suivant :

rek
(f=2f-y) <0 Vyek
On pose x = ppf est une projection de [ sur k.

Preuve. :
¢ L’existence :

Soit f € H.
1)Si f € k alors : d(f, k) = 0 il suffit on pose z = f.
2)Si f € k on pose d = inf||f —y|.

yek
Soit y € k d’aprés la propriété caractéristique de in f alors :

Vyek:|f—yl=d
pour € > 0, il existe y. € k tel que :
If = 5ell < d+e
Onprendz—::%telque:neN
de (x) et (+x) on a il existe y, € k tel que : d < || f —ynl| < d+ 2.
Alors :

d< lm |[f —gall < Tim (d+7)

d< lm [|f—y| <d.

Donc : i —yall = d=inf || f —y].
onc: lm [lf —ynll inf || f —y]

On montre que (y,) est une suite de Cauchy

?
Hyn - ymH " — 0.

,M—+00

On utilise identité du parallélogramme.

On pose y = f — yu et © = f — y,, on trouve :

1=t = F vl + 1 =+ F—vml® =21 —wl*+1f = ul].

Donc :
H2f — Yn — ymH2 + Hym - yn”2 =2 ”f - yn||2 +2 Hf - ymH2

19



Par suit :

2

Yn + Ym
i =l =207 = g+ 21 =l = 4 | 7 - L2
Et comme 2 T m € k (car k est fermé) on a :
4Hf_yn+Tym < A

N

1 1\
lom =l < 2+ 22 (a2 ) = 127 = = o)

1 1\2

2 1 2 1
< 2P+ Zd+ = + 282+ Sd+ — — 4d?
n n2 m m2
2 1 2 1
< —d+—2+—d+—2.
n n m m

Passant a la limite (n, m) — 400 on trouve :

li w — yml|® = 0.

ol g =y

Donc (y,) est une suite de Cauchy sur H complet alors (y,) est converge donc il existe
r € H tel que :

lim y, = x.
n—-+o0o

Comme que k fermé et (y,) C k, alors x € k.
On montre la équivalente (i <= ii) .

1)i = i) on pose x € k

If ==l = Z';;{Ilf—fﬂll
If =yl lf ==l vy € k

If=9l> < If —z|*vy et

IN
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On prend t€ [0,1] et z € k tel que : y = (1 — t)x + tz, 2z € k.On trouve :

I f=yll* = [If = (1 —t)z—tz|”
= |If—z—tz—2)|’
= (f—ax—tlx—2),f—x—tlx—2)
= (f—a,f-2)—t{f—a,f—2)—t{z—2z,f—2)+1?(x—2z,2—2)
= f—al’ =2t(f =2, f—z—2) + |z — 2|,

Donc

—2{f —a,f—x—z)+ |z — 2|

Par passant & la limite pour ¢ — 0 On trouve :
Veek,(f—z,z—z) <0.
2)i <= ii) On suppose que tout z € k que :

(f —x,z—1x) <0.

On a
If—zl> = |f—y+y—z|
= (f—y+ty-—zf-y+y-2
= | f-ylP+lly—alP+2{f-y+y—a).
Mais :
(f-yty-—2) = (f-a+a—yf-otaty)
= (f-z+z—y) —ly—=|.
Alors :
If=al® = 1f=ul” = 20 —wy—2)—[ly—al* <0
If—z)®> < |If—yl®, Ve ek
If ==z < |f=yll, Ve ek
Donc :

If = x|l = inflf =]l
yek

21



4La unicité :

On montre que = est unique.

On suppose que 1, ro deux projections de f sur k donc ils vérifient pour tout z € k

On veut que montrer x; = z5. On substitutions z a (1) par z; et z a (2) par xo, par
I'addition (1) et (2). On trouve :

(f—21—f+a,m—2) <0
0 S ||ZE2—JI1||2§O
Alors :
(1‘2—1’1:0):}(1'121'2).
| ]

Conclusion 3.1.4
Pour tout fi, fo € H : ||ppfi-prfoll < | fi — foll -

Preuve. :

On pose
Ty = prfo, T1 = prfo.

Avec (z1,22) € k et vérifient :

<f1+$1,z—x1>,Vz € k. (1)
(fot+aa,2—19), V2 € k. (2)

Donc
<f1 — T1,T — $1> S 0 et <f2 — T2, — x2> S 0.
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Par adition

(fi —x1, 29 — 1) + (fo— 29,01 —22) < 0
(fi—zi,x0—x1)+ (fo— 22,21 —22) < 0
(fi—21,m0—21) = (fo — 22,21 —2) < 0
(fi—x1— fotao,20—21) < 0
(fi— fa,ze — 1) + (x2o — 21,20 — 1) < 0
<f1—f2,$2—$1>+H$1—372H2 < 0.
Alors :
HfUl—ﬂCzH2 < —(fi— fa,m2 — 1)
< (fi = fa, 1 — @2)
< f = fall x o — 2o, 20 # 2.
Alors :
If1 = foll > [Jo1 — 22| .
m

Conclusion 3.1.5

Soit H une espace de Hilbert et M € H un sous espace vectoriel fermé, et soit f € H On

v f@: i)x e M
b i) (fi — ) = 0.y € M

a donc :

Preuve. :
(fi—zy—x)<0,Yye M :OnposezeM,y=tz,

<f—$,t2>—<f—$,$>
t(f—I,Z>—<f—.%’,x>
t < (f—uz2) <(f—x2).

(f —x,tz —x)

Pour t > 0, y = —tz,

(f—z,—tz) <0) = (—t(f—uz,z



On calculons ((f — z,x)) :

(y=22) = ({(f—=z,2)<0),2reM
(y=0) = ({(f—-z,—2)<0),0e M
— (= (f —=z,2) <0)
= (0<(f—uz,z)<0)

— ({(f —z,2) =0)
— ((f—=,2)=0)

3.2 Dual d’un espace Hilbert

Représentation du dual

Rappelons que le dual de H est H' = {p : H — k, ¢ linéaire continue}.

Savoir donner une représentation "concréte" du dual d’un espace fonctionnel permet
souvent de résoudre des problémes sur ’espace lui méme.

Nous avons vu que pour tout y € H la forme linéaire (.,y) est continue c’est-a-dire

un élément du dual H’, il savoir que tous les éléments de H' sont de cette forme.

Théoréme 3.2.1 (Fréchet-Reisz) :
Soit H un espace de Hilbert, alors pour tout ¢ € H', il existe un unique y € H tel que :

Vo e H, p(z) = (x,y) .

De plus :
1l = 1yl -

Preuve. :
¢La unicité :

Soit ¢ € H', supposons qu'il existe (y1,y2) € H tel que : Vo € H : p(z) = (z,y;) et
o(x) = (z,ys2). Donc

({2, 91) = (2, 91)) = ({x, 91 — 92) = 0).

Donc :
(yl—yg) € f]L = {0}
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D’ou y; = ya.

#Les existence :
Sip =0 il existe y = 0, tel que :
Ve e H, p(z) = (x,0) = 0.

Si ¢ # 0, sur H (ie : ker (p) # H). Mais ker (¢) est fermé (ker (¢)=¢*({0})),
¢ continue donc ker (@)= # {0}.
Soit 39 € F* et 19 # 0,

Vee H, ©— P(@) Yo =z € ker(yp).
¢ (Yo)
Donc : () ()
P T P\ 2
T — , =0) <= |(r,y ——= =0).
<< (o)™ y0> ) (< Y) ©(yo) ool )
Donc :
pla) = 290y
19oll
z, @(yogyo .
[0l
On prend y = @yo. On trouve :

Vo e H p(x) = (z,y) .

Montrons que :

el = Nyl -
On a:
Vee H, JyeH, ox)=/ (xvy).
Donc :
(@) = [{z,y)]
< [yl
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Alors :

el = sup, ()] < Sup, N
el < llylly- (1)
D’autre part :
lyl* = 1y, )]
= |
< el llyll-
Donc :
1yl < llellp - (2)

De (1) et (2) on trouve que :
el = Nyl

Remarque 3.2.2 :
Le théoréme de représentation de (Reisz-Fréchet) caractérise le dual topologique d’un es-
pace de Hilbert il montre comment on obtient toutes les formes linéaires continues sur un

espace de Hilbert.

3.3 Orthogonalité

Définition 3.3.1
Soient x et y deux vecteurs d’un espace Hilbert H. On dit qu’ils sont orthogonaux, si leur
produit scalaire est nul. On note :

(zLly) <= ({z,y) = 0).

Définition 3.3.2
Soit (z,,) une suite dans H on dit que (z,,) est orthogonal si tous les éléments de (x,,) est

orthogonaux deux & deux :
(T, Ti) = 0, VY0 # m.

Corollaire 3.3.3

Soit H un espace de Hilbert et F' un sous espace vectoriel fermé de H alors :
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1) F*- = F.
2) H+ = {0} .
3) F est dense dans H si et seulement si F+ = {0} .

Preuve. :

1) Pour montre que F*+ = F il suffit montre que :
F+oFet F*CF

On a:
FCcF*+t— FcFLL,

Mais F++ = FLL, donc F C F*-.
D’autre part F C FX, alors FL C F*, par suite F1+ .
Mais :
F=F
Donc : F++ C F.
Alors : FH- =F
2) 11 est clair.
3) On suppose que F' dense dans H.
(F dense dans H) < (F = H),
<:)FL = H' et on a H+ = {0}, alors : T = {0} mais F' = .
Donc :
F+=1{0}.
—)On suppose que F* = {0} et on a, F = Froet HY = {0}, alors o= H*, par
suite B = HLL,
Donc :
F=H.

Définition 3.3.4
Soit H un espace de Hilbert une famille (e;);c; des vecteur de H est dite :
1) Orthogonal si : (e;,e;) = 0,Vj,i € I avec i # j.

2) Orthonormée si :

(€i,e;) =0,Vjiel eti#j
<ei;€i> = 17\V/Z el .

3) Totale si vect((e;)icr) est dense dans H.
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Ezxemple 3.3.5

Dans l’espace de Hilbert L2(N) la famille (e;)i>1 tel que : e; = (0,0, ..., 0, 1, 0,

est orthonormée.

Posons (€in), ., = €, donc :
+o0
(eire5) = ((€in), (€0)) = D einin.
n=1

Ona:

(€in€jimn =0 st 1#7) = ((es,ej) =0).

(einCjn=1 sii=j) = ((ei,e;) =1V i>1).

Donc la famille (e;);>1 est orthonormée.

Lemme 3.3.6

)

Soit (x1, 2, , Tx) des vecteurs orthogonaux deux & deux dans un espace Hilbert alors :

2 n
2
=D llall®.
k=1

n
D _a
k=1

Preuve. :

Soit (xy) des ensembles des vecteurs orthogonaux deux o deuz, pour tout n,m € N tel

que (n #£m), on a

(Tp, Tm) = 0.

2 n n
= Tk, E T
k=1

Et on a :

n
D
k=1

(*)



Par utilisons la relation (%) on trouve :

2

= (21,71 = (T2, T3) + oo + (T, T3)

n
D
k=1

= lzal® + llz2ll® + oo +
n
2
= > llzl®.
k=1

Corollaire 3.3.7 :

1) Tout famille orthonormée est libre.

2) (e;)icr est une famille totale si seulement si la condition ((z,e) = 0,Vi € ) =
(x =0).

Preuve. :

1) Soit (e;)icr une famille orthonormée.

Supposons que Y aje; =0 avec J € I et J finie doncVi € J :
jeJ

<Zaj€j, 6i> =0 <«— ZO&j <€j, 6i> =0« Q; <€i7€i> =0

jed jEJ
< oy = 0.
Alors la famille (e;);e; est libre.
2) Soit une famille de H et F' = vect(e;)ier-
=) Supposons que (e;);c; est une famille totale alors F' est dense dans H.

Donc :
F=H<+< F+={0}.

Suppose de plus que :
(r,e;) =0,Viel.

Donc :
Vy € F,(x,y) = 0.

Dot x € F+ donc x = 0,
<) Supposons que :

((r,e;) =0,Vie )= (x=0).
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Soit :
ye Ft Yiel, e €F.

Donc :

(y,e;) =0,Vie I =y =0.

D’ou F+ = {0} alors la famille (e;)ic; est totale.

Lemme 3.3.8

Soit (e;)icr une suite finie des vecteur orthonormée dans espace vectoriel. On pose vect(e;)icr

pour tout vecteur x € H, y = > (z;,e;)e; est un projection orthogonal de x sur F.
i=1

ie) :y € F et (xr —y) orthogonal sur F.

Preuve. :

On montre que y € F.
On a:

n

Y= Z (x5, €) €.

=1
y est une combinaison linéaire de e; alors y € F.

Pour montrer que (z —y) orthogonal sur F il suffit montrer que (z —y,z) = 0,
Vz € F.

Soit z € F,

(x —y,z) = <x—Z(wi,ei) ei,z> ,Vz € F.

=1

Comme z € I alors il existe «; tel que :

n
z = E oajej.
j=1

Et on a:
<l’ - Y, €j> - <l‘7€j> - <y7€j> = 0.

comme (z — y) orthogonal sur tout les vecteurs (e;) alors (z — y) orthogonal sur F.
]

Proposition 3.3.9 (projection et orthogonale) :
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Pr(x) = Z<€"” x)ey

Preuve. :
n

On pose y = > (x,ex) ex, il suffit de montrer que v —y € F+,Vi=1,2, ...,n ona:
k=1

<ei7$ - y> = <ei7$> - <eivy>

Alors x —y € F*, donc :

PF(QZ) = Yy

= <.CE, €k> €.

=
Il
—

Définition 3.3.10 (Famille sommable) :
Soit E un espace normé, I est un ensemble quelconque et (x;),.; une famille d’élément

de E, on dit que la famille (x;),.; est sommable de somme (S) € E et on écrit (S) =)
el

x;, st pour tout ¢ > 0. Il existe une partie finie J C I tel que : Pour tout partie K C I
i€k
Lemme 3.3.11 (Inégalité de Bessel) :

Si (e;)icr est une famille orthonormée d’un espace de Hilbert H, alors pour tout = € H,

avec J C K et soit < e la somme S est unique.

la famille (|{z;, ei>|2)i61 est sommable dans R et on a :

> Nai e < ||lzl* (Inégalité de Bessel).

iel
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Preuve. :

Pour toute partie finie J de I, on pose :

y:x—Z(x,ej>ej.
jeT
Il est claire que : y € (vect(ej)jeJ)l, on a :
x:y+z<w,ej)ej.
jeg
Alors :

2

Bl
I

y+z<x,ej>ej

jeJ
> (wee

jeJ
= yl*+ > [, ej) e

jed

> > weg) el

Jj€J

2
2
Iyl +

Alors Pensemble des sommes finies est majoré par ||z||”, donc la forme (| (s, ei>|2)ie , est

2 2
> lwien* < Jlz)*

i€l

sommable et on a :

Lemme 3.3.12

Soit (x,)n>0 une suite orthogonale dans espace de Hilbert H. La série des vecteurs Y xy,

est convergente si et seulement si :

> flakl® < +o0.

Remarque 3.3.13

Soient (T,)n>0 une suite orthonormée dans espace de Hilbert H. La série des vecteurs

32



+o00
> crer est convergente dans H si et seulement si :
k=0

“+00
2
E |ck|” < 4o0.
k=0
Dans ce cas on a :

2 i
=2l
k=0

—+o00
E Ck€k
k=0

Lemme 3.3.14
Soit (en)n>0 une suite orthonormée dans un espace de Hilbert H, et F est un espace
vectoriel fermé engendré par la suite (e,)n>0 Pour tout (y € F) on a :
+o0
Yy = Z (yi, €i) €.

=1

Preuve. :
Soit y € F' et soit z € F' définie par :

+oo
Z = E Cr€f.
k=0

Tel que :
Cp = <y7 ek) :
+o00o

D’aprés lemme précédent on a La série Y crey, est convergente, il faut montrer facilement
k=0

que ¢; = (y,e;) et (y—z,e;) =0, alors (z —y) L F, et comme y € F, z € F, alors
(z —y) € F, Donc :

“+o0o
Yy=z= E CrCL.
k=0
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Conclusion

Nous somme accomplir ce modeste travail que nous avons touché a travers les trois

chapitres d’étude de I’espace de Hilbert.
Comme nous ’avons dispersé ses louanges et nous ’avons connues leur ségrégations

majeur, leur concept est un acquittement plus important dans ses caractéristiques et

exposés a sa base Hilbertien.
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