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Introduction Générale

L’algebre de Banach est un chapitre trés important dans ’analyse fonctionnelle elle
est consacrés a ’espace de Banach tel que, on définit une lois interne sur ce espace qui
vérifie quelques propriétés.

Le but de cette algebre est a la fois d’appliquer quelques notions topologiques et de
développer les outils essentiels de ’espace des opérateurs linéaire borné donné comme un
exemple.

Dans un premier temps, nous faisons une généralité sur quelques notions nécessaire
tel que :Normes et espaces vectoriels normé, espace de Banach et fonction d’une variable
complexe.

Apres dans le chapitre 02, nous définissons ’algébre de Banach, nous étudions ensuite
quelque propriété des algebres de Banach.

Dans le chapitre 03, nous définissons la théorie spectrale et la résolvante.

Enfin, dans le chapitre 04, nous abordons I’étude de I’idéale de I'algebre de Banach,
c’estdonné un exemple de I'algébre de Banach trés importants que nous établissons le lien

entre cette algebre et les opérateurs bornés ce exemple est ’espace des opérateurs bornés

L(E).



Chapitre 1
Généralités

1.1 Normes et espaces vectoriels normes

1.1.1 Normes :

On désigne ici par k le corps h des nombres réels ou le corps G des nombres complexes.

Définition 1.1.1 soit £ unk_espace (k est R ou G)
1. on appelle norme sur E une application note¢ x — ||z|| de E dans Ryayant les
proprietés sutvantes :
(a) ||z] =0< =0 (séparation)
(b) VA e R.Vz € E, || \x|| = |\ - ||z]| (homogéniéte)
(c) Vx,y € E |z +y| < |z|| + |lyll (inegalité triangulaire)
2. E est alors nommé espace vectoriel norme.

3. Notons que si k = R, |\| est la valeur absolue de \ et sik = G,|\| est le module de
A

Définition 1.1.2 (Distance associé a une norme) Soit E' un k_espace normé,on appelle

distance associeé a la norme ||.||, l‘application définie par

I E — R*
(z3y) +— d(z,y)=|lz—y].

(1.1)

1.1.2 Espaces vectoriels normeés

Définition 1.1.3 Un espace vectoriel normeé réel [resp complexe] est un couple constitué

par un espace vectoriel E réel [complexe] et par une norme ||.|| sur l‘espace vectoriel E.

3



On abrégera souvent espace vectoriel normé en e.v.n

un e.v.n sera noté (K, ||.||) ou Ej.

1.1.3 Seérie dans un espace vectoriel normeé

Soit E un espace vectoriel norme, le corps des scalaires k et R ou C considérons une

suite (z,) _y de points de E ,pour tout n € N posons :

neN

Sn:$0+$1++$n

On definit ainsi une nouvelle suite (S,), .y a partir de la premiere pour tout n > 1

on a

Tp = Sn - Pn—1-

Définition 1.1.4 On appele série attachée a une suite (v,,), .yde point d’un espace vec-

definie par

n
k=0

toriel normeé la suite (Sy),cxs

01
T, est nomme le terme général de la série convergente

S, est nommé la somme partielle de rang n.

Série convergente :

Définition 1.1.5 La série (x,,) est dite convergente si la suite (Sy,), oy @ une limite dans

ce cas la limite S = lim S,, se nomme la somme de la série.
n—4o0o

La série (vy,) est dite divergente si la suite (Sy),cy n'a pas de limite.

Serie normalement convergent :

Définition 1.1.6 Soit (E,||.|) un espace vectoriel norme.
Une série Y x, ol x, € E est dite normalement convergente si la série des nombres réel
n>0

S ||zl converge.
n>0



1.1.4 Application lineaires continues

Définition 1.1.7 Soit (E,N),(F,N’) deux espaces vectoriels normés et soit () une ap-
plication lineaire de E dans F ,on rappelle qu’une application () de E dans F' est dite

linéaire si pour tout (z,y) € E? et tout \ € k

Q(z+Ay) = Q(z) +AQ (y).
Théoréme 1.1.8 Soit ) une application linéaire de E dans F' ,les propositions suivants
sont équivalents :

1. Q est continue sur E
2. @ est continue en 0

3. Q est uniformément continue sur E

Définition 1.1.9 (Application lineaire bornée) Q) est dite bornée sur E si () est bornée

sur la boule unité c‘est-a-dire s‘il existe ¢ > 0 tel que :
N'(Q(x)) <e,Vz € B(0,1).
Théoréme 1.1.10 Soit QQ une application lineaire de E dans F' ,les propsitions suivantes

sont équivalentes :

1. Q est continue sur K
2. @ est borné
3. Q) est lipschitizienne sur E

4. il existe une constante k telle que :

Ve e E:|f (0)llp <kl (1.2)

Normes d‘une application lineaire continue :

Soit L (E, F) l‘ensemble des applications lineaires continues de l‘e.v.n (£, N) dans
l‘e.v.n (E, N’) c‘est un espace vectoriel ,on peut définie différents normes mais il y a un

procéde canonique :

1@y = sup N'(Q (2)).

N(z)<1



Proposition 1.1.11 L‘application N qui & QQ € L (E, F),l‘application lineaire continue
de (E, F) dans (F,N') définie par :

QN sy = sup N'(Q(x))

N(z)<1

— sw N (Q@))

z€5(0,1)
N/
— s (Q(x))7
see\joy IV (T)

est une norme sur l‘éspace vectoriel L (E, F) .

1.1.5 Espaces d‘application multilineaire continues

Définition 1.1.12 Soit (E;), <i<pn une famille d‘espaces vecoriels,on dit qu‘une applica-
tion [ de Ey X ... X E, dans F est n-lineaire (ou multilineaire) si et seulememt si pour
tout i fize et tout (:Ej)#l. fizé.x; — f(x1,...,x,) est lineaire sur E;.

on dit que f est lineaire par rapport a chacune de ses variables

Remarque 1.1.13 On peut identifier l‘ensemble des applications multilineaires a.
L (FEy, L(Ey, L(Es,...L(E,, F))..)) il suffit juste d‘identifier F (Ey X ... X E,, F).
avec F (E,F(Ey, F(Es, .. F(E,, F))..))

Proposition 1.1.14 une application multilineaire est continue si et seulement s‘il existe

une constante k telle que :

V(7)) 1<icn € B1 X oo X By || f (20, )| Sk (lzally s s lznll,) -

1.1.6 Différentiabilité dans une espace normeé

Définition 1.1.15 Soient E et F' deux e.v.n sur K.

Q un ouvert de E et soit f : Q — F une application soit a € ) on dit que f est
differentiable au point a s‘il existe une application lineaire et continue L : E — F tel
que :

fla+h)=f(a)+L(h)+ k| €L, (1. 1)

avec }llii%g (h) =0.

dans ce cas L € L (E, F) est unique on dit que L est la differentielle de f au point a.
on note L = Df (a) et on note Df (a)h au liew de L (h) pour h € E.

l‘application differentielle de f et est notee Df :

Df:Q— L(E,F)

6



en géneral Df n‘est pas lineaire dans la formule (1.1) l‘expression f(a+ h) & un sens

pour ||h|| suffisamment petit puisque §) est un ouvert
Ir>0,||h|| <r=a+heQ,

si f est differentiable au point a alors f est nécéssairement continue au point a car d‘aprés

(1.1)
If (a+h) = f(a)llp < cllbll + 1Al lle (R)]].-

ot ¢ = ||L|| et le membre droite tend vers 0 quand||h|| — 0.

1.2 Espace de Banach

Définition 1.2.1 Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé on dit que (E, ||.||) est un espace

de Banach si et seulement s‘il est complet

Définition 1.2.2 Un espace de Banach est un espace vectoriel A sur R ou C muni d‘une

norme ||.|| : A — RY vérifiant les axiomes :
la+0ll < flall +[o]] et o] =0=a=0,

et qui est topologiquement compléte pour cette norme.

Proposition 1.2.3 Soit (E,||.||) un espace de Banach ,si B, est une suite de boule em-

boiteé alors ﬂNBn est non vide
ne

Lemme 1.2.4 Si E et F' sont des espaces de Banach ,il en est de méme de E X F' quand

on le minuit de [‘une quelconque des normes

Iz, )l = sup ([l=[], lyll)
Izl =Nzl + vl

Il = el +llyl®.

Caractérisation par les séries :

un espace vectoriel norme est un espace de Banach si et seulment si toute série

absolument convergente.

Exemple 1.2.5 par la suite k peut étre remplacé par R ou C.

les espace eunclidiens munis de la norme ||z|| = /> x;T; ot T; est le conjugué de x; et
i=1

7



x = (21, T2, ..2,) sont des espace de Banach

l‘espace des fonctions continues définies sur un intervelle :
fila,b] — k.

muni de la norme || f|| = sup (|f (x)|) forme un espace de Banach.

1.2.1 Théoreme de Hahn-Banach
Théoréme 1.2.6 Soit E un espace vectoriel sur R et
p: E— R,

soit G un sous espace vectoriel de E et g : G — R une forme lineaire sur G vérifiant :
g(x) <p(x),Vxed,

alors il existe une forme lineaire f definie sur E et prolongeant g telle que :
f(z)<p(x),VreE,

Corollaire 1.2.7 Soient X un espace normé et x € X , il existe x* € X telle que :

v* (2) = ||zl et [l2"]| < 1.

1.3 Fonction d‘une variable complexe

1.3.1 Deéfinition d‘une fonction analytique

Soit U un ouvert de C et F' une fonction de U dans C on dit que F' est analytique dans

U lorsque ,pour tout Z, € U il existe une série entiere > a,Z" de rayon de convergence
n>0

p >0 et un reel € € |0, p[ tel que pour tout Z € D € (Zy,e) :
0

F(Z)= an(Z — Zp)".

n=0

1.3.2 Deéfinition d‘une fonction holomorphe

Soit U un ouvert de C et Zy € U , une fonction f : U — C est dite C-derivable en

Zy lorsque le taux de variation :



(F(2) - F (%))
(Z — Zyp) ’
posséde une limite lorsque le Z tend vers Zy dans C , on note F’ (Zy) cette limite
lorsque F' est dérivable en tout point de U , elle est dite holomorphe dans U.

Théoréme 1.3.1 Soit f : C — C une fonction holomorphe sur un ouvert U de Cpour

tout point Zy € U , [ est infiniment dérivable en Zy et il existe un voisinage V' de Zy sur

lequel on a :

F(2)=> "2 (2 - Z)".

n=0

1.3.3 Théoreme de Liouville

Soit f: C — C, si f analytique dans C et borne alors f est constante.



Chapitre 2

Algebre de Banach

2.1 Deéfinitions

Définition 2.1.1 Soit A une algébre sur C équipeé d’une norme ||.||,on dit que A est une

algébre de Banach si les deux conditions suivantes satisfaites :

Définition 2.1.2 1. A est un C-espace de Banach (i.e : un C-espace vectoriol normé

complet)
2. pour tout x,y € A on a :
lzyll < =l 1yl

st de plus il existe un élement e € A tel que :
re=ex=x(v € A) et |e] =1,

alors on dit que A est une algébre de Banach unitaire [’élement e s’appelle
I’élement unité de l’algébre A.
Enfin nous dirons qu’une algébre A est commutative si xy = yxr pour tout

x,y € A.

Définition 2.1.3 soit A une algébre de Banach unitaire , un élement x € A est dit

inversible s’il existe un élement = € A tel que :

ot e est l’élement unité de A.
on notera Tnv(A) l'ensemble des élements inversible de A.

il est facile de voir que :

1. si x € A admet un inverse , il est nécessairement unique.

10



2. Tnvu(A) est groupe (pour la multiplication,).

Définition 2.1.4 Pour x € A,n entier positive ou nul ,on definit ™ par récurrence

0

en posant x° =14 et :

pour tout entier n positive ou nulle.

2.2 Quelques propriétés des algébres de Banach
ce lemme montre comment cette notion algebrique se melange avec la topologie.

Lemme 2.2.1 Soit A une algébre de Banach unitaire et x € A tel que ||z|| < 1 alors :
1. e-xe€lnv(A).

2 flte—a)" e —af < 55

2

Preuve. Comme ||z"| < ||z||"et ||z|| < 1.la suite (S,), -, defenie par :

n>0
S,=e+x+r2+.. 4+,

forme une suite de Cauchy dans A puisque A est compléte.
il existe S € A tel que S,, — S un calcul immediat.
montrons que :

Sp(e—z)=e—a" = (e—1x)85,,

et comme 2" — 0 on obtient par continuite de la multiplication que :

Sle—z)=e=(e—2x)S5,
en d’autre terme e — x est inversible et son inverse est :

o0

(e—2z)'=8= Zx”,

n=0
ce qui démontre 1.

pour prouver 2 d’apres (définition) que :

(e—x)_lA—e—x:Zx",
n=2

11



et donc :

H(e —z)  —e— :z:H

IN

[e'S)
> |l
n=2

2
]l
1 — ]

Corollaire 2.2.2 Soit A une algébre de Banach unitaire, x € Inv(A), h € A et ||h|| <
=™, alorsz+h eI C (A) et

| (z + -z atha | <2 H:U_l||3 A .

Preuve. Ecrivons z + h = z (e + 7 'h) or |27 h| < |27 ||h]] < 5 < 1 et donc le
lemme 2.2.1 implique que e+ 2 'h € Inv (A) ,comme Inv (A) est un groupe, on en déduit
que x + h € Inv(A) de plus :

(z+h) " =z 42 that = (e + az:_lh)_1 vex ! —xtha Tt

— <(e+x_1h)71—e+x_1h)x !

le lemme 2.2.1 -b implique que :

[(z+hm)" =2 +atha™| < ||c+:v71hH71
< H e+x*1h)_1 —e+a'h ‘ Hx’lH
Hx_th H —1H
1= [lz=h]|

comme ||z~ h| < 3,00 en deduit I'inegalite. m

Des propositions :

1- Soient E un espace de Banach sur k et (z,), . une suite dans £.

Si la série E x, est normalement convergente (c’est-a-dire si la suite reelle E Il |

neN neN
converge)

12



alors la série E x, converge dans F et
neN

S,

neN

<3 el

neN

2- Soient A une algebre de Banach et x € A si ||z]| < 1 alors I'élement 1 — x de A

est inversible d’inverse E ™.

neN
3- Soient A une algébre de Banach et A* I’ensemble des élements inversibles de A

,alors A* est un ouvert de A et 'application,  — ! de A* dans A* est continue.
4- Soient A une algebre de Banach et (z,,), .y une suite dansyy A* qui converge vers

z ¢ A, alors ||x,;!|| converge vers +oo quand z — +o0.

Démonstration

n
1- La convergence normale de 5 x,, implique que la suite des t,, = E ||xk || est conver-
neN k=0

gente donc de Cauchy dans R, la suite des y,, = Zxk est donc de Cauchy dans F car :
k=0

p
an+i
=1

p
< 3 fland
=1

||t7l+p - tn” 9

|Yntp — Ul =

donc la suite des y,, est convergente par complétude de ¢
2-La série Y U*dans l'espace de Banach A est normalement convergente car HU k”

< ||U||* donc converge vers v € A comme UoV =V oU =V — 1 par passage & la limite

Jelement V' est l'inverse de 1 — U.

3- Soient zy € A* et z € A tel que ||z — x| < 2

="

Posons

y=1—x;"m,

alors
Iyl < {|zo || 1z = @0l <1, (*)

est inversible ce qui montre que A* contient une boule ouvert centre¢ en chacun de ses

13



points de plus :

lo™ =gt = (10 =m) = 1|l

+o00
= |22y =5
n=1
-1
< ”y”%’

qui tend vers 0 quand z tend vers xg cas ,alors ||y|| tend vers 0 par (x). La continuité en
tout point de A* de x — x~! en découle.

4- Supposons que la suite (|[z;,,!||),,cy s0it borne, posons z, = 1 — 'z alors la suite
des ||zl < ||| ||#n — || converge vers 0 donc la norme de z, est strictement inferieure
a 1 si n est assez grand pour un tel n ,I’élement 1 — z,, est donc inversible par ’assertion
(2) d’ou x est inversible.

Proposition 2.2.3 soit A une algébre de Banach, ’ensemble des élements inversibles A*

est un ouvert non vide de A, l'application :

o : A — A
wr—ut’

est continue et différentiable, sa différentielle en u € A* et :

(dg), :b— —u'bu™".

Remarque 2.2.4
B<1A,, 1) C A~

Preuve. 1- on va montrer d’abord que A* est un ouvert se A si et seulement si A*
est voisinage de chacune de ses points

soit x € A*

pour montrer que A* est un voisinage de x il suffit de trouver un ouvert O telque :
r e O C Ax

ona:B(ly,1) C A* et comme 14 € B(14,1) C A* donc A* est un voisinage de

14,

1 1

pour x € A* on a : x est inversible c’est-a-dire : il existe 27! telque x 7'z =zt = 14

on deéfinit maintenant ’application :

14



f: A=A
y—aly

qui est continue, on remarque que :
f(z)=a2"to =1y,

soit V' un voisinage de 14 (V' € Vi) comme f est continue il existe V' voisinage de x
(Ve V (x)) telque f (V') C V4,

pour V = B(14,1), il existe V' € V (z) telque f (V') C B(14,1) donc il exitse O
ouvert telque f(O) C B'(14,1) et x € O.

I1 suffit maintenant de montrer que O C A*

soit y € O on a f(y) ="'y daprées O C A* on trouve que :

fy) e B (14,1),

donc 7y est inversible c’est-a-dire

(z7'y) (= 7'y) " = 1a,
et
(z7'y) " (&) = 1a,
mais on sait que
(r7) " = (v7'a),

donc
(z7') (27'y) " = 1azt (y ) @ = 14,

alors

1

T T (y_ly) x !

r=zlzt,

ce qui donne que yy~! = 14, de méme facon on montre que y 'y = 14,

alors y est inversible c’est-a-dire y € A*

on deduit qu’il trouve un ouvert O telque r € O C A*

ce qui donne que A* est un voisinage de x qui est quelconque donc A* est voisinage
de tout ses points alors A* est un ouvert

1

2- On va montrer que 'application ¢ : u — u~" est continue et difféerentiable de A*

dans A et sa differentielle est :
(dg), :b— —u"'bu™",
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on sait que ¢ est differentiable si et seulement s’il existe une application lineaire continue
L = (d¢), qui verifie :

VU € A" :¢p(u+0b)=¢(u)+ L)+ O(||b]]) telquebe A et u+be A*.

Soit u € A* et soit b € A telque :

ol < flu (1)
on écrit u +b=wu(la +u'b), et si on pose a = —u~'b on aura :
lafl < [l f181 (2)

de (1) et (2) on trouve que : |la]| < 1 ce qui implique que :

14, —a =14, +uflb,

est inversible dans A donc u + b aussi alors :

(u+ b)f1 = (14, — a)fl u

+o0o
en utilisant le développement en série obtenue au propositions (14, —a)™" = Zak) on
k=o

obtient que lorsque ||b]| < |[u™]| ", on a

(u+b)"' = (Zak> ut,

k>0

ce qui peut s’écrire :
(u+b) ' =ut —u b+ u b T —

considérons que u est fixe, b variable et petit et gardons en évidence les deux premiers
termes du deéveloppement sous la forme :

(u+b) " =ut—u b + v (b) ouw(b) = (Zak> ut,
k=2
d’apres les propositions :

lo ®) = O (IBl*) = O ([lBl]) lorsque b — 04,
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d’autre part on a :
¢ (u+b)=(utb)" =ut—ubu™ +O([b]),
donc il existe une application :

L A— A

b— —utbyt’

il suffit de montrer que L est lineaire et continue.
La linéairiteé :

Soient b,0' € A et a,F € R :

L(ab+pc) = —u'(ab+ Be)u?
= a(-u)b+B(-u )V
= a(—uou) + B (—uVu)
= aL(b)+BL(c).
La continuité :

Soitb€e Aon a:
IL (b)) = |Ju= b'ut],

mais
ot < flu 0]
donc
12
1L O < [lu™ {7 181l
posons ¢ = [lu~t||” existe et positive alors il existe un ¢ > 0 telque :  ||L (b)]| < ¢][b]|,

donc L est continue.

On conclusion on trouve une application lineaire continue L qui verifie :
¢(u+b)=¢(u)+L(b)+0O(),
donc ¢ : A* — A est differentielle est :

(dg), : b— —u'bu".
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Chapitre 3
Theéorie spectral

Ce qui a éte dit jusqu’ici est valable aussi bien dans le cas réel la théorie de spectre
n’est vraiment satisfisante que dans le cas k = C nous prenons donc des algebres de
Banach sur C.

Spectre d’un element d’une algébre de Banach :

Soit. A une algébre de Banach unifére sur le corps des nombres complexes , le spectre
d’un élement a de A

note Sp (a) ou Spa (a) est 'ensemble des nombres complexes A pour lesquels 1'¢lement

r (A, a) = a — 14\ n’admet pas d’inverse dans A
Spla)={AeC:a—1s\¢ Inv(A)}.

Spectre d’un opérateur lineaire borné :

On deéfinit le spectre d’'un opérateur borné sur un espace de Banach complexe X
comme son spectre lorsqu’on considére ,cet opérateur comme étant un élement de ’al-
gebre de Banach B (X)) des opérateurs bornés sur X plus explicitement ,si on note par
’application identité de X ,qui est I’élement unité de B (X) alors le spectre de 'opérateur
lineaire born¢ 7' : X — X est I’ensemble Sp (1) des nombres complexes A pour lesquels
I’opérateur

RN =M —-T,

n’admet pas d’ opérateur inverse

Définition 3.0.5 Soient A une algébre de Banach unitaire complexe et a € A on appelle

-1

résolvante de a léapplication & A € C — Sp(a) associé linverse (a — 14\)"" et on note

quand
A¢ Sp(a): Ry(a) = (a— 1,4)\)_1,
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c’ést -a-dire pour x € A

R : C—Sp(a) — A
A= Ry(a)=(a—140)"""

Proposition 3.0.6 Soient A une algébre de Banach unitaire complexe x € A ,le spectre

de x est une partie compacte non vide de C, l'application
R(a):A— (a—140) " =Ry (a),
est holomorphe sur C\ Sp (a) avec :
R(a)' (A) = (Rx(a))”,

(et la dériveé est donc continue).

Preuve. 1- On va montrer que le Sp (a) est compact.On a Sp (a) est compact dans
C si et seulement si Sp (a) est ferme et borne

1) Montrons que le Sp (a) est ferme :

On sait que Sp (a) est ferme si et seulement si C\ Sp (a) est un ouvert pour montrer
que C\ Sp(a) est ouvert on va montrer qu'’il est voisinage de toutes ses points, soit
A € Sp(a) donc a — 14\ est inversible, soit A" € Vy voisinage de \ alors

a—lA)\'E V(Cb—lA)\) CAX,

alors

N ¢ Spla),
donc X' € C\ Sp(a) donc V), € C\ Sp(a) et on a A € V) ce qui donne que C\ Sp(a)

est voisinage de A\ qui est quelconque donc C\ Sp (a) est ouvert donc Sp (a) est ferme.

2) Montrons que le Sp (a) est borneé :
Sp(a) C{A (Al < lall} = B' (0. [lal])

on a Sp (a) est borne, en déduit que Sp (a) est compact
2- Montrons que :
R(a): A (a—140)"" =R, (a),

est holomorphe sur C \ Sp (a) avec R (a)' (\) = (Ry (a))? (est la deérivée donc continue)

R (a) est derivable alors :
g (o O+ = R )
z— z
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existe et finie.
Soient = € A et A ¢ Sp(a) on va calculer :

R)H—z (CL) - R)\ (a) )

on a :

Ryes(a) = (a— (A +2)14)7",

mais :

a—A+2)1q4 = a—Alg—2z1y

= u— zly,
telque u = a — 14\ qui est inversible donc u — 214 est inversible, on a :

u—zly=u(la—2u") et ||zu”|| < |2 - <1,

Al = [lall

et d’apres les propositions :

(u—z1,)"" = (1- zu_l)fl ut

- (X >4

= l—zu + 22 —i—...)u*l
= w4 zu” +zu3+...:R,\+z(a),

donc

Rya(a) = (a—1aN) " 42 ((a—1,0)7") + ..
= Ry(a) + 2 (Rx(a))* 4+ 2* (Rr (a))* + ...,

ce qui donne
Ryiz (a) = Ra(a) = 2 (Ra(a)* + 2 (Ra (a)” + O (%) ,

donc
Ry (a) — Ry (a)
z

= [Rx (a)]",

au voisinage de 0 et comme [R, (a)]” existe et finie donc elle est derivable
3- Montrons que Sp (a) # @ :
Supposons queSp (a) = @ c’est-a-dire C — Sp (a) = C,choisissons Ay hors du spectre
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alors :

Ry, (@) = (a—1a)0) " #0,

puisqu’il est inversible et on peut trouver une forme linéaire continue z* sur A telle que :

2" (Ry, (a)) # 0.
D’apreés le corollaire de Hahn-Banach on définit I'application :

g C—-C

A= 2" (Ry (a)), (3.1)

qui est une fonction holomorphe scalaire definit sur C telle que g (\g) # 0,cette fonction
serait entiére (holomorphe sur C).

On asi:
1

Al > lall 1Ry ()] < o —s
Al = [lal
alors

lim g (A\) = lima* (Ry (a)) = z* [lim R) (a)} = 0.
A—00 A—00 A—00

En utilisant lte theoreme de Liouvielle (g est holomorphe sur tout C est borné car z*
est continue ) alors : g (A\) = C,

tel que C est constante, et on a :

limg(A) =C=0,YAeC:g(\) =0,

A—00
mais
g(A) #0,
donc
Sp(a) # *2
n

Rayon spectral

Définition 3.0.7

r(T)= sup |z],
z€Sp(t)

est appelé rayon spectral de T’
Théoréme 3.0.8 Soit E un espace de Banach T € B (E) alors :
Lor(T)= lm |17
2. si E = H Hilbert de T normal,  (T) = ||T|| .
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Chapitre 4

Complement

4.1 Un exemple d’une algébre de Banach unitaire

Préambule :
Apres avoir abordé avec une grande généralité ’algebre de Banach et ses résultats,

intéressons,nous ici & donner un exemple plus important.

Définition 4.1.1 Soit E un espace de Hilbert nous désignons pour L(E) a l’espace des
opérateurs linéaires borné sur E.

Lemme 4.1.2 L(E) muni d’un produit (La composition des applications)

Y L(E)x L(E)— L(FE) (A1)
(u,,v) — ¢ (u.v) =uov =uv,

est une algebre de Banach unitaire, [’élément neutre du produit est 1.y = I
Preuve. 1. Le produit ¢ est bilinéaire :soient u,v,w € L(E), o, 5 € k

1)On a:

¢ ([au+ Bv],w) = (au+ pPv)ow
= a(uov)+ S (vow)
= agp(u,,w)—i—ﬁgp(v,w).

2)On a:
¢ (u,, (av+ pw)) = [uo (av+ fw)]

= a(uov)+ B (uow)
= ap(u,,v)+ Be(u,,w).
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2. p est associatif : soit u,v,w € L (F)

o (u,,v)ow = (uow)ow
= wuo(vow)
— o ().
3.0na:
Igpou=wuolg,
donc
Ip = lew || Lo
= |Ix]
Sup“IE”
=0 || X||
= 1.
4. On a:

lwovf| < lull flo]f

Définition 4.1.3 Soient E un espace de Banach etT € L (E) ,on dit que T est inversible
dans L (E) s’il existe S € L (E)telle que :

ST = Ig = 1.m),

et

Cela signife que Uapplication T est bijective et que T~ est continue, et correspond

bien & la définition usuelle de l'inversibilité d’une application linéaire continue.

Lemme 4.1.4 (corollaire du lemme 2.2.1 du chapitre2)
Soient E un espace de Hilbert et soit u € L (E)tel que |lul|| <1

Alors La série > u® est convergente dans L (E)et sa somme est linverse de Ip — u
k
+oo
(IE - u)il = Zuk>
k=0
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on a de plus ’estimation
1

1 —lal’

(e = w) ™ <
Pour la preuve voire corollaire du lemme 2 2.1 du chapitre2

Proposition 4.1.5 (corollaire de la proposition 2.2.3 du chapitre 2)
Soient E un espace de Hilbert.L’ensemble u € L (E)des applications linéaires conti-

nues inversibles est ouvert dans L’espace L (E) lapplication :
p: L(E)— (L(B) ",

est continue et différentiable de U dans L (E) sa différentiabilité en T € U est :
(dp)p: S — =T 1ST 1.

Ce qui a été dit jusqu’ici est valable aussi bien dans le cas réel que complexe. En revanche,la

théorie du spectre n’est vraiment satisfaisante que dans le cas |k = C Nous prendrons donc
L(E) sur C

Définition 4.1.6 Soient E un espace de Hilbert, et u un opérateur de L (E).Un nombre

complexe \est dit valeur propre de u si l’équation :
u(x) = Az, (1.4)

admet des solutions non nulles.

Si 'on note Sl l'esemble de ces solutions, il vient :

Sy = {z € FE tel que u(z) = mx}
= ker(u— \),

Sy est dit sous-espace propre associé a la valeur propre Ases éléments s’appellent des

vecteurs propres.

Définition 4.1.7 Soient E un espace de Hilbert, et u un opérateur de L (E).L’ensemble
des valeurs propres de u, s’appelle spectre de u, les autres valeurs, elles pour lesquelles
léquation (4. 1) précitée n’admet pas de solutions non nulles sont dites valeurs réguliéres

de u

Définition 4.1.8 (une autre définition)
Soient E un espace de Hilbert.On dit que A € C est une valeur spectrale (si A est

une valeur propre de w ) si (u — Ng) n’est pas inversible.
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Une valeur X est réguliére si l'opérateur (u — AI)est inversible.

Définition 4.1.9 Soient E un espace de Hilbert, et soit u € L (E).On appelle la résol-

vante de u L’application qui ¢ A € C\.Sp (u) associe l'inverse (u — AI )_1 c’est-a-dire :
Ry (o) = (u—A)"".

Exemple 4.1.10 1. L'opérateur I de L (E) admet une seule valeur propre
A=1=8Sp(I)=1

2. Munissons C"d’une norme (complexe) quel conque et considérons My (c) comme
L’algébre de Banach A = L (C")spectre d’une matrice M € A est L’ensemble des valeurs

propres de la matrice.

Corollaire 4.1.11 (de la proposition 3.0.6 du chapitre 3)
Soient E un espace de Hilbert, et u € L (E) Le spectre de u est une partie compacte

non vide dans C.L application :
R(u) A — (u—XN)"" =Ry (u),
est holomorphe sur C\.Sp (u)
R (u) () = (Rx (u))*,
(et la dérivée est donc continue)

Corollaire 4.1.12 Le spectre d’un opérateur u de L (E)est contenu dans le disque B (0, ||u||)

de centre 0 et de rayon ||ull
Définition 4.1.13 (D’apreés la définition du spectre d’un élement du chapitre 3)
Soit L (F) une algébre de Banach unitaire complexe, la quantité :
p(u) = max{|A| : A € Sp(u)},
s’appelle rayon spectral de v € L (F) .
Remarque 4.1.14 On a :

p(u) < Jlull
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Corollaire 4.1.15 (D’aprés le théoréme 3.0.8 du chapitre 3)

: apt
p(u) = lim {lu"[
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Conclusion

Nous espérons que ce mémoire pourra atteindre son objectif qui reste inchangé, ouvrir
la voie a la compréhension des mathématiques fondamentales et cette derniére est un outil
essentiel d’analyse des informations engendrées par notre société et qui sont de plus en

plus variées.
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