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Introduction Générale

Les nombres p-adiques Q,, sont des extensions des nombres rationnels. Ils sont inventés
au début du vingtiéme siecle par le mathématicien Allemand Kurt Hensel (1861, 1941).
De plus, si Q, est muni d’une norme non archimédienne |.| ,» alors on obtient une analyse
qui se differe de ’analyse usuelle. On ’appelle analyse p-adique. Les nombres p-adiques
n’interviennent pas qu’en mathématiques pures. Ils apparaissent dans plusieurs domaines
comme les probabilités et la physique théorique. L’application des nombres p-adique qui
nous intéresse dans ce travail est penchée vers I'informatique.

Ce mémoire est réparti sur l'introduction générale, trois chapitres et conclusion gé-
nérale.

Dans le premier chapitre, nous avons donnés des notions fondamentales sur les corps
normés ultramétriques.

Dans le deuxiéme chapitre nous avons présenté les différents concepts des corps
des nombres p-adiques, en particulier celles qui concernent la valuation p-adique, la
norme p-adique, le corps des entiers p-adiques, et quelques propriétés des nombres p-
adiques.

Dans le dernier chapitre, on s’est intéressé de la détermination de l'inverse d’un
nombre p-adique a l'aide de ’étude d’un probléme qui consiste a trouver une solution
approchée d’une équation de type f(x) = 0 qui converge vers l'inverse d’'un nombre
p-adique selon la norme p-adique par les méthodes numériques élémentaires (Newton,
sécante, point fixe) et on a étudié dans ce chapitre la vitesse de convergence, le nombre
d’itérations pour chaque méthode.

On a terminé par une conclusion générale.



Chapitre 1

Corps valués ultramétriques

complets

1.1 Corps normés

Nous allons dans ce chapitre, donner quelques notions fondamentales concernant les
corps normés ultramétrique et le procédé de complétion d’'un espace métrique sans dé-
monstration.

On dit qu’un espace métrique F est complet si toute suite de Cauchy de E converge
dans F (c’est-a-dire qu’elle a une limite dans F).

On sait que Q n’est pas complet pour la valeur absolue ordinaire |.|, puisque si on

consideére la suite (x,), définie par

(7,), = (1,1.4,1.41,1.414,1.4142, ...)
_ (4 14 141 1414 14142
N 10’ 100’ 1000’ 10000

Alors (z,,), est une suite des nombres rationnels, de plus elle est de Cauchy dans Q.
Cependant, elle ne converge pas dans Q, puisqu’elle a une limite v/2 dans le corps complet
R.
Définition 1.1.1 Soit K un corps.
1. On appelle une norme sur K toute application ||.|| de K dans R* telles que :
(a) Ve e K : ||z|| =0 <=2 =0.
(b) Yo,y € K [z -yl| = [lz]| - |yl
(c) Vo,y € K : ||z +y| < |zl + |yl (Iinégalité triangulaire).



2. On dit que la norme ||.|| est ultramétrique ou non archimédienne si

Ve,y € K ||lx +y|| <max (||z]], ||y]) (Inégalité triangulaire forte)

Définition 1.1.2 Une norme constante ||.|| est dite triviale si est seulement si
1,st x#0
] = (1.1)
0,5t =0

Remarque 1.1.3

1. On dit parfois valeur absolue au lieu de norme de corps.

2. La norme ||.|| est un morphisme de groupes entre les groupes multiplicatifs (K*,.)
et(R7,.) et donc que |[1] = 1.

Exemple 1.1.4 La valeur absolue usuelle |.| est une norme archimédienne sur R. Car
(1) =4 = 5 > max (|(=1)], |4]) = 4

Définition 1.1.5

1. On appelle corps valué, tout couple de la forme (K, ||.||) ou K est un corps et ||.||

est une norme sur K .

2. On appelle la distance induite sur K par ||.||, la distance d) sur K définie par

Va,y € Kdy (2,y) = [z —yll (1.2)
3. Si ||.]| est une norme ultramétrique, alors
Vo,y,z € K : dy (z,2) < max (d (z,y) . d) (y,2)) (1.3)

et la distance induite par cette norme est appelée distance ultramétrique.

Définition 1.1.6 Lorsque K muni de la distance ultramétrique, on dit que K est un corps

valué ultramétrique. Dans le cas contraire, on dit que K est un corps valué archimédien.

Proposition 1.1.7 K est un corps ultramétrique si et seulement si
VneN:|n|]| <1 (1.4)

Autrement dit, N est borné selon ||.|.



Preuve. Supposons que K est ultramétrique et montrons par récurrence que
VneN:|n| <1

pour n =1, on a
I =1<1

Supposons que ||7]] < 1 pour tout i < n et montrons que ||n + 1|| < 1.
On a

ln 1 < max{ln], 1} =1
= |n+1] <1

D’autre part, supposons que
VneN:|n| <1

Soient z,y € K, alors

Iz + 9" =

n

k. ok n—k
E C,-z"-y
k=0

< 2 MGl -l
k=0

< SNCH - llall - i avee | <1
k=0

n k n—k
I+ o)1 <> lel” - Nyl
k=0

On sait que

El
A

max (||z||, ||lyl])

lyll =< max(fl[l, y[)

Donc

k < k
ve—gm: { Nl < tmax(lal o))
ly"™* < [mas ([l 1)



On obtient

V0 < k<ncaff lyl"" < fmax (o] yIDT* - mmax (2] fly )"

IN

[max ([|z[}, fly|)]"

Ce qui donne

I+l < Y max(flzll, )"

< (n+1)- max(Jall, Jy)"

= @+l < (n+1)7 - max(fzf], ly[]) ,vn > 1

Pour n — oo , alors
1(z 4+ y) || < max ([[z]], [[y[])

Par conséquent ||.|| est une norme ultramétrique. m

1.2 Complétion d’un corps normé

Définition 1.2.1 (Définition générale de la complétion)
Soit K un corps normé arbitraire (non complet) muni d’une normel|.||;, et K un autre

corps normé muni d’une norme||.||z. On dit que K est le complété de K si
1. K contient K <KC[A() .

2. K est dense dans K (i.e : tout élément de K est une limite d’une suite d’éléments
de K ).

3. Ve e K :|z|lz = |z, (Prolongeant la norme définie sur K a tout l?) :
4. (l? , ||Hf<> est complet.

La construction des espaces complets toujours dépend de la norme utilisée. Par
exemple si on compléte le corps des nombres rationnels Q par la valeur absolue usuelle |.|,
alors on obtient le corps des nombres réels R. Cependant, si on le compléte par la norme
p-adique notée [.|, (ot la valeur absolue p-adique), alors on obtient un espace complet
que 1’on note Q,,.

Le roéle principal dans la procédure de complétion est joué par les suites de Cauchy,
tel que les éléments de K sont les classes d’équivalences des suites de Cauchy de K.

On construit K comme suit :



Soit
SC(K) = {A ={a,}, € K" : lim |la, — an| = 0} (1.5)

L’ensemble des suites de Cauchy définie dans (K, ||.]]).

On définit ’ensemble des suites nulles de Cauchy
SN (K) = {A = {an}, € KN lim Jlan||, = o} (1.6)

On définit sur K une relation d’équivalence R de la fagon suivante :

siu = (u,) et v = (v,) sont deux éléments de K, alors utv si et seulement si
|y, — vy || 5 tend vers O si n tend vers l'infini. Autrement dit la suite (u, —v,), est une
suite nulle (u,, —v,), € SN (K).

On considére ’ensemble quotient
K = SC (K) /SN (K) (1.7)
Pour tout A = (a,) € K , on définit la norme .||z par

Iz : K—R" (1.8)

A — JAlg = lim [l

On obtient un corps normé complet (IA( NN f(> :



Chapitre 2
Corps des nombres p-adique

Dans ce chapitre, on va étudier le corps des nombres p-adique @@,. On commence par
la valuation et norme p-adique sur Q. On construit le corps @, et on étudie seulement les
propriétés élémentaires analytiques des nombres p-adiques qui concernent la convergence
des suites et des séries définies dans Q,. On donne aussi quelques propriétés topologiques

de 'espace Q,.

2.1 Valuation et norme p-adique sur QQ

Définition 2.1.1 Soit p un nombre premier. Alors

1. On appelle valuation p-adique d’un entier rationnel non nul x € Z* notée v, (x) le

plus grand entier positif tel que p*»®) divise x .

vy L — L7

r > v, (r) =max{r € Z" : p"divise x}
Dans ce cas x s’écrit
z=u-p”® ogueZ, (up) =1

ot (u,p) désigne le pged de u et de p. Autrement dit la valuation p-adique compte
le nombre de fois que l’on peut diviser un nombre par p.
2. La valuation p-adique d’un nombre rationnel non nul x € Q* notée v, (x) est définie

par
v QF — Z

2.1
r > v, (r) =max{r € Z: p"dwise x} 21)

Remarque 2.1.2 0 est divisible une infinité de fois par p, alors v, (0) = +oc.

8



Proposition 2.1.3 La valuation p-adique vérifie les propriétés suivantes :
1. siz=2%¢e€Q", aors v, (z) = v, ($) = v, (a) — v, (b)
2. v (x-y) =v,(x) +v,(y),Vr,y € Q
3. vy (x +y) > min{v, (x),v,(y)}.Vo,y € Q

Preuve.

1. Soit z = ¢ € Q~ telles que
a = a _pvp(a), (CL, CL1) € Z2; (alap) =1

b = bl : pvp(b)7 (ba bl) € Z*27 (blap) = 1
On obtient

. pop(a)
g g —= —al p f— ﬂ vp(a)—vp(b) — b — 1
t b by .pvp(b) blp a(@bp) ( 1,p)

Alors
a

0 () = v, (5) = v (@) = 0, ()

2. Soient z,y € Q*, ou
z=c-pr™ eQ*, (c,p) =1

y=d p»¥ € Q* (d,p) =1

Alors

3. Soient

——
< B
N
=3
[V =
Qo ol
“B@ "@G
~—
SRS
N—
[
» =3

T a S C
e (G0

Supposons que s > r, donc

s = o (Ee5)



., ad+p*~" - cb
e (D)

= r+uv, (ad+p*" - cb) — v, (bd)

Tant que (bd, p) = 1, alors v, (bd) = 0.
Comme ad + p*~" - ¢b € Z, donc v, (ad + p*~" - ¢b) > 0. On conclut que

Up (r +y) > r =min (Up (z) » Up (y))

2.2 Norme p-adique

Définition 2.2.1 Soit p un nombre premier.

1. On considére lapplication |.|, définie par

Q — R¥

|'|p:
p" L, six=p ¢ avec (a,p) = (b,p)=1,r€Z
0 ,stx =0

avec r représente la valuation p-adique de x.

.|, est appelé la norme p-adique (la valeur absolue p-adique) de Q.

2. La distance sur Q induite par cette norme notée d, (la distance p-adique) est définie
par
dy: QxQ — R*
(T,y) — dy(z,y) =z -yl
Remarque 2.2.2
1. 0 est divisible une infinité de fois par p, donc on a |0|p = %o = 0.

2. De méme, 1 n'est divisible aucune fois par p, donc |1]p = z% =1.
Proposition 2.2.3 L’application x — |z| , €st une norme ultramétrique sur Q.

Preuve.

1. Soit x € Q, alors

2], =0 < p W =0 < —v,(z) = —00 <= 1, (x) =400 < =0

10



2. Soient z,y € Q. Alors

(a) Si x =0o0uy =0, alors on a I’égalité.

(b) Sinon

|:C . y|p — pivp(m'y) — pfvp(z)ivp(y) — pf’L)p(l') . pivp(y) — |x|p . |y|p
3. Soient z,y € Q. Alors

vp (¢ +y) 2 min (v, (2),v, (y)) = —p (7 +y) < —min (v, (), v, (y))
s pru(aty) < pmminp(@)ep) — pmax(—vp(e).~vp(y))

. p—up(x-i-y) < max{|x|p , Iylp}
|

Exemple 2.2.4 La distance usuelle de 56 a 2 est d (56,2) = |56 — 2| = 54. Par contre,
on mesure la distance 3-adique de 56 & 2 que la note ds (56,2) comme suit :

On a
56 —2=54=23%.2

Alors )
_ |93 _
d3 (56,2) = |3% - 2|, = 5

Remarque 2.2.5

1. La propriété importante de la norme p-adique est que ses images forment un en-

semble discret défini par
|Q|p ={0,p" :n e}

2. Si p un nombre premier, tout entier n s’écrit sous la forme p” - m ou r représente

la valuation p-adique et (m,p) =1, donc
VneZ:|n[,<p " <1

ce qui montre que 7 est un ensemble borné pour toute norme p-adique |.|p.
Le théoréme suivant donne la relation entre les différentes normes p-adiques |.| p

Théoréme 2.2.6 (La formule du produit)

Pour tout nombre rationnel non nul a € Q, on a |al_, - H la|, = 1. Autrement dit
p premier
pour tout a non nul dans Q, |a|p est égal o 1 sauf pour un nombre fini de valeurs de p.

11



Preuve. La factorisation primaire de a s’écrit
a = :F H pvp(a)
pF#00

D’autre part, on peut écrire le signe F sous la forme

a
==
laly
Alors ) )
a a
v Wwe = g
o0 p;éoop ©  pFoo ! P
Donc ) .
©  pFoo ! P pFoo
|
Exemple 2.2.7 On a pour tout p ¢ {2,3,00} : ‘%‘p =1, alors
3 3 3 3 3 3 1
‘5‘ H 5 :‘5‘ ‘5 13 :5.2._:1
OO p premier p 00 2 3 3

Remarque 2.2.8 On peut définir sur le corps des nombres rationnels Q trois types de

valeurs absolues :

1. Valeur absolue triviale :

1 ,six#0
x| =

0 ,stx=0

2. Valeur absolue usuelle (ordinaire) :

Q—>@+

T — ’;L‘|OO

z ,stx>0
- max (x, _I) - —x stx <0
2

3. Valeur absolue p-adique |.|,.

On a la propriété remarquable suivante qui n’est pas vraie pour la valeur absolue
ordinaire :

Théoréme 2.2.9 Soit (a,),suite de Q. Alors (a,), est une suite de Cauchy si et si
seulement st
lim |ap11 — an|p =0

n

12



Preuve. Si (a,,), est une suite de Cauchy. Alors
Ve > 0,3dng € N,Vn,m > ng : |ay, — an|p <e
En particulier, pour m =n+ 1 > ng, on a

Ve > 0,3ng € N,Vn > ng @ a1 — an|p <e

lim |ap1 — anl, =0
n——aoo

D’autre part, supposons que

lim |ap1 — anl, =0
n—aoo~0o

Par définition

Ve > 0,3dng € N,Vn > ng @ |apy — an|p <e

Prenons € > 0, m > n > ng et examinons |a,, — an|p.
On a

|am - an| = |am —Qp-1+tOp1 — Gp2+ ... T Apy1 — an|

p p

< max {|am — -1l |am-1— am-al,, s [ani1 — an|p}

< max(e, e, ¢,...,6) =¢

Alors (ay),cy €st une suite de Cauchy. m

2.3 Les nombres p-adiques

On sait que lorsqu’on compléte Q par rapport & la distance associée a la valeur absolue
|.|, on obtient R. De la méme facon, on compléte Q par rapport a la distance associée a
la norme p-adique, on obtient un espace complet que ’on note Q,.

Considérons I’exemple suivant :
Exemple 2.3.1 Supposons que p =5, (ay),, et (z,), deux suites de Q définies par

o = (10:2

rK = CLO+CZ1'5

13



Tn—1 = a0+a1'5+"'+an—1'5n_1
T = Tp_1+ap - 5"

<— 1z, — Tpn_1 = 0mod5"

On détermine a,, € {0,1,2,3,4} et x, par la congruence x2+1 = 0mod 5". La suite (z,,),

est de Cauchy dans Q car

[Ty — Tpal, < 5", = = — 0,n — o0

5n

Cependant, elle ne peut converger vers x € Q, puisque dans ce cas, on aurait x> +1 =0

dans Q. Ce qui est impossible.

La construction de I’espace complet <Qp, |.| p> est comme suit :

1) Soit E I’ensemble des suites de Cauchy d’éléments de QQ pour la norme p-adique.

2) On définit sur F une relation d’équivalence R de la fagon suivante : Si v = (u,,) et
v = (v,) sont deux éléments de E, on a uftv si et seulement si |u,, — v,|, tend vers zéro
si n tend vers 'infini.

3) On considére ’ensemble quotient (’ensemble des classes d’équivalences des suites

de Cauchy des nombres rationnels) Q, = E/R, I’ensemble des nombres p-adiques.

Définition 2.3.2 Soit p un nombre premier.

1. Le corps des nombres p-adiques est la complétion de l’espace métrique (Q,d,). Ses

éléments sont les classes d’équivalences des suites de Cauchy des nombres rationnels.

2. On prolonge la norme p-adique définie sur Q a tout Q, par
Va € Qi lal, = lim [a,],

ot (o) est une suite de Cauchy d’éléments de Q qui représente le nombre p-adique

a.
Lemme 2.3.3 Siz € Q avec [z|, <1, alors

VneN3aeZ:|a—zl,<p™"

14



Preuve. Soient = § € Q, p un nombre premier tels que (a,b) = 1 = (p,b) = (p, a).
On a

Tant que
(p,b) =1= (p",b) =1,¥n € N

D’apres le théoréme de Bézout

dmy,me €EZ:my-b+my-pt =1

On prend
a=a-my €7Z

En effet.
On a

la— ], = }a-ml—%p

= ‘%'(ml‘b—lﬂp

— 2] - Jmi b 1)),

<|mp-b—1[, = |mg-p"|, <p7"

|

Théoréme 2.3.4 Sila classe d’équivalence a € Q, vérifie la condition |al, <1, alors elle

posséde un seul représentant (\,) qui satisfait
MmEZOS N\, <p"—1
Ant1 = Ay mod p”
Preuve. Soit a € Q, tel que [a[, < 1, alors d’aprés le lemme (2.3.3)
dog € Z - |a0—a]p<1,0§a0§p—1
et comme [a — ap, < % < 1, alors

% < 1. D’aprés le lemme précédent, on obtient

ElogeZ:|a—(a0+a1-p)|p<p_1,0§a1 <p-1

15



On répéte cette étape, on obtient une suite des entiers rationnels «,, € Z tel que
la—(ap+ar-p+...+a, p"),<p "™ 0<a,<p-1
Soit la suite (\,,) définie par
M=o+ ar-p+...+ang-p""

(A\n) vérifie
(M €EZ,0< )\, <p*—1

Ani1 = Ay mod p”

lim A\, =a

\ n—-m:m—mo
Montrons maintenant 1’unicité.

Supposons que a posséde deux représentants différents ()\,) et (\) ou
M=ag+ay -p+...+ap_q-pvt
n—1

X, = ah+ahpt... P

Soit d le premier entier pour que oy # o}, alors nous pouvons supposer que oy < o;. On

trouve
1<d,—ag<p-1
Alors
A/ - )\ _ I d
d d = (ad ad) P
Donc

Xy — Aal, = p~°

D’autre part, on a

|>\/d_Ad|p |/\2i—a—l—a—)\d|p

< max {|A;l —al,la- )\d|p}

pfd

A\

Ceci contredit la derniére égalité. m

16



Conclusion 2.3.5

1. La suite de Cauchy (N\,) qui vérifie les conditions du théoréme précédent s’appelle

représentant canonique de a.
2. Tout nombre p-adique a € Q, admet un développement p-adique unique sous forme

d’une série convergente (série de Hensel) s’écrit sous la forme a = E By - p* on

k=n
Br€10,1,2,...,p—1},n€Z etlal,=p™"

3. On note para = 3,81 -..-oB1 ... la forme canonique de a ot - est appelé le point
p-adique qui nous permet de déterminer le signe de n, tels que :

(a) a=PB,Bpi1---B_1-Bobi-.., sin<O.
(b) a=-6y61By..., sin=0.
(c) a=-00...08,0; ..., sin>0.

Exemple 2.3.6
Soient les nombres 5-adiques suivants :
1.a;=13-41=1-524+3-5144.-5+1-5'+, n=-2
2. ay=-1341=1-54+3-5'+4-52+1-53, n=0
3. a3 =-01341=0-59+1-5'4+3-52+4-53+1-54, n=1

Le développement 5—adique de b = % e

= 2.5°4+3.5'+1-524+3-534+1-5*+ ...

= -231313131... = -231 (périodique)

1
3

2.4 Les entiers p-adiques

Une partie intéressante de QQ, est I’ensemble des éléments de norme p-adique inférieure
ou égale a 1, que 'on note Z,,.

Définition 2.4.1 On dit que le nombre p-adique a € Q, est un entier p-adique si le

développement canonique de a me contient que les puissances positives de p. Autrement
dit v, (a) > 0. On écrit

a:a0+a1-p+a2-p2+...—i—an-pn+...:Zan-p",()gozn<p
n=0
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On note par Z, l'ensemble des entiers p-adiques, ol
Z = N = . = . > O
v acQ,:a Qp + P {a € Q, : v, (a) > 0}
n=0

Remarque 2.4.2

1. Z,={a€Q,:v,(a) >0} = {a €Qyp:lal, < 1}. Autrement dit Z, représente le

disque de l'unité de rayon 1 et de centre 0.

2. Le corps Q, est ’ensemble des fractions de Z,

Q, = {% : (a,b) eszz;;}

Définition 2.4.3 Soit a un nombre p-adique, on dit que a est inversible ou unitaire si le
développement canonique p-adique de a ne contient que les puissances positives de p et le

premier chiffre différent de zéro. On écrit

a=agtar-ptoy Pt Pt =) o pt0<a,<p

n=0

Notons par Zy, (ou U,) lensemble de nombres p-adiques inversibles (unitaires) définie par

e}
Z;:{Zan-p":aoséO}:{ae(@p:vp(a):()}:{anp:|Oz|p:1}
n=0
Proposition 2.4.4 Tout nombre p-adique o € Q,, s’écrit de fagon unique sous la forme
a=p"-u,u€l,necl

Preuve.

1. Existence de la représentation :

Soit o € Q,, alors a s’écrit sous la forme

a=-, (a,b) € Zy, x L

a
b7

On sait que
a=uy p™,u € Zy,mi = vy (a)

b=y p™, uy € Ly, my = vy, (a)

18



a  up-p™ UL myomy Uy ,
a=—-= =—p =up", n=m—my, u=— €7, (pmsque Z, un corps)
b uz-p™ uy Ug

2. Unicité de la représentation :

Supposons que o admet deux représentations

a:u’-pm,,u’GZ;,m’GZ
et

"
a=u"-p" u" € Zym" €L

Alors
f " _ "_ oot
U pm _ u// pm u/ u// 1 — pm m
Up (ul . ull—l) — ml/ _ m/
Or
/ n—1y\ __ ! "n—1 *
Up(u-u )—O(caru-u EZP)
Alors
ml — mll
et
ul — ul/

Exemple 2.4.5 Soient

pP=29
o) = 413=4+1-5+3-52+1-53+3.5%. ..
a® =42=44+2-54+2-5242.554+2.5% .

a) et a® sont des nombres de Z%. Par contre

B =.0140=0+1-5+4-5240-54+4-5*4+0-5°...
BB =42,1331=4-5242-5"+143-5+3-524+1-5+3.5%. ..

6(1) ¢ 7% puisque le premier chiffre est nul, 3@ ¢ 7% puisque le développement 5-adique
de 89 contient des puissances négatives de 5.

Lemme 2.4.6 Six € Q;, alors x est inversible dans Q,,.
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Preuve. On a
VeeQy:z=p" - uw,u€Z,nel

On pose
u:Zak-pk,ag #0
k=0

Alors
u o= a+ Yy ar-pt=ag+p- Yy ap-ptt
k=1 k=1

= a0+p'zak+1'pk=a0+p'90ﬁy:—Zak+1'pk€Zp
k=0 k=0

Comme ag # 0, alors on peut prend ag = 1, on obtient
u=1—p-y

Donc
-1 _ -1 _ 2 .2 *
uw=(1-py) =l+y-pt+ty  -p+... €L

Ce qui donne
lfl — pfk . ufl c @;

Puisque u™! € Zy, k € Z. Alors x est inversible dans Q,. =
Lemme 2.4.7 Soient v € Q,, k € Z, alors
{ye@p: ly — x|, Sp’“} =z +p* -7,
Preuve. Nous avons

x+p*k-Zp = {x+p*k-z,z€Zp}
— {x—i—u, |u|p§pk}

= {yEQp, Iy—xlpﬁp’“}
|

Théoréme 2.4.8 Une suite (a,), de Q, est de Cauchy et par conséquent convergente si
et si seulement st
lim |ap11 — an|p =0

n
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Preuve. Si (a,,), est une suite de Cauchy. Alors
Ve > 0,3dng € N,Vn,m > ng : |ay, — an|p <e
En particulier, pour m =n+ 1 > ng, on a

lim |ap1 — anl, =0
n——aoo

D’autre part, supposons que

lim |a,1 — an|p =0
n—:-aoQ0

Par définition

Ve >0,3ng € N:;Vn >ng: |an+1—an|p<5

Prenons € > 0, m > n > ng et examinons |a,, — a,|, .

P
On a

|a'm - an|p = |a'm —Op-1 T+ Op-1— Qp—2+ ... +App1 — an’p

< max {|am = am,1|p y|am—1 — am,2|p ey | Qg1 — an|p}

< max(e, e, ¢,...,6) =¢€

Alors (ay),,cy est une suite de Cauchy. m

Proposition 2.4.9 Soit (a,), est une suite dans Q, si lim a, = a # 0 dans Q,, alors
n—-mauoo

IN € N: ay|, = |al,,Vn > N (la suite <|an|p>n est stationnaire & partir d’un rang N>

Preuve. Soit (a,), une suite de Q, telle que lim a, = a # 0, alors (a,), est une
n—-a;o

suite convergente dans Q,, et donc de Cauchy, i.e
Ve >0,dng e N:Vm >n > ny = U — Qnl, <€

D’autre part, on a

|aml, = lanl,| < lam —an|, <e

Donc <|an|p) est une suite de Cauchy dans R complet, alors (|an| p> est convergente
dans R. ! "
Soit [ sa limite

limoo |anl, =1=lal,

n—--+
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On a |a|, # 0, alors [a|, > 0. Donc pour € = L>0,ona

[
EINleN:VnZNl———>’|an|p—l‘<§

On obtient
; l l l l
‘|an|p— ] < 5= —5<lal,-l<3
e <L
2 nlp =3
= l <lan|, < 3!
2 P2
Donc I
dN; eN:Vn> N, —= |an|p> 5 (22)
De méme, puisque (a,), est de Cauchy dans Q,, alors pour £ = £, il existe N € N tel
que
[
Vm,n > Ny = |a,, —an|p < =
2
Donc, si
n Z N3 = max{Nl, NQ}
On obtient

|am|p = |am — Qp + an|p

= max <|am — anl,, |an|p>

= |an|p
Pour m — oo, alors
‘a”p = |an’p
|

Proposition 2.4.10 Une série E a, avec a, € Q, converge dans Q, si et seulement si
n>0

lim a, =0.
n—--+00

Preuve. On note par Zai = s, la suite des sommes partielles. Alors
i=0

n
Zanconverge dans Q, <= (sp)n = (Zai)” converge dans @,

n>0 i=0
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& S, — 5,1 = @, converge vers 0 dans Q,

<= lim a, =0 dans Q,.

n——aeoo

Remarque 2.4.11 Cette proposition est fausse dans (R, |.|), L’exemple le plus évident
d’une série dans (R, |.|) dont le terme général tend vers 0, mais qui ne converge pas, est

la série harmonique E %
n>0

Remarque 2.4.12 Le corps des nombres p-adiques est analogue au corps des nombres
réels R sur plusieurs aspects, mais le corps posséde des propriétés différentes de celles du

corps des réels, telles que :

1. Tout disque D(a,r) C Q, de centre a et de rayon r est un ensemble a la fois ouvert
et fermé.

2. Tout point d’un disque est un centre de ce disque.

3. Deux disques sont soit disjoints soit ['un est contenu dans ['autre.

4. Tout triangle dans l'espace (Qy, |.| p) est isocéle et la longueur de sa base ne dépasse

pas les longueurs des cotés. C’est-a-dire

Vr,a € Qp:la— x|, <la|, = |z[, = |al,
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Chapitre 3

Calcul de 'inverse d’un nombre

p-adique

Dans cette section, on verra comment utiliser les méthodes numériques de bases

(Newton, Sécante, point fixe) pour calculer le zéro d’une fonction f ou

(3.1)

a € Q, p-premier

Le but consiste a calculer les développements p-adiques finis (approchés) de I'inverse de

a € Qj, et cela a l'aide de la détermination de la solution de I’équation

f(a:):l—a:() (3.2)
x

par une méthode d’approximation.

La solution de(3.2) est approchée par une suite des nombres p-adiques (z,,), € Q;
construite soit par la méthode de Newton, de la sécante ou par la méthode du point fixe.

Le principe général de calcul

Est le suivant :

Soit @ un nombre p-adique non nul tel que

*

a=pm"-u,v,(a) =meZ, ucl

lal,=p™™, mEZ
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Il est claire que si b € Q}, est l'inverse de a, alors
— |, =
|b|p—}a |p—pm,m€Z

Donc la suite des nombres p-adiques (,,),, devrait tendre vers b € Q5. Ainsi & partir d'un
certain rang, on a
|[Znl, = [0, =", m € Z (3.3)

3.1 La méthode de Newton

La méthode de Newton est une méthode basée sur la construction d’une suite de
points (z,,), € Q5 qui converge vers le zéro de f. La fonction d’itérations de Newton est

définie par

f (@)
g(z)=2— 3.4
@) =50 (3.4
La suite des itérés associée la fonction g est
f ()
A N:z,01 = n) = Ty — 3.5
n € Tnr1 =9 () =x (@) (3.5)
Sachant que
1 , -1
f(l’)—g—a,f (»’U)—? (3.6)
La suite des itérés de Newton est
VneN:z, 1 =2,2—a-x,) (3.7)

Remarque 3.1.1 Pour mesurer la vitesse de convergence d’une méthode itérative, on
mesure ['évolution de la suite (enin,), des €carts €niny = Tping — Tning—1 €Ntre les itérés

de la suite (x,,), obtenus & chaque étapes d’itération.

Théoréme 3.1.2 Si x,, est linverse de a de lUordre r, alors x,.n, est linverse de a

d’ordre (n,,),,, tel que la suite (n,,), est définie par
VneN:p, =2"-r (3.8)
et la suites des écarts est définie par

/
Tptno+l — Tntng = OmOdpnn
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Ou la (1)) est donnée par
VneN:ng,=n,—m=2"-r—m

Preuve. Soit (), la suite définie par la formule (3.7). On a z,,, est l'inverse de a
d’ordre r, c’est-a-dire
a-Tn, —1 =0modp"

Tels que ng représente un rang quelconque et r € N*. On obtient

<p"

a-Tp, —1=0modp” = |a-zy, — 1], <

D’autre part, on a
VneN:a- -z, —1=—(azx, —1)° (3.9)
Par conséquent

2
p

= |a-xn0+1—1| <p_2r

|a~xn0+1—1| = a'xno_” p =

P
= A - Tpy41— 1= mod p*"

De cette facon, on obtient

@+ Tpyi1 — 1 = 0mod p*
a- Tpyro — 1 = 0mod p*
- Tn, —1=0modp” = a- Tpyrs — 1 = 0mod p®"
Q- Tpyra — 1 = 0mod p®
\
Donc
VneN:a-zyin, — 1 =0modp’ (3.10)
La suite (n,,),, est définie par
VneN:n,=2"-r (3.11)
D’autre part, on a
VneN:z,y—x, =2, (1 —a-x,) (3.12)

Ce qui donne

|Zntnot1 — ‘Tn+n0|p = [Tpgno - (1 —a- xn+no)|p

= ‘xn+no|p' 1 _a"r”JF”O‘p <p"-p
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< pm . p_nn — p_(nn_m)

= Tpingt+l — Tnine = 0mod P
Ou la suite (n],) est définie par
VneN:g, =n,—m=2"-1r—m (3.13)
|

Conclusion 3.1.3

1. La vitesse de convergence de la suite (x,,), est de l'ordre nt,.

2. Pour déterminer le nombre des itérations n pour une précision donnée M qui re-

présente le nombre de chiffres p-adiques dans le développement p-adique de a™!, on

pose

M+m
In2 ]

n/n2M<:>2”—r2M:>n:[ -

Exemple 3.1.4 (Application de la méthode de Newton)

Supposons que

Alors
|a|5: |3|5:1:p0<:>m:0

On prend xo = 2, car
a-290=2-3=6=1modb

Ce qui donne r =1,nq = 0.

Le nombre des itérations est
In Mdn In S—J{O 3ln2
’)’L = r = = = 3
In2 In2 In2

La suite d’itération de Newton est

VneN:z, = 2,(2 — 3x,) (3.14)

Alors
r1=2-(2-2-3)=-8=17=2+3-5mod 5>

Ty=—-8-(2-3-(-8)=—-208=417T=2+3-5+1-5°+3-5°mod5*
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r3 = —208-(2 — 3 - (—208)) = —130208 = 260417 = 24-3-5+1-5*+3-5°+1-5*+3-5°4-1-55+3-5" mod 5°
Donc

1=9243.54+1-524+3-5+1-5'+3.5 +1-5° +3-5 mod 5°
1= 23131313 = -231

3.2 La méthode de la sécante

Une méthode élémentaire pour déterminer le zéro d’une fonction est la méthode de la

sécante. L’idée de cette méthode consiste a remplacer f/(z,) par % (i.e : dans
les cas ot on ne peut pas calculer facilement la dérivée de f).
La relation de récurrence est donnée par
f (@) - (20 — @01)
VneN:z,1 =2, — (3.15)
f(xn) - f ('Tnfl)
La suite des itérés de la sécante est
VneN 1z, 1 =2,+ T, 1 —ar,r, 1 (3.16)

Théoréme 3.2.1 Si x,,_1 (resp : x,, ) est l'inverse de a de l'ordre o (resp :3 ), alors

Tning—1 €St Uinverse de a de l'ordre F,,. Telle que la suite F,, est définie par

1 1-/5 145\ 1 145 1-v5 )
F, = [ﬁ<ﬁ— 5 a)( 5 >+%<—ﬁ+ 5 a)( 5 }3%7)
1 . .
_ [%((ﬁ—a(l—é))-d) + (=B +ad)-(1— ) )],VnGN

145
5

Sachant que ® =
Par conséquent

Vn € N: Zping — Tnong—1 = 0mod p'™

Ou (F1y,),, est définie par

VneN:FI,=F,—m= ((5—04(1—CD))-(I>”+(—5+&¢)-(1—CI>)”)] —-m

(3.18)

Sl

et a, 8 € N.

Preuve. Soit (z,), la suite définie par la formule(3.16). On a x,,_1 (resp : z,, ) est
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I'inverse de a d’ordre « (resp :3 ), alors
ATpo—1 — 1= OmOdpa |axn0—1 - 1|p S pia

an, — 1 = 0mod p° |z, — 1], <p~*°

D’autre part, on a

Vn e N*:azp — 1= (ax, — 1) (1 — azp1)

Ce qui donne

= |aTp, —

’axn0+1 - ]‘ |p
o+

— aTpy+1 — 1 =0modp

De cette maniére, on obtient

aTpy,—1 — 1 = 0mod p*

aty,, — 1 = 0mod p?

Par conséquent
VneN:ar,in—1 — 1= 0 mod p™

Ou (F},),, est une suite linéaire récurrente définie par

Vn € N* : Fn+1 :anl +Fn
F,=oF,=p

dont le terme général est donné par

2

Vn € N:F, =
V5

1 L
- | FE-an-ayens o

(=B +a®)-(1-— (I))"}

L5 gt appelé "le nombre d’or".

Tels que = =5

29

1,11 = azngal, <p P p =

-5 (5 o

[ azpe41 — 1 = 0mod p**?
ATpyr2 — 1 = 0mod p*2°
) gt - 1 =0modp

Tpo+4 —1 = 0modp

2a+303
3a+503

(3.19)

3

20)

(3.21)




D’autre part, on a
VYn e Nz, — 2y =21 (1 —axy,) (3.22)
On trouve

| Tntno — Tntno—1 p |xn+no—2|p l—a- xn+no—1|p

= p"-l- 6LCL‘rHrnO*l|p <p" 'piFn = pi(Fnim)
= Tntno — Tntno—1 — OmOdpFn_m
Par conséquent
VneN:Zying — Tning—1 = 0 mod p™’
La suite (£7,), est définie par
1
VneN:Fl,=F,—m=|—=(-a(1—-®))- "+ (—F+a®)-(1-)")| —m

V5

Conclusion 3.2.2

1. La vitesse de convergence de la suite (z,,), est de l'ordre F',,.

2. Comme |1 — ®| < 1, alors

1 n
F/nzﬁ(ﬁ—oz(l—@))-q) —m

et le nombre des itérations n est

V5(M+n)
In 3= 5

In®

Exemple 3.2.3 (Application de la méthode de la sécante)
Soient p=5,a =3, M = 8. Alors

3, =1=p"=m=0
On prend xo = x1 = 2, puisque

a-Txp=a-x1=3-2=6=1modb
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On obtient « = =1, ng = 0.

Le nombre des itérations est

v/5(8+0
In {2040 REEAE -
In® In®

D’autre part, on a
VneN :z, 1 =2, + 2,1 — 30,2, 1 (3.23)

On trouve

To = 2modb
r1 = 2modb
T9=2+2-3-2-2=-8=17=2+3 -5mod5*
r3=—-8+2-3-(-8)-2=42=42=2+3-5+1-5"mod5"
Ty =42—-8-3-42-(-8)=1042=1042=2+3-5+1-52+3-5*+1-5'mod 5
r5 = 10424+42—-3-1042-42 = —130208 = 260417 = 2+3-5+1-52+3-5%+1-5*+3-5°+1.5°4-3-5" mod 5°
On écrit

%E2+3-5+1-52—i—3-53—|—1-54—i—3-55—|—1-56—|—3-57m0d58
1= .23131313 = 231

3.3 La méthode du point fixe

Une autre classe de méthodes consiste a remplacer la recherche de zéro de I’équation
f (z) = 0 par une recherche de point fixe de I’équation z = g (z), sous réserve que ces deux
formulations soient mathématiquement équivalentes. La méthode du point fixe fournit une
suite qui converge rapidement vers la solution.

On sait que si

1 1 1 1 (1 o (1 *
g(=) = —, gV <_> =g <_> = .. =gt (_) =0,q¢® (_) £0,seN (3.24)
a a a a a a

Alors, on dit que la vitesse de convergence est de 'ordre s.
Notre but est d’améliorer la vitesse de convergence de la suite (z,),. Pour cela, on

cherche une fonction g telles que :
1. La fonction g doit étre vérifier les conditions de (3.24).

2. La fonction g ne doit pas avoir de I'inverse de a dans ses coefficients.
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On choisit g sous la forme

g(z) =z +ay(z)=z(1+7())

On obtient
gV (@) =147 (z) + 27V (z)

g® (@) = by (2) + 9™ () k > 2

On distingue les cas suivants :

3.3.1 Casl:s=2

Si g vérifie la relation

Alors, la fonction v vérifie

OREIORS
a a

(3.25)

(3.26)

(3.27)

(3.28)

On cherche la fonction v de maniére a faire disparaitre 'inverse de a dans les coefficients

de g. Pour cela, on prend

v () = ag + a1z

D’apres (3.28), on obtient
ag+ap-+=0 an = 1
{ 0ot ar-y . { 0
a1 = —a a1 = —a

v(z)=1-—ax

Par conséquent

Ce qui donne
g(x) =21+ (1 —ax))

La suite associée a la fonction g est définie par
VneN:z, 1 =2,(1+(1—ax,)) =, (2—ax,)

Cette suite représente la suite de la méthode de Newton.
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Remarque 3.3.1

Dans le cas ot s = 1, on prend v (x) = ap, on trouve ag = 0 et g (x)

3.3.2 Cas2:s5=3

Supposons que

Alors

On prend

v () = ap + a1 + s

D’apres (3.33), on obtient

1 1
agtap-; a5 =0

a1+2'&2'%+&20
2'052—2'CL2:O

On résout ce systéme, on trouve

ap = 2,01 = —3a, 09 = a?

Donc
y(z)=2-3ax+d**=(1-a-2)+(1—a x)°

On écrit
g (x) :x(1+(1—aa:)+(1—ax)2)

La suite des itérations (z,,), associée & g est donnée par

VneN:x, 1 =x,- (1+(1 —ax,) + (1 —axn)z)

(3.32)

(3.33)

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)

Théoréme 3.3.2 Siz,, est l'inverse de a d’ordrer, alors T,in, est linverse de a d’ordre

wy, telle que
VneN:w,=3"r

La suite des écarts est donnée par

!
Vn € N: Zpyngt1 — Tnan, = O0mod p*r
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VneN:w, =w,—m=3"-r—m
Preuve. Soit (z,), la suite définie par (3.38). On a
VneN:ar, 1 —1=(az, —1)° (3.39)
Supposons que

axn,, —1 = 0modp"

Alors

a- Tpgt1 — 1= 0 mod p*"

Par conséquent

Vn € N:az,i1n, — 1 = 0mod p*"

Ot (wy),, est définie par
VneN:w,=3"r

D’autre part, on a
Vn € N: 2y — x, = 2, (1 — azy,) + (1 — axn)Q) (3.40)

On déduit

IN

|l‘n+n0+1 - xn+n0|p |xn+n0| - max (|1 - axn+no| ) |1 - axn+no|2)

S pm . max {pfwn’pf%.)n} _ pf(wnfm)

= Tnino+l — Tning = OmOdp(wn_m)

On obtient
Vn € N Zpingt1 — Tnang = Omodp“’%
Telle que
VneN:w, =w,—m=3"-r—m
|

Conclusion 3.3.3

1. La vitesse de convergence de la suite (x,,), est de l'ordre w,.

2. n= —m5 le nombre nécessaire des itérations.
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Exemple 3.3.4 Soienta =3, M =9, p=5. Ona |3|; =1, m = 0. On prend xy = 2
pUiSqUE
arg=2-3=6=1modb

Alors ng =0, r = 1.

Le nombre des itérations est

La forme d’itération est
VneN: x4 =2, (14 (1 —3z,) (2 —3x,))

On obtient

To = 2mod b

r1=2-(1+(1-3-2)-(2—-3-2))=42=2+3-5+1-5°mod5*
Ty = 42-(14+(1—-3-42)-(2—3-42))
= 651042=2+3-5+1-5243-52+1-5*+3-5°+1-5°4+3-5"+1-5 mod5” mod5’
On écrit

5=2+3-541-5°+3-5°+1-5"+3-5°+1-543-5"+1-5°mod 5
1 =-231313131 = 231

Remarque 3.3.5 Dans cet exemple, on remarque que cette méthode nécessite seulement
deuz itérations pour une précision donnée (M =9), ce qui est un grand avantage dans le

calcul.

3.3.3 Généralisation

Généralement, on peut construire une méthode itérative qui converge vers l'inverse
de a dans Q@5 avec un ordre égal a s suffisamment grand. Pour généraliser la méthode du

point fixe, autrement dit pour accéléré la vitesse de convergence de la suite (z,,), autant
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qu’on veut, on pose

g@)=z- 1+ () =2+ 2y (z)

ol

s—1 s—1 ‘ (341)
v(z) =g+ a1z + ... + gzt = Zajxj = Z (1 - az)’

=0 =1

On obtient

g(z)=u1- ‘ (1—cm:)j:x(1+(1—ax)—i—(1—ax)2+(1—ax)3+...+(1—ax)s_l)

I
o

(3.42)
La suite associée a g est définie par

3

VneN:zy =2, (14 (1 —az,) + (1 —az,)’ +(1—az,)’ + ...+ (1 —aacn)sfl)

(3.43)

Théoréme 3.3.6 Six,, est linverse de a d’ordre r, alors x,,, est linverse de a d’ordre

on, telle que

VneN:o,=5s" r (3.44)
et
Vn € N: Zpings1 — Togng = 0mod p°n (3.45)
Telle que
VneN:o, =0, —m=s"-r—m (3.46)

Preuve. Soit (z,), la suite définie par la formule (3.43). On a
VneN:az, 1 —1=(=1)""(1-az,)* (3.47)

Supposons que
aZp, —1 = 0mod p"
On obtient
ATpo+1 — 1 = 0mod p*"
ATpysn — 1 = 0mod p*™"

ATpyys — 1 = OmodpSST

Par conséquent
Vn € N: ax, n, —1 = 0mod p°" (3.48)
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Ou la suite (0,), est définie par
VYneN:og, =s"r (3.49)
D’autre part, on a
Vn € N:piy — 2y = 2 (1 — azy) + (1 — az,)? + .. 4 (1 — az,)* ")

Ce qui donne
Vn € N: Zpings1 — Togng = 0mod p°* (3.50)

Telle que
VneN:o, =0, —m=s"r—m (3.51)

Conclusion 3.3.7

1. La vitesse de convergence de la suite (z,,), est de l'ordre o?,.

2. le nombre nécessaire d’itérations n pour obtenir M chiffres est n = l
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Conclusion Générale

Soient les ensembles suivants

S = {ae(@p:]a\pzl},sim:()
Sy = {ae@p:|a|p<1},sim>0

Sy = {ae@p:]a|p>1}, sim <0

Alors, on conclut que :

1. Si m < 0, alors la vitesse de convergence pour tout nombre p-adique appartient a

I’ensemble S3 est plus rapide que celle de Sj.

2. Sim > 0, alors la vitesse de convergence pour tout nombre p-adique appartient &

I’ensemble Ssest moins rapide que celle de S;.
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