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Introduction Générale

L�histoire des mathématiques doit beaucoup à la théorie de l�intégration, et de tout

temps, sa place prédominante a façonné l�analyse en o¤rant à qui une solution, à qui

un problème. Le lustre des "méthodes intégrales " en Grèce antique l�atteste, et bien

qu�il faille attendre le calcul in�nitésimal pour une première formalisation, elles nous

avaient déjà o¤ert de profonds et beaux résultats : les athéniens évaluèrent les grandeurs

de l�espace puis en démontrèrent implicitement l�existence et l�unicité ; au XV IIe siècle

naissent des méthodes générales de "calcul de l�in�ni" ( recti�cation de courbes, qua-

dratures, etc...). C�est Leibnitz qui opère le fondement de la théorie de l�intégration (

Géometria recondita,1686), perpétué jusqu�aujourd�hui, d�une part par un symbolisme

intégral reliant intégration et dérivation, d�autre part par la mise en place des principaux

théorèmes.

L�intégrale de Riemann ( Bernhard Riemann, 1854, publication posthume en 1867)

puis l�intégrale de Lebesgue ( Henri Lebesgue, 1902) ont marqué les esprits par leur

formalisation aboutie. L�intégration est encore un sujet pour la recherche contemporaine ;

en témoigne des extensions telles que l�intégrale d�itou, l�intégrale de Kurzweil-Henstock,

ou la recentre construction de Bon giorno (1996).

Le schéma général utilisé pour construire une intégrale et qui cherche à mesurer l�aire

du domaine sous la courbe, est le même pour les trois approches de l�intégration, au sens

de Riemann, au sens de Lebesgue, ou au sens de Kurzweil-Henstock.

D�abord, on considère une famille de fonctions élémentaires, pour les quelles nous

avons un moyen évidait de mesurer l�aire sous la courbe. Dans le cas de l�intégrale de

Riemann ou de Kurzwiel-Henstock, les fonctions en escalier dont l�aire sous la courbe est

égale à la somme des aires des rectangles ; les fonctions en escalier étant constantes sur

des intervalles, le domaine sous la courbe d�une telle fonction peut alors être vu comme

une réunion de rectangles. Pour l�intégrale de Lebesgue, les fonctions élémentaires sont

les fonctions étagées, constantes, non plus sur des intervalles des parties mesurables (

approche plus souple et plus générale).

L�intégrale de Riemann permet d�intégrer entre les fonctions croissantes ou décrois-

santes, et les fonctions continues, donc aussi les fonctions continues par morceaux, ainsi
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que les fonctions monotones par morceaux. Cependant une limite simple ( c�est -à-dire

f (x) = lim fn (x) pour tout x de l�intervalle [a; b] sans condition d�uniformité en x) de

fonctions Riemann intégrables n�est pas nécessairement Riemann intégrable. Il est pos-

sible de caractériser les fonctions intégrables au sens de Riemann : ce sont les fonctions

bornées dont l�ensemble des poids de discontinuité est de mesure nulle ( théorème de

Lebesgue). L�intégration au sens de Lebesgue permet d�intégrer plus de fonctions ( dont

des fonctions qui ne sont même pas localement bornées), et elle donne la même valeur à

l�intégrale lorsque la fonction est déjà intégrable au sens de Riemann. Elle a l�avantage

de munir l�espace vectoriel des fonctions intégrables ( modulo l�égalité presque partout)

d�une structure d�espace normé complet. Ceci est essentiel pour beaucoup d�applications.

Cependant, on perd la notion de sommes de Riemann, et il existe des contextes ( étude

des suites uniformément distribuées par exemple) où les fonctions intégrables au sens de

Riemann surviennent naturellement ; pour une généralisation de cette dernière permettant

néanmoins d�intégrer également toutes les fonctions mesurables ( au sens de Lebesgue),

voir l�intégrale de Kurzweil-Henstock.
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Chapitre 1

Intégrales de Riemann

1.1 L�intégrale de Riemann d�une fonction en escalier

Dans toute cette section, on note a; b deux réels tels que a � b et (E; k:kE) un espace
de Banach sur | = R ou C. on note F ([a; b] ; E) l�espace vectoriel des fonctions de [a; b]
dans E. Pour f 2 F ([a; b] ; E), on note kfk1 = supt2[a;b] kf (t)kE, qui est un élément
de [0;+1[ par dé�nition de la borne supérieur et qui est �ni ssi f est bornée. Dans
la suite, on notera B ([a; b] ; E) l�espace vectoriel des fonctions bornées de [a; b] dans E.

L�application k:k1est une semi-norme sur F ([a; b] ; E) et une norme sur B ([a; b] ; E) .

1.1.1 Fonction en escalier

Supposons d�abord a < b.

Dé�nition 1.1 ( Subdivision de [a; b] ) Soit m 2 N. On appelle subdivision d�ordre m de

[a; b] tout élément � = (�0; :::; �m) de Rm+1 véri�ant a = �0 < �1 < ::: < �m = b. on note

S (m) l�ensemble des subdivisions d�ordre m de [a; b] et on pose S = [m2NS (m) . Un élé-
ment de S est appelé subdivision de [a; b]. Le nombre réel k (�) = max0�i�m�1 (�i+1 � �i)

est appelé le pas de la subdivision � = (�0; :::; �m).

On notera que, puisque a < b, une subdivision de [a; b] possède au moins deux élément.

Lorsque a = b, on pose S (m) = ? pour tout m. Si � = (�0; :::; �m) est une subdivision

de [a; b], on note h�i l�ensemble f�0; :::; �mg. Réciproquement, à toute partie �nie C de

[a; b] contenant a et b est associée une unique subdivision de [a; b], que l�on notera [C] et

qui s�obtient en ordonnant les éléments de la partie C. Il existe une opération naturelle

sur S : si � = (�0; :::; �m) et � = (�0; :::; �l) sont des subdivisions de [a; b], on notera

� _ � = [h�i [ h�i] l�opération _ sera dite réunion des subdivisions. Il existe par ailleurs
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une relation d�ordre partiel naturelle sur S : La relation d�inclusion des ensembles accoisé.

On notera � � � lorsque h�i � h�i.

Dé�nition 1.2 ( Fonction en escalier). Une fonction ' de [a; b] dans E est dit en escalier
s�il existe une subdivision � = (�0; :::; �m) de [a; b] telle que ' soit constant sur chacun

des intervalles ouverts ]�i; �i+1[, 0 � i � m � 1. Une telle subdivision sera dite adaptée
à la fonction en escalier '. On notera Esc ([a; b] ; E), ou simplement Esc si le contexte
le permet, l�ensemble des fonctions en escalier de [a; b] dans E. Lorsque a = b, on pose

Esc (fag ; E) = F (fag ; E)( cette ensemble à E via l�application '! ' (a)).

Proposition 1.3 L�ensemble Esc ([a; b] ; E) est un sous-espace vectoriel de l�espace vecto-
riel B ([a; b] ; E) des fonctions bornées de [a; b] dans E, si E est une algèbre, Esc ([a; b] ; E)
est une sous-algèbre de l�algèbre B ([a; b] ; E).

Preuve. Une fonction en escalier est bornée ( son ensemble image est �ni), donc
Esc � B. De plus, Esc 6= ? car Esc contient la fonction nulle. Véri�ant la stabilité par
combinaison linéaire, soit ' 2 Esc et soit � 2 |, �' est encore en escalier : si � est une
subdivision adaptée à ', � est aussi adaptée à �f . Soient ' et  deux éléments de les

Esc. Si � est une subdivision adaptée à ' et � une subdivision adaptée à  , alors � _ �
est à la foi adaptée à ' et à  , donc aussi à ' +  , ce qui montre que ' +  2 Esc. De
la même manière, si E est une algèbre, le produit ' �  est encore en escalier sur [a; b] (
� _ � pour subdivision adaptée).

1.1.2 Intégrale d�une fonction en escalier

On suppose d�abord a < b. Considérons un élément ' de Esc; et deux subdivisions �
et � adaptées à ': On pose

I� (') =
m�1X
i=0

(�i+1 � �i) ci et I� (') =
m�1X
i=0

�
�j+1 � �j

�
dj

où ci ( respectivement dj) désigne la valeur (constante) de ' sur l�intervalle ]�i; �i+1[

( respectivement
�
�j; �j+1

�
). On véri�e alors que I� (') = I�_� (') = I� ('), et cette

remarque justi�e la dé�nition suivante.

Dé�nition 1.4 ( Intégrale de Riemann d�une fonction en escalier). Soit ' 2 Esc ([a; b] ; E).
On appelle intégrale de Riemann de ' l�élément I� de E ci-dessus, où � est une subdivision

quelconque adaptée à '. On la note Z d

a

' (t) dt:
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Lorsque a = b, on pose
R d
a
' (t) dt = 0 pour toute fonction ' de fag dans E:

La propriété suivante est fondamentale. Nous en ferons un usage récurrent dans les

constructions qui vont suivre.

Proposition 1.5 ( Inégalité triangulaire pour l�intégrale des fonctions en escalier). Pour
tout ' 2 Esc ([a; b] ; E), l�application k'kE : t! k' (t)kE véri�e k'kE 2 Esc ([a; b] ;R) et


R da ' (t) dt




E
�
R d
a
k' (t)kE dt:

Preuve. Toute subdivision � adaptée à ' est encore adaptée à k'kE, qui est donc
en escalier.

Notons ci la valeur de ' sur ]�i; �i+1[. Alors, on a





Z d

a

' (t) dt






E

=







m�1X
i=0

(�i+1 � �i) ci







E

�
m�1X
i=0

(�i+1 � �i) kcikE =
Z d

a

k' (t)kE dt:

On déduit de la proposition précédent, le résultat suivant, qui est à la base des ex-

tensions ultérieures de la notion d�intégrale.

Proposition 1.6 L�application P de (Esc; k:k1) dans (E; k:kE) dé�nie par

P (') =

Z d

a

' (t) dt

est une application linéaire continue ( donc uniformément continue) et véri�e



R da ' (t) dt




E
�

(b� a) k'k1 :

Preuve. Soit ' 2 Esc et soit � 2 |: toute subdivision adaptée à ' est aussi adaptée

à �' et si � = (�0; :::; �m) est une telle subdivision :Z d

a

�' (t) dt =
m�1X
i=0

(�i+1 � �i) (�ci) = �
m�1X
i=0

(�i+1 � �i) ci = �

Z d

a

' (t) dt;

où ci est la valeur de ' sur ]�i; �i+1[ : Soit maintenant ' et  dans Esc et 
 =
(
0; :::; 
k) une subdivision adaptée à la fois à ' et à  ( prendre 
 = � _ �; où � et �
sont adaptées à ' et à  respectivement). Alors 
 est aussi adaptée à ' +  ; en notant
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ci et di les valeurs de ' et  sur
�

i; 
i+1

�
, on a

Z d

a

('+  ) (t) dt =

kX
i=0

�

i+1 � 
i

�
(ci + di) =

kX
i=0

�

i+1 � 
i

�
ci +

kX
i=0

�

i+1 � 
i

�
di

=

Z d

a

' (t) dt+

Z d

a

 (t) dt;

ce qui montre la linéarité de P . En�n, d�après la proposition précédent on a



Z d

a

' (t) dt






E

�
Z d

a

k' (t)kE dt =
m�1X
i=0

(�i+1 � �i) kcikE � k'k1
m�1X
i=0

(�i+1 � �i) = (b� a) k'k1 ;

Ce qui montre la continuité de P de (Esc; k:k1) dans (E; k:kE) et l�inégalité annoncée.

1.2 Intégrale de Riemann d�une fonction réglée

On note encore [a; b] un intervalle compact de R, et (E; k:kE) un espace de Banach
sur |. Nous allons maintenant exploiter la continuité uniforme de l�application P et la

complétude deE pour étendre directement l�intégrale de Riemann à une classe de fonctions

plus large que Esc ([a; b] ; E).

1.2.1 Fonction réglées

Dé�nition 1.7 ( Fonction réglée). On note Reg ([a; b] ; E) ; ou simplement Reg si le
contexte le permet, l�adhérence de Esc ([a; b] ; E) dans F ([a; b] ; E) pour la topologie dé�-
nie par la semi-norme k:k1 : On appelle fonctions réglées les éléments de Reg ([a; b] ; E).
Lorsque a = b, on pose Reg (fag ; E) = F (fag ; E) ' E:

Proposition 1.8 Une fonction réglée sur [a; b] est bornée sur [a; b] et l�ensembleReg ([a; b] ; E)
est exactement l�adhérence de Esc ([a; b] ; E) dans B ([a; b] ; E) pour la norme k:k1 et est

donc un sous-espace vectoriel fermé de B ([a; b] ; E) :

Preuve. Soit n0 2 N tel que supt2[a;b]


f (t)� 'n0 (t)




E
< 1. Alors, pour tout t 2

[a; b] ; kf (t)kE �


f (t)� 'n0 (t)




E
+


'n0 (t)

E � 1+

'n0 (t)

E. Une fonction en escalier

étant borée, f l�est également. On a donc Reg � B et, par dé�nition de la norme in�nie,

Reg = Esc(B).
L�adhérence d�un sous-espace vectoriel, la proposition est démontrée.

6



Corollaire 1.9 Les fonctions continues de [a; b] dans E sont réglées. Lorsque E = R, les
fonctions monotones de [a; b] dans R sont réglées.

Preuve. Les fonctions continues possèdent une limite en tout point et sont donc

réglées. Lorsque E = R et que f est monotone, on a, pare exemple pour f crois-

sante, limt!t0;t<t0 f (t) = supt2[a;t0[ t (t) pour tout point t0 2 [a; b[ et limt!t0;t<t0 f (t) =

inft2]t0;b] f (t) pour tout point t0 2 ]a; b] : On peut donc de nouveau appliquer la procède
et le corollaire est démontré.

Notons que, bien que Esc soit dense dans l�ensemble �0 ([a; b] ; E) des fonctions conti-
nues de �0 ([a; b] ; E) dans E, l�intersection Esc\�0 ([a; b] ; E) est triés petite : elle se réduit
à l�ensemble des fonctions constantes.

Proposition 1.10 L�ensemble des points de discontinuité d�une fonction réglée sur [a; b]
est au plus dénombrable.

Preuve. Rappelons qu�un point de discontinuité de f : [a; b] ! E est un point où

f n�est pas continue. Soit f 2 Reg et soit ('n)n2N une suite de fonctions en escalier

qui converge uniformément vers f sur [a; b]. Chaque 'n a un ensemble �ni de points de

discontinuité, que l�éon noteraDn. Alors l�ensembleD = [n2NDn est au plus dénombrable.

Soit xo 2 [a; b] nD, chaque fonction 'n est continue au point x0, et la suite ('n)n2N
converge uniformément vers f , donc f est continue au point x0. Donc l�ensemble des

points de discontinuité de f est contenu dans D es est donc au plus dénombrable.

1.2.2 Intégrale d�une fonction réglée

nous pouvons maintenant introduire le prolongement à Reg ([a; b] ; E) de l�intégrale

des fonctions en escalier. L�existence et l�unicité de ce prolongement.

Dé�nition 1.11 On note IReg : Reg ([a; b] ; E) ! E l�unique prolongement continu à

Reg ([a; b] ; E) de l�application linéaire continue P : (Esc ([a; b] ; E) ; k:k1) ! (E; k:kE).
Etant donné une fonction f de Reg ([a; b] ; E), on note IReg (f) =

R b
a
f (t) dt et on dit que

IReg (f) est l�intégrale de Riemann de la fonction réglée f:

Remarque 1.12 La construction de l�intégrale des fonctions réglées a pour corolaire l�im-
portant fait suivant : les fonction continues de [a; b] dans E sont intégrables ; les fonctions

monotones de [a; b] dans R sont intégrales. Ces deux types de fonctions sont en e¤et des
fonctions réglées sur [a; b] et sont donc intégrables sur cet intervalle.
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L�existence et l�unicité du prolongement ci-dessus proviennent de l�uniforme continuité

de l�intégrale sur Esc et de la complétude de E. De manière plus explicite, le prolongement
IReg de P s�obtient de la manière suivante : étant donné f 2 Reg, il existe par dé�nition de
Reg une suite de fonction en escalier ('n)n2N qui converge uniformément vers f . Comme

P est uniformément continue (car linéaire et continue), la suit (P ('n))n2N est de Cauchy.

Comme E est complet, elle converge vers une limite A 2 E. La contrait de continuité du
prolongement impose le choix : IReg (f) = A = limn!+1 P ('n).

1.3 L�intégrale de Riemann

1.3.1 Fonctions Riemann-intégrables

Comme précédemment, on suppose d�abord a < b. Nous allons construire une semi-

norme PE sure F ([a; b] ; E), dé�nie à lé aide des fonctions en escalier. Le but est de
faire coïncider in �ne la semi-norme PE (f) d�une fonction intégrable avec l�intégraleR b
a
kf (t)kE dt, que nous avons déjà rencontrée pour les fonctions en escalier et les fonctions

réglée.

Pour f 2 F ([a; b] ; E), on pose

M (f) = f� 2 Esc ([a; b] ; E) j8t 2 [a; b] ; � (t) � kf (t)kEg :

Notons que les fonction � ci-dessus sont à valeurs réelles (positives). Remarquons

également que si f est bornée, alors M (f) est non vide, mais que, pour f quelconque, il

est possible que M (f) soit l�ensemble vide. On pose ensuite

PE (f) = inf
�2M(f)

�Z b

a

� (t) dt

�
:

Remarquons que, pour tout � 2 M (f),on a � � 0 donc PE (f) � 0. Si M (f) = ?,
alors PE (f) = inf ? = +1 par dé�nition de la borne inférieure. L�application PE ainsi

dé�nie est donc une application de F ([a; b] ; E) à valeurs dans [0;+1]. De plus, si f est en
escalier, alors, pars dé�nition de PE, on a PE (f) =

R b
a
kf (t)kE dt. Nous allons maintenant

montrer que PE est une semi-norme sur F ([a; b] ; E) et nous rappelons que ni le fait que
PE ait un noyau, ni le fait que PE puisse prendre la valeur +1 n�empêchent de l�utiliser

dans le théorème de prolongement des applications uniformément continues à valeurs dans

un espace métrique complet.

Proposition 1.13 L�application PE : F ([a; b] ; E) ! [0;+1] est une semi-norme sur
F ([a; b] ; E) :
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Preuve. Montrons l�homogénéité de PE. Soit f 2 F et soit � 2 |; � 6= 0. Alors

on a M (�f) = fj�j� : � 2M (f)g : Puisque
R b
a
j�j� (t) dt = j�j

R b
a
� (t) dt, on a donc

PE (�f) = j�jPE (f). Si � = 0, l�égalité est claire. Montrons l�inégalité triangulaire. Si

M (f) = ? ou M (g) = ?, l�inégalité triangulaire est vraie puisque le nombre de droite
de l�inégalité est égal à +1. Supposons donc M (f) 6= ? et M (g) 6= ?. Soit � > 0. Par
dé�nition de la borne inférieure, il existe � 2 M (f) tel que

R b
a
� (t) dt � PE (f) + � et

v 2 M (g) tel que
R b
a
v (t) � PE (g) + �. De plus, kf (t) + g (t)kE � kf (t)kE + kg (t)kE �

� (t) + v (t) ; donc (�+ v) 2M (f + g) : Par conséquent, on a

PE (f + g) �
Z b

a

(�+ v) (t) dt =

Z b

a

� (t) dt+

Z b

a

v (t) dt � PE (f) + PE (g) + 2�:

Comme � est arbitraire, on obtient bien PE (f + g) � PE (f) + PE (g) :

On peut alors munir F ([a; b] ; E) de la topologie associée à PE et s�intéresser à l�adhé-
rence de Esc dans F pour cette topologie.

Dé�nition 1.14 ( Fonction Riemann-intégrable). On note RI ([a; b] ; E), ou simplement
RI si le contexte le permet, l�adhérence de Esc ([a; b] ; E) dans F ([a; b] ; E) pour la topolo-
gie dé�nie par la semi-norme PE. On appelle fonctions Riemann-intégrables les éléments

de RI ([a; b] ; E). Lorsque a = b, on pose : RI (fag ; E) = F (fag ; E) ' E.

Remarque que l�ensemble RI est l�adhérence d�un sous-espace vectoriel de F et est

donc lui-même un sous-espace vectoriel de F . De plus, une fonction Riemann-intégrable
est par dé�nition limite d�une suite ('n)n2N de fonctions en escalier pour la semi-norme

PE. Outre la dé�nition ci-dessus, qui nous sera directement utile pour la construction

de l�intégrale de Riemann par prolongement de l�intégrale des fonction en escalier, il

s�avère vite indispensable de disposer d�une caractérisation directe des fonctions Riemann-

intégrables qui traduise l�existence de fonctions en escalier ' arbitrairement proches de

f pour la semi-norme PE. Cette caractérisation est souvent utilisée comme dé�nition de

l�intégrabilité au sens de Riemann.

Proposition 1.15 ( Caractérisions des fonctions Riemann-intégrables). Soit f 2 F ([a; b] ; E).
Pour que f soit Riemann-intégrable, il faut et il su¢ t que, pour tout � > 0, il existe des

fonctions ' 2 Esc ([a; b] ; E) et � 2 Esc ([a; b] ;R) telles que kf (t)� ' (t)kE � � (t) pour

tout t 2 [a; b] et
R b
a
� (t) dt > �.

Preuve. Soit f dans l�adhérence de Esc ([a; b] ; E) pour la topologie associée à PE

et soit " > 0. Alors il existe une fonction ' 2 Esc ([a; b] ; E) telle que PE (f � ') < �
2
.
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Par dé�nition de PE, il existe donc une fonction � 2 M (f �?) telle que
R b
a
� (t) dt <

PE (f � ') + �
2
< �. Les fonctions ' et � véri�ent les conditions demandées.

Réciproquement, supposons que f 2 F ([a; b] ; E) et que, pour tout � > 0, il existe des
fonctions ' 2 Esc ([a; b] ; E) et � 2 Esc ([a; b] ;R) qui véri�ent kf (t)� ' (t)kE � � (t) pour

tout t 2 [a; b] et
R b
a
� (t) dt < �. Ceci signi�e que � 2 M (f � ') et que PE (f � ') < �.

L�arbitraire sur � montre alors que f est dons l�adhérence de Esc ([a; b] ; E) pour PE,
c�est-à-dire que f est Riemann-intégrable.

Corollaire 1.16 Une fonction Riemann-intégrable sur [a; b] est bornée sur cet intervalle.

Preuve. Soit f 2 RI ([a; b] ; E). Il existe alors ' 2 Esc ([a; b] ; E) et � 2 Esc ([a; b] ;R)
telles que kf (t)� ' (t)kE � � (t) et

R b
a
� (t) dt � 1. Donc, pour tout t 2 [a; b], kf (t)kE�

kf (t)� ' (t)kE + k' (t)kE � � (t) + k' (t)kE. Les fonctions en escalier étant bornées, il
en est de même de f .

Proposition 1.17 La topologie IPE associée à la semi-norme PE sur F ([a; b] ; E) est
moine �ne que la topologie I1 associée à la semi-norme k:k1 sur F ([a; b] ; E) : IPE � I1.

Par conséquent,Reg ([a; b] ; E) = Esc ([a; b] ; E)(1) � Esc ([a; b] ; E)(PE) = RI ([a; b] ; E).

Preuve. Il su¢ t de montrer que, pour tout f0 2 F et tout � > 0, la boule ouvert

BPE (f0; �) pour PE contient une boule ouvert B1 (f0; �) pour la norme k:k1. Soit � =
�= [2 (b� a)] et soit f 2 F telle que kf � f0k1 < �:

Soit alors � 2 Esc ([a; b] ;R) dé�nie par � (t) = � pour tout t 2 [a; b] : On a alors
� 2M (f � f0) et

R b
a
� (t) dt = �

2
, donc PE (f � f0) � �

2
< �, soit f 2 BPE (f0; �).

1.3.2 Intégrale d�une fonction Riemann-intégrable

Nous allons maintenant montrer que l�application P : Esc ! E se prolonge à l�en-

semble RI. Comme dans la section précédent, cette propriété découlera de la continuité

uniforme de l�application P , cette fois-ci pour la semi-norme PE:

Proposition 1.18 L�application P de (Esc ([a; b] ; E) ; PE) dans (E; k:kE) est linéaire et
continue (donc uniformément continue).

Preuve. On sait déjà que P est linéaire. Soit ' 2 Esc ([a; b] ; E). L�application k'kE :

t! k' (t)kE est dans Esc ([a; b] ;R) et, par dé�nition de PE, on a PE (') =
R b
a
k' (t)kE dt.

Donc, kP (')kE =



R ba ' (t) dt




E
�
R b
a
k' (t)kE dt = PE ('), ce qui prouve que P continue.
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Ainsi, bien que l�on travaille désormais avec une topologie, la topologie TPE , moine

�ne que T1, l�application linéaire P reste continue. L�espace vectoriel normé E étant

supposé complet.

Dé�nition 1.19 ( Intégrale de Riemann). On note Int l�unique prolongement continu de
l�application linéaire continue P : Esc ([a; b] ; E)! E (intégrale des fonctions en escalier)

à RI ([a; b] ; E) = Esc ([a; b] ; E). Pour une fonction f de RI ([a; b] ; E), on note Int (f) =R b
a
f (t) dt et on dit que Int (f) est l�intégrale de Riemann de la fonction ( Riemann-

intégrable) f:

Proposition 1.20 L�application Int : (RI ([a; b] ; E) ; PE) ! (E; k:kE) est linéaire et
continue. Plus précisément, si f est Riemann-intégrable, on a




R ba f (t) dt



E
� PE (f) :

Preuve. La linéarité et la continuité de Int sont conséquences de sa dé�nition comme

prolongement d�une application linéaire continue. Explicitons la continuité de Int en

montrant l�inégalité proposée. Si ('n)n2N est une suite de fonctions en escalier convergeant

vers f pour la semi-norme PE alors par l�inégalité triangulaire pour la semi-norme PE,

on a jPE (f)� PE ('n)j � PE (f � 'n), donc limn!+1 PE ('n) = PE (f) dans R. Par
ailleurs, chaque 'n étant en escalier, on a




R ba 'n (t) dt



E
�
R b
a
k'n (t)kE dt = PE ('n) :

Or, par dé�nition de l�intégrale de Riemann,
R b
a
f (t) dt = limn!+1

R b
a
'n (t) dt dans E

donc



R ba f (t) dt




E
= limn!+1




R ba 'n (t) dt



E
� limn!+1 PE ('n) = PE (f) :

Le résultat ci-dessus peut aussi se démontrer en remarquant que l�application linéaire

continue P : (Esc; PE) ! E est de norme 1 et que son prolongement à Esc est donc
également de norme 1. A�n de mettre l�inégalité obtenue sous une forme plus habituelle,

donnons l�interprétation suivante de PE (f) pour f Riemann-intégrable.

Corollaire 1.21 ( Inégalité triangulaire). Si f 2 RI ([a; b] ; E), alors l�application kfkE :
t! kf (t)kE véri�e kfkE 2 RI ([a; b] ;R) et on a PE (f) = kf (t)kE dt. Par conséquent,



Z b

a

f (t) dt






E

�
Z b

a

kf (t)kE dt:

Une fonction Riemann-intégrable étant bornée ceci entraine :



R ba f (t) dt




E
� (b� a) kfk1 :

Preuve. Soit f 2 RI ([a; b] ; E) ; il existe, pour tout n � 1, des application 'n 2
Esc ([a; b] ; E) et �n 2 Esc ([a; b] ;R) telles que kf (t)� 'n (t)kE � �n (t) pour tout t etR b
a
�n (t) dt < 1=n: On a donc

jkf (t)kE � k'n (t)kEj � kf (t)� 'n (t)kE � �n (t) ;
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ce qui montre que limn!+1 PR (kfkE � k'nkE) = 0; où PR désigne la semi-norme

PE sur F ([a; b] ;R) : Par dé�nition de RI ([a; b] ;R), on a donc kfkE 2 RI ([a; b] ;R)
et
R b
a
kf (t)kE dt = limn!+1

R b
a
k'n (t)kE dt = PE(f): Donc, on a bien




R ba f (t) dt



E
�R b

a
kf (t)kE dt � (b� a) kfk1 :

1.3.3 Intégrales de Riemann généralisées

Nous terminons ce chapitre par quelques aspects de la théorie de Riemann, qui d�une

part généralisent ce qui a été dit jusque-là et d�autre part nous seront utiles lors de la

comparaison avec la théorie de Lebesgue. Nous n�évoquerons cependant pas ici la théorie

de Riemann pour l�intégrale des fonctions dé�nies sur un pavé
nY
i=1

[ai; bi] de Rn, pour

laquelle nous renvoyons à l�ouvrage de L2:

1.3.4 Intégrale d�une fonction f : [a; b[! E

Dé�nition 1.22 ( Fonction localement intégrable sur [a; b[)
soit a < b � +1: on note : RIloc ([a; b[ ; E) l�ensemble des fonctions f : [a; b[ ! E

dont le restriction à tout segment [c; d] � [a; b[ est Riemann-intégrable. Les élément de

RIloc ([a; b[ ; E) sont appelés fonctions localement intégrables sur [a; b[ :

Notons que RIloc ([a; b[ ; E) contient les fonctions continues sur [a; b[ et n�est donc pas

contenu dans B ([a; b[ ; E),même si [a; b[ est un intervalle borné (par exemple, la fonction

� 7! 1
1�� est localement intégrable sur [0; 1[).

Dé�nition 1.23 ( Intégrales convergentes). Soit a < b � +1 une fonction f : [a; b[! E

est dite Riemann-intégrable au sens généralisé sur [a; b[ si d�une part f 2 RIloc ([a; b[ ; E)
et si d�autre part la fonction F : � 7!

R �
a
f (t) dt possède une limite lorsque � tend vers b.

On note alors : Z b

a

f (t) dt = lim
�!b;�!b

Z �

a

f (t) dt:

Et on dit aussi que l�intégrale
R b
a
f (t) dt converge pour signi�er que f est Riemann-

intégrable au sens généralisé sur [a; b[.

Dé�nition 1.24 ( Intégrales absolument convergents). Soit f 2 RIloc ([a; b[ ; E). On sait
alors que kfkE 2 RIloc ([a; b[ ; E) et on dit que

R b
a
f (t) dt est absolument convergente.

La proposition suivant est alors une conséquence de la complétude de E.
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Proposition 1.25 Soit f 2 RIloc ([a; b[ ; E).Si
R b
a
f (t) dt est absolument convergente,

alors elle est convergente.

Lemme 1.26 ( Critère de Cauchy pour les intégrale). Soit f 2 RIloc ([a; b[ ; E). L�inté-
grale

R b
a
f (t) dt est convergente ssi, pour tout � > 0; il existe A 2 [a; b[ tel que pour tous

c; d véri�ant d > c > A, on ait



R dc f (t) dt




E
< �:

Preuve. C�est, compte tenu de la relation de Chasles, le critère de Cauchy appliqué
à la fonction F : � 7!

R �
a
f (t) dt pour l�existence d�une limite en b:
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Chapitre 2

Intégrale de Lebesgue

2.1 Intégrale sur un espace mesuré

Dans cette section, nous donnons une construction de l�intégrale de Lebesgue des

fonctions mesurables dé�nies sur un espace mesuré (X;M; �) et à valeur d�abord dans

[0;+1], puis R, puis C et en�n Rnet Cn. Ces di¤érents espace d�arrivée seront toujours
munis de leurs tribus boréliennes.

2.1.1 Fonction étagées mesurable

dé�nition et représentation standard des fonctions étagées

Les fonctions étagées sont les fonctions de base de la théorie de Lebesgue : c�est a

partir de la dé�nition de leurs intégrale et d�un procédé d�approximation adéquat que l�on

peut dé�nir l�intégrale de Lebesgue de fonctions plus générales.

Dé�nition 2.1 ( Fonction étagée). Soient X et Y deux ensembles. Une application ' :

X ! Y est dit étagée si l�ensembles image ' (X) est une partie �nie de Y .

Dé�nition 2.2 ( Représentation standard d�une fonction étagée). supposons que Y = R
ou C ou encore [0;+1] et soit ' : X ! Y une application étagée. notons ' (X) =

fy1; :::; ymg � Y , les yj étant supposés deux à deux distincts, et posons Aj = '�1 (fyjg)
pour tout j 2 f1; :::;mg. Alors ' =

Pm
j=1 yj , et cette écriture de ' sous forme de combi-

naison linéaire de fonctions indicatrices est appelée représentation standard de '. Remar-

quons que les (Aj)i�j�m forment une partition de X.

Intégrale des fonctions étagées mesurables
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Dé�nition 2.3 ( Intégrale d�une fonction ' : X ! [0;+1[ étagée mesurable). soit
(X;M; �) un espace mesuré et ' : X ! [0;+1[ une fonction étagée mesurable. SoitPm

j=1 yj�Aj la représentation standard de ' . On appelle intégrale de ' sur X la quantité

, notée
R
X
'd�, dé�nie par :

Z
X

'd� =
mX
j=1

yj� (Aj) 2 [0;+1] :

Exemple 2.4 La fonction indicatrice �A d�une partie mesurable A de X est étagée me-

surable et véri�e
R
X
�Ad� = � (A). per exemple , Q est un borélien de R comme réunion

dénombrable de point et on à donc
R
R �Qd� = � (Q) = 0 (� la mesure de Lebesgue de R ).

Solution 2.5 Remarquons que par dé�nition de
R
X
'd� pour ' étagée de représenta-

tion standard ' =
Pm

j=1 yj�Aj , on a pour tout A 2 M ,
R
X
�Ad� = � (A) et de plusR

x

�Pm
j=1 yj�Aj

�
d� =

Pm
j=1 yj� (Aj) =

Pm
j=1 yj

R
X
�Ad�. Plus généralement, on a le ré-

sultat suivant.

Lemme 2.6 Soit (Xi)1�i�n une partition de X en sous-ensembles mesurable et soit ' =Pn
i=1 �i�Xi avec �i 2 [0;+1[. Alors ' étagée mesurable et

R
X
'd� =

Pn
i=1 �i� (Xi).

Preuve. La di¤érence avec la dé�nition précédent réside dans le fait qu�ici
Pn

i=1 �i�Xi
n�est pas nécessairement la représentation standard de '. En particulier, les �i ne sont

pas nécessairement deux à deux distincts. La fonction ' est bien étagée car ' (X) =

f�1; :::; �ng est un ensemble �ni. Les Xi étant mesurables, ' est mesurable comme somme

�nie d�applications mesurables à valeurs dans [0;+1[. Soit
Pm

j=1 yj�Aj la représenta-

tion standard de '. Pour j 2 f1; :::;mg on note Ij = fi 2 f1; :::; ng =�i = yjg. Alors Aj =
[i2IjXi est cette réunion est disjointe. Donc :

R
X
'd� =

Pm
j=1 yj� (Aj) =

Pm
j=1 yj

�P
i2Ij � (Ai)

�
=Pn

i=1 �i� (Ai). La relation
R
X
�1d� = � (A) se déduit de ce qui précède appliqué à la par-

tition mesurable (A;XnA) de X.

Proposition 2.7 Si ' et  sont deux fonctions étagées mesurable de X dans[0;+1[,
alors

R
X
('+  ) d� =

R
X
'd�+

R
X
 d�.

Preuve. Soit
Pm

j=1 yj�Ajet
Pp

k=1 zk�Bk les représentations standard respectives de

' et  .

15



AlorsX+[j;k (Aj \Bk) et cette réunion est disjointe. De plus, '+ =
P

j;k (yj + zk)�Aj\Bk .Z
X

('+  ) d� =
X
j;k

(yj + zk)� (Aj \Bk) =
mX
j=1

pX
k=1

(yj� (Aj \Bk) + zk� (Aj \Bk))

=
mX
j=1

yj

 
pX
k=1

� (Aj \Bk)
!
+

pX
k=1

zk(

mX
j=1

� (Aj \Bk)):

Or (Aj)1�j�met (Bk)1�k�p sont des partitions de X, donc
Pp

k=1 � (Aj \Bk) = � (Aj)

et
Pm

j=1 � (Aj \Bk) = � (Bk). Donc :

Z
X

('+  ) d� =
mX
j=1

yj� (Aj) +

pX
k=1

zk� (Bk) =

Z
X

'd�+

Z
X

 d�:

Proposition 2.8 1. Soit ' : X ! [0;+1[ une fonction étagée mesurable et soit � 2
[0;+1[. Alors �' est étagée et

R
X
(�') d� = �

R
X
'd�.

2. Si ';  : X ! [0;+1[ sont deux fonctions étagées mesurables véri�ant ' (x) �
 (x) pour tout x 2 X, alors

R
X
'd� �

R
X
 d�.

Preuve. 1. Soit
Pm

j=1 yj�Aj la représentation standard de '. Alors
Pm

j=1 (�yj)�Aj

est la représentation standard de (�') et on à donc
R
X
(�') d� =

Pm
j=1 (�yj)� (Aj) =

�
Pm

j=1 yj� (Aj) = �
R
X
'd�.

2. Soient
Pm

j=1 yj�Aj et
Pp

k=1 zk�Bk les représentations standard respectives de ' et

 .

Puisque ' �  , on à yj � zk chaque fois que Aj \Bk 6= ?.

Dé�nition 2.9 ( Intégrale sure une partie mesurable A � X). soit A � X une partie

mesurable et soit ' : X ! [0;+1[ une fonction étagée mesurable. Alors, la fonction '�A
est étagée mesurable et on appelle intégrale de ' sur A la quantité

R
X
'd� =

Z
X

'�Ad�:

Proposition 2.10 Soit ' : X ! [0;+1] une fonction étagée mesurable. L�application
v' : A 2M !

R
A
'd� est une mesure sur M .

Preuve. Si A = ?, on a ('�A) (x) = 0 pour tout x 2 X, donc
R
A
'd�. Soit

Pm
j=1 yj�cj

représentation standard de ' et soit (An)n2N une famille dénombrable de parties mesu-

rables deux a deux disjointes de X. Si A = [
n2NAn, alors

R
A
'd� =

Pm
j=1 yj� (Cj \ A) =
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Pm
j=1 yj

�P+1
n=0 � (Cj \ An)

�
=
P+1

n=0

�Pm
j=1 yj� (Cj \ An)

�
=
P+1

n=0

�R
An
'd�

�
, et on a

v'
�
[
n2NAn

�
=
P+1

n=0 v' (An) et v' est donc bien une mesure. Remarquons que l�inter-

version
Pm

j=1

P+1
n=0 =

P+1
n=0

Pm
j=1 ci-dessus est un résultat déjà connu provenant de la

théorie des série à termes positifs : si an,bn � 0 pour tout n, alors la série
P+1

n=0 (an + bn)

converge si et seulement si chacune des séries
P+1

n=0 an et
P+1

n=0 bn converge et on a, en

cas de convergence comme en cas de divergence,
P+1

n=0 (an + bn) =
P+1

n=0 an +
P+1

n=0 bn,

ce résultat s�étendant au cas d�un nombre �ni de séries à terme positifs.

2.1.2 Fonctions mesurables à valeurs dans [0;+1]
Intégration des fonctions mesurables à valeurs dans [0;+1]

Dé�nition 2.11 ( Intégration d�un fonction mesurable positive). Soit f : X ! [0;+1]
une fonction mesurable. On appelle intégrale de f la quantité, notée

R
X
fd�, dé�nie parR

X
fd� = sup

�R
X
'd� : ' : X ! [0;+1[ mesurable étagée telle que ' � f

	
2 [0;+1].

Si A � X est un partie mesurable, on pose
R
X
fd� =

R
X
f�Ad�.

Dé�nition 2.12 ( Fonction positive et intégrable). Une fonction f : X ! [0;+1] et dite
intégrable si elle est mesurable et si sont intégrale au sens ci-dessus est �nie :

R
X
fd� �

+1.

Proposition 2.13 Si f : X ! [0;+1] véri�e
R
X
fd� � +1 , alors � (ff = +1g) = 0.

Preuve. Soit n 2 N est soit 'n la fonction étagée 'n = n�ff=+1g: Les 'n sont

mesurables et véri�ent 0 � 'n �
R
X
f , donc

R
X
'n �

R
X
f pour tout n 2 N par dé�nition

de l�intégrale de f . Or
R
X
'n = n�ff=+1g, qui tend vers +1 si � (ff = +1g) 6= 0. Dans

ce cas, on a donc :
R
X
fd� = +1, ce qui contredit l�hypothèse faite sur f .

Théorème de convergence monotone

Théorème 2.14 ( théorème de convergence monotone). Soit (fn : X ! [0;+1])n2N une
suite de fonctions mesurables véri�ant fn � fn+1 pour tout n 2 N. Soit f = supn2N fn =
limn!+1 fn. Alors f est mesurable, la suite

�R
X
fn
�
n2N converge dans [0;+1]et on a :Z

X

f = lim
n!+1

Z
X

fn = sup
n2N

Z
X

fn:
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Preuve. La fonction f est mesurable comme limite simple d�une suite de fonctions

mesurables. Puisque fn � fn+1, on a,
R
X
fn �

R
X
fn, de sorte que la suite

�R
X
fn
�
n2N est

une suite croissante d�éléments de [0;+1] et est donc convergente de limite supn2N
R
X
fn

2 [0;+1]. Par ailleurs, puisque fn � f pour tout n, on a également
R
X
= fn �

R
X
f

pour tout n, donc supn2N
R
X
fn �

R
X
f . pour montrer l�intégralité inverse, �xons une

fonction étagée mesurable ' telle que 0 � ' � f et un réel � 2 [0; 1[. Posons alors

EN +fx 2 Xjfn (x) � �' (x)g. Puisque pour tout x 2 X la suite (fn (x))n2N est croissant

de limite f (x) et que �' (x) � ' (x) � f (x), on a En � En+1 et [n2NEn = X. De plus,

on a
R
X
fn �

R
En
fn � �

R
En
' = �v' (En), où v' est la mesure v' (A) =

R
X
' sur X. La

suite (En)n2N étant croissante et de réunion X tout entier, montre que limn!+1 v' (En) =

v' (X) =
R
X
'. Donc limn!+1

R
X
fn � �

R
X
', et ceci pour tout � 2 [0; 1[. En faisant

tendre � vers 1, on obtient donc limn!+1
R
X
fn �

R
X
', et ceci pour toute ' étagée

mesurable telle que 0 � ' � f . En prenant le sup sur les telles ', on obtient bien

limn!+1
R
X
fn �

R
X
f .

2.1.3 Fonctions Lebesgue-intégrables

Intégration des fonctions à valeurs réelles

Soit (X;M; �) un espace mesuré et f : X ! R une application mesurable. Notons
f+ et f� les applications

f+ = max (f; 0) et f� = max (�f; 0)

Les applications f+ et f� sont mesurables, car f l�est, es sont à valeurs dans [0;+1[.
Remarquons qu�ici la valeur +1 est exclue : celle-ci n�avait été autorisé jusqu�ici que

pour obtenir un énoncé du théorème de convergence monotone où l�on n�ait pas besoin de

distinguer les cas selon que supn2N 'n prend ou non la valeur +1. Les relations suivantes
véri�ées par f+ et f� sont fondamentales pour comprendre la dé�nition qui va suivre et

se véri�ent immédiatement :

f = f+ � f� et jf j = f+ + f�

puisque f+ et f� sont mesurables et à valeurs positives, les intégrales
R
f+ et

R
f�

sont des éléments bien dé�nis de [0;+1], de même que
R
jf j. On a d�ailleurs l�égalitéR

jf j =
R
f+ +

R
f� dans [0;+1]. En�n, puisque jf j = f+ + f� � f+ et � f�,on aR

jf j < +1 si et seulement si on a à la fois
�R

f+ < +1
�
et
�R

f� < +1
�
et, dans ce

cas, l�égalité précédente est une égalité dans R.
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Dé�nition 2.15 ( Fonction intégrable à valeurs réelles). une fonction f : X ! R est

dite intégrable par rapport à la mesure �, ou simplement intégrale, si f est mesurable et

si
R
X
jf j d� < +1. Dans ce cas, on appelle intégrale de f sur X le nombre réel, notéR

X
fd�, dé�ni par Z

X

fd� =

Z
X

f+d�+

Z
X

f�d�

Si A � X est une partie mesurable de X, on dit que f est intégrable sur A si f�Ad�.

En�n, on note L1 (X;�;R) l�ensemble des fonctions intégrables à valeurs réelles.

Proposition 2.16 L�ensemble L1 (X;�;R) est un espace vectoriel sur R et l�application :

F : L1 (X;�;R)! R

f !
Z
X

fd�

est linéaire et véri�e l�égalité suivante, dite inégalité triangulaire :����Z
X

fd�

���� � Z
X

jf j d�

L�application f 2 L1 !
R
X
jf j d� est une semi-norme sur L1 (X;�;R) et F est

continue pour la topologie dé�nie par cette semi-norme.

Preuve. Soient f; g : X ! R deux fonctions intégrables. Puisque jf + gj � jf j+ jgj ;

on a
R
jf + gj �

R
(jf j+ jgj) =

R
jf j +

R
jgj < +1; donc f + g est intégrable. De

plus,(f + g)+ = f+ + g+ et (f + g)� = f� + g�, donc
R
(f + g) =

R
f +

R
g. de même,

pour tout � 2 R, (�f) est intégrable si f l�est et
R
(�f) = �

R
f . en�n,����Z f

���� = ����Z f+ �
Z
f�

���� � ����Z f+

����+ ����Z f�

���� = Z f+ +

Z
f� =

Z
jf j

Montrons alors que l�application f !
R
jf j est une semi-norme sur L1 : l�homogénéité

est conséquence de la linéarité de F et l�inégalité triangulaire se déduit de jf + gj �
jf j + jgj et de la croissance de l�intégrale. En�n, l�inégalité triangulaire pour F montre

que l�application linéaire F est contenue pour cette semi-norme.

Proposition 2.17 1. Si f : X ! R est mesurable et véri�e jf j � g avec g : X ! [0;+1]

intégrable sur X, alors f est intégrable sur X.
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2. Soit f : X ! R intégrable. alors l�ensemble fx 2 Xjf (x) 6= 0g est �-�ni.

3.Soit f : X ! R intégrable et telle que f � 0 sur X. Alors
R
X
f � 0.

4.Soit f; g : X ! R intégrable et telles que f � g sur X. Alors
R
f �

R
g.

Preuve. 1. Si jf j � g, alors
R
jf j �

R
g < +1, donc f est intégrable.

2. Si f est intégrable, alors par dé�nition
R
jf j < +1. donc, l�ensemble fx 2 X= jf j > 0g

est �-�ni. Or fx 2 X= jf j > 0g = fx 2 X=f (x) 6= 0g.
3. C�est une conséquence directe de la dé�nition de l�intégrale d�une fonction positive.

4. On applique le point 3 à la fonction g�f � 0 et on utilise la linéarité de l�intégrale.

Intégrale des fonction à valeurs complexes

Dé�nition 2.18 ( Fonction intégrable à valeurs complexes). Une fonction f : X ! C
est dite intégrable par rapport à la mesure �, ou simplement intégrable, si f est mesurable

et si
R
X
jf j d� < +1. Dans ce cas, on appelle intégrale de f sur X le nombre complexe,

noté
R
X
fd�, dé�ni par : Z

X

fd� =

Z
X

Re fd�+ i

Z
X

Im fd�

Si A � X est une partie mesurable de X, on dit que f est intégrable sur A si f�A est

intégrable sur X. Dan ce cas, l�intégrale de f sur A est dé�nie par
R
X
fd� =

R
X
f�Ad�.

En�n, on note L1 (X;�;C) l�ensemble des fonctions intégrables à valeurs complexes.

Proposition 2.19 L�ensemble L1 (X;�;C) est un espace vectoriel sur C et l�application

F : L1 (X;�;C)! C

f !
Z
X

fd�

est linéaire et véri�e l�inégalité suivante, dite inégalité triangulaire :����Z
X

fd�

���� � Z
X

jf j d�;

avec égalité si et seulement s�il existe � 2 R tel que f = ei� jf j�-presque partout. De
plus, Re

�R
f
�
=
R
(Re f) et Im

�R
f
�
=
R
(Im f). En�n, l�application f 2 L1 !

R
X
jf j d�
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est une semi-norme sur L1 (X;�;C) et F est continue pour la topologie dé�nie pour cette

semi-norme.

Preuve. Soient f; g : X ! R deux fonctions intégrables. Puisque jf + gj � jf j+ jgj,

on a :
R
jf + gj �

R
(jf j+ jgj) =

R
jf j+

R
jgj � +1, donc f + g est intégrable. De plus,Z

jf + gj =
Z
Re (f + g) + i

Z
Im (f + g)

=

�Z
Re f + i

Z
Im f

�
+

�Z
Re g + i

Z
Im g

�
=

Z
f +

Z
g:

de même, pour z = a + ib 2 C,
R
jzf j = jzj

R
jf j, donc (zf) donc (zf) est intégrable

si f l�est et Z
(Zf) =

Z
(a+ ib) (Re f + i Im f)

=

Z
((aRe f � b Im f) + i (bRe f + a Im f))

=

Z
(aRe f � b Im f) + i

Z
(bRe f + a Im f)

= a

�Z
Re f + i

Z
Im f

�
+ ib

�Z
Re f + i

Z
Im f

�
= a

Z
f + ib

Z
f = (a+ ib)

Z
f = z

Z
f:

On a de plus, par dé�nition de l�intégrale de f : X ! C,
R
f =

R
Re f + i

R
Im f ,

donc Re
�R

f
�
=
R
Re f et Im

�R
f
�
=
R
Im f: Soit maintenant f 2 L1 (X;�;C) ; posons

� =
R
f 2 C: Si � + 0, alors

��R f �� = 0 �
R
jf j : sinon, il existe ei� 2 S1 tel que :

ei�
R
f =

��R f �� (à savoir, ei� = j�j
�
Re
�
ei�f

�
), soit

R �
ei�f

�
=
��R f �� 2 [0;+1[ : On obtient��R f �� = R �ei�f� = Re �R ei�f� = R Re �ei�f� � ��R Re �ei�f��� � R ��R Re �ei�f��� � R ��ei�f ��

=
R
jf j.

En cas d�égalité, on a donc
R
Re
�
ei�f

�
=
R
jf j =

R ��ei�f �� soit R ���ei�f ��� Re �ei�f�� =
0: Or

��ei�f ���Re �ei�f� � 0, donc, ��ei�f �� = Re �ei�f� �-presque partout. Or la partie réelle
d�un nombre complexe z et égale à son module si est seulement si Re z = z, donc ici on a

ei�f = Re
�
ei�f

�
=
��ei�f �� = jf j�-presque partout.
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Fonctions dé�nies sur un espace mesuré complet

Lemme 2.20 Soit(X;M; �) un espace mesuré et soit Y = [0;+1], R, ou C. Les condi-
tions suivantes sont équivalentes :

1. l�espace mesuré (X;M; �) est complet ;

2. pour toutes fonctions f; g : X ! Y telles que f = g �-presque partout, f est

mesurable si et seulement si g est mesurable.

En particulier, une fonction h : X ! Y nulle �-presque partout a dé�nie sur un

espace mesuré complet est mesurable.

Preuve. Supposons d�abord (X;M; �) complet ; soient f et g deux fonctions X ! Y

telles que : f soit mesurable et que f = g en dehors d�un ensemble N 2 M de mesure

� (N) = 0: Montrons que g est mesurable. Soit A un borélien de Y: Alors g�1 (A) =

(g�1 (A) \N c) [ (g�1 (A) \N) = (f�1 (A) \N c) [ (g�1 (A) \N) : Or f�1 (A) \ N c est

mesurable comme intersection d�ensembles mesurables et g�1 (A) \N est mesurable, car

inclus dans N qui est mesurable de mesure nulle et car (X;M; �) est complet. Donc

g�1 (A) est mesurable .

Réciproquement, supposons que, pour toutes fonction f; g : X ! Y qui coïncident

�-presque partout, f est mesurable si est seulement si g est mesurable. Soit N � X un

ensemble mesurable de mesure nulle et soit P � N: Montrons que P est mesurable. La

fonction f = �N est mesurable car N est mesurable et la fonction g = �P coïncide avec f

en dehors de N (elles sont toutes deux nulles sur N c), c�est-à-dire en dehors d�un ensemble

mesurable de mesure nulle. Donc g = �P est mesurable, donc P est mesurable.

La fonction nulle étant mesurable, une fonction nulle presque partout sur un espace

mesuré complet est mesurable d�après le point 2.

Intégration des applications à valeurs dans Rn ou Cn

Dé�nition 2.21 Une fonction f = (f1; :::; fn) : X ! |net intégrable si, pour tout j 2
f1; :::; ng, la fonction fj : X ! | est intégrable. On appelle alors intégrale de f l�élément
de |n noté

R
X
fd� et dé�ni par :Z

X

fd� =

�Z
X

f1d�; :::;

Z
X

fnd�

�
2 |n

Si A � X est une partie mesurable de X, on dit que f est intégrable sur A si f�A est

intégrable sur X. Dans ce cas, l�intégrale de f sur A est dé�nie par
R
X
fd� =

R
X
f�Ad�:

En�n, on note L1 (X;�;|n) l�espace vectoriel sur | des fonctions intégrables à valeurs
dans |n:

22



Intégration par rapport à mesure image

Proposition 2.22 Soit g : Y ! [0;+1] mesurable. Alors
R
Y
gd (h � �) =

R
X
(g � h) d�:

De plus, une fonction f : Y ! C est intégrable par rapport à h � � si et seulement si la
fonction f � h : X ! C est intégrable par rapport à la mesure �. Dans ce cas, on aZ

Y

fd (h � �) =
Z
X

(f � h) d�

Preuve. Si g = �A est la fonction indicatrice d�une partie mesurable A de Y , alors

par dé�nition de la mesure image on a :Z
Y

�Ad (h � �) = (h � �) (A) = �
�
h�1 (A)

�
=

Z
X

�h�1(A)d� =

Z
X

(�A � h)d�

car �h�1(A) = �A � h: On en déduit le résultat pour g =
Pm

j=1 zj�A étagée mesurable

et positive (zj 2 [0;+1[) par linéarité de l�intégrale. Si g : Y ! [0;+1] est mesurable,
il existe une suite croissant ('n : Y ! [0;+1[)n2N de fonctions étagées mesurables telle
que limn!+1 'n = g:

D�après ce qui précède, on a, pour tout n 2 N ,
R
Y
'nd (h � �) =

R
X
('n � h) d�: la suite

('n � h)n2N étant croissante de limite (g � h), on a, d�après le théorème de convergence
monotone.Z

Y

gd (h � �) = lim
n!+1

Z
Y

'nd (h � �) = lim
n!+1

Z
X

('n � h) d� =
Z
X

(g � h) d�

Soit maintenant f : Y ! | = R ou C mesurable. Alors, d�après ce qui précède,R
Y
jf j d (h � �) =

R
X
jf � hj d�, donc f est (h � �)-intégrable si et seulement si et seulement

si f � h est �-intégrable. Dans ce cas, on a, pour | = R :Z
Y

fd (h � �) =

Z
Y

f+d (h � �)�
Z
Y

f�d (h � �)

=

Z
X

(f+ � h) d��
Z
X

(f� � h) d�

=

Z
X

(f � h)+ d��
Z
X

(f � h)� d�

=

Z
X

(f � h) d�
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Et de même pour | = C :Z
Y

fd (h � �) =

Z
Y

(Re f)d (h � �) + i

Z
Y

(Im f)d (h � �)

=

Z
X

(Re f � h) d�+ i

Z
X

(Im f � h) d�

=

Z
X

Re(f � h)d�+ i

Z
X

Im(f � h)d�

=

Z
X

(f � h)d�:

Intégration sur une partie et espace mesuré induit

Proposition 2.23 Une fonction f : A! C est �A-intégrable si et seulement si et seule-
ment si f est la restriction à A � X d�une fonction g : X ! C telle que g�A soit intégrable
sure X. Dans ce cas, on a Z

A

(gjA) d�A =
Z
X

g�Ad�:

Preuve. Remarquons qu�une fonction f : A ! C est toujours la restriction à A de

la fonction ef�A où ef : x! f (x) si x 2 A et 0 si x =2 A: Il su¢ t donc, pour démontrer la
proposition, de démontrer l�égalité ci-dessus pour g : X ! C intégrable sur A au sens de
la dé�nition précédent. Commençons par montrer que si g : X ! [0;+1] est mesurable,
alors

R
A
gjAd�A =

R
A
�B\Ad�A = �A (B \ A) = � (B \ A) =

R
X
�B\Ad� =

R
X
�B�Ad�:

Par linéarité de l�intégrale, c�est encore vrai si g est une fonction étagée mesurable es

positive. Si g est mesurable à valeurs dans [0;+1], on écrit g = limn!+1 'n avec ('n)n2N
une suite croissante de fonctions étagées mesurables et positives, de sorte que, grâce au

théorème de convergence monotone.Z
A

gjAd�A =

Z
A

( lim
n!+1

'n)jAd�A =
Z
A

lim
n!+1

(('n)jA)d�A

= lim
n!+1

Z
A

('n)jAd�A

= lim
n!+1

Z
X

'n�Ad�

=

Z
X

( lim
n!+1

'n)�Ad�

=

Z
X

g�Ad�:
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Si maintenant g : X ! C est mesurable, alors on a, d�après ce qui précède,
R
A
(jgj) jAd�A =R

X
jgj�Ad�, ce qui montre que (jgj) jA est �A-intégrable si et seulement si jgj�A est �-

intégrable (c�est-à-dire si g est intégrable sur A. L�égalité
R
A
(gjA) d�A =

R
X
g�Ad� se

déduit alors de ce qui précède et de la linéarité de l�intégrale appliquée à la décomposition

g =
�
(Re g)+ � (Re g)� + i (Im f)+ � (Im f)�

�
:

2.2 Intégration des fonctions dé�nies sur un espace

produit

Dans cette section, nous envisageons la question de l�intégration des fonctions me-

surables f : X � Y ! C dé�nies sur un espace mesurable produit (X � Y;M 
N) :

Jusqu�à présent, les espaces produit étaient uniquement apparus comme espaces d�arrivée

d�applications mesurables. Ici, nous allons avoir besoin d�une mesure sur la tribu produit

M 
N . Si (X;M) et (Y;N) sont munis de mesures � et v; il existe une mesure naturelle
sur M 
 N , appelée la mesure produit et notée � 
 v. La construction de cette mesure

repose sur le théorème de prolongement des premesures sur une algèbre et débouche sur

un résultat fondamental qui sera d�usage constant dans la suite : le théorème de Fubini.

Soit (X;M; �) et (Y;N; v) deux espace mesurés. Le but de cette section est de donner

la construction et les principales propriétés d�une mesure sur l�espace mesurable produit

(X � Y;M 
N) appelée mesure produit des mesures � et v; rappelons que la tribu produit

M 
N est la tribu engendrée par les pavés mesurables A�B où A 2M et B 2 N , et que
l�ensemble des réunions �nies disjointes de tels pavés est une algèbre, que nous noterons

A. La mesure produit � 
 v : M 
 N ! [0;+1] doit en particulier a¤ecter une mesure
aux pavés A�B et il est naturelle de demander

(�
 v) (A�B) = � (A) v (B)

Relation qui généralise le fait que l�aire d�un rectangle [a; b]�[c; d] de R2 est le produit
(b� a) (d� c) des longueurs des cotés. Nous allons maintenant montrer qu�il existe une

mesure surM 
N . Nous verrons que, lorsque (X;M; �) et (Y;N; v) sont �-�nis, une telle

mesure est en outre unique.

Lemme 2.24 Soit A � B un pavé mesurable. Si (Aj �Bj)j2J est une famille disjointe

�nie ou dénombrable de pavés mesurables véri�ant [j2J (Aj �Bj) = A�B; alors on a :

� (A) v (B) =
X
j2J

� (Aj) v (Bj) :
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Preuve. Pour tout x 2 X et tout y 2 Y , on a :

�A (x)�B (y) = �A�B (x; y) =
X
j2J

�Aj�Bj (�; y) =
X
j2J

�Aj (x)�Bj (y) :

En intégrant par rapport à x, on obtiens, pour tout y 2 Y;

� (A)�B (y) =

Z
X

�A (x)�B (y) d� (x) =

Z
X

 X
j2J

�Aj (x)�Bj (y)

!
d� (x)

=
X
j2J

�Z
X

�Aj (x) d� (x)

�
�Bj (y)

=
X
j2J

� (Aj)�Bj (y) :

De même, en intégrant par rapport à y, on obtient :

� (A) v (B) =
X
j2J

� (Aj)

Z
Y

�Bj (y) dv (y) =
X
j2J

� (Aj) v (Bj) :

Remarque 2.25 Dans la démonstration ci-dessus, le prolongement � de � est déterminé
de manuaire unique : � est la restriction à � (A) = M 
 N de la mesure extérieure sur

X � Y associée à la premesure � : A ! [0;+1]. On pourrait donc légitimement appeler
ce � la mesure produit et y le noter �
 v même si on ne suppose pas � et v �-�nies.

Dé�nition 2.26 ( Applications partielles en un point). Soit f une application dé�nie
sur un espace produit X � Y: Pour tout x 2 X et tout y 2 Y , on note fx et fy les

applications sur Y et X respectivement dé�nies par :

fx : y 2 Y ! f (x; y) etfy : x 2 X ! f (x; y) :

fx et fy sont les applications partielles de f au point (x; y) 2 X � Y:

Proposition 2.27 Soit (X;M) et (Y;N) deux espaces mesurables, x 2 X et y 2 Y .

Alors,

1. si E 2M 
N , Ex 2 N pour tout x 2 X et Ey 2M pour tout y 2 Y : les tranches

d�une partie mesurable sont mesurables ;
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2. si (Z; P ) est une espace mesurable et f : X ! Z sont respectivement N-mesurable

et M-mesurable : les applications partielles d�une application mesurable sont des applica-

tions mesurables.

Preuve. 1. Soit R l�ensemble des parties E de X � Y telles que EX 2 N pour

tout x 2 X et Ey 2 M pour tout y 2 Y . Nous allons montrer que R est une tribu qui

contient l�ensemble des pavés mesurables A�B, A 2M , B 2 N , en conséquence de quoi R
contiendra la tribu engendrée par ces pavés, qui est la tribuM
N: Puisque (A�B)x = B

si x 2 A et ? sinon, on a bien (A�B)x 2 N pour tout x 2 X lorsque A 2 M et

B 2 N . De même, (A�B)y 2 M pour tout y 2 Y . De plus,
�
[+1n=1En

�
x
= [+1n=1 (En)x et

(Ec)x = (Ex)
c, et de même pour les tranches horizontales, de sorte que R est bien stable

par réunion dénombrable et par passage au complémentaire, et est donc bien une tribu.

2. Soit F 2 p et soit x 2 X. On a (fx)�1 (f) = (f�1 (f))x : Or f�1 (f) 2M 
N car f

est (M 
N)�mesurable. Donc, d�après (1), (fx)�1 (f) 2 N et fx est donc N�mesurable.
De même, fy est M�mesurable pour tout y 2 Y:
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Chapitre 3

Riemann contre Lebesgue

Dans ces quelques lignes, j�essaie de dire ce qui fait la di¤érence, au fond, entre

Riemann et Lebesgue, et pourquoi Lebesgue c�est mieux que Riemann. Pour simpli�er,

plaçons-nous dans un cas simple, celui d�une fonction f : [a; b] ! [A;B], dé�nie sur un

intervalle compact et bornée sur cet intervalle. On supposera même f � 0 pour pouvoir
s�appuyer sur la notion intuitive d�aire. L�idée de base de l�intégrale c�est celle que l�on

apprend en terminale : l�intégrale c�est l�aire sous la courbe représentative de f , mais il

s�agit de la calculer, voire pour des fonctions qui peuvent être compliquées, de la dé�nir.

Dans les deux cas on va utiliser deux ingrédients Riemann contre Lebesgue

Dans ces quelques lignes, j�essaie de dire ce qui fait la di¤érence, au fond, entre

Riemann et Lebesgue, et pourquoi Lebesgue c�est mieux que Riemann.

Pour simpli�er, plaçons-nous dans un cas simple, celui d�une fonction f : [a; b] !
[A;B], dé�nie sur un intervalle compact et bornée sur cet intervalle. On supposera même

f � 0 pour pouvoir s�appuyer sur la notion intuitive d�aire. L�idée de base de l�intégrale
c�est celle que l�on apprend en terminale : l�intégrale c�est l�aire sous la courbe repré-

sentative de f , mais il s�agit de la calculer, voire pour des fonctions qui peuvent être

compliquées, de la dé�nir.

Dans les deux cas on va utiliser deux ingrédients :

� L�aire du rectangle : si on a une partie A�B de R2, son aire c�est l(A)� l(B), où l
désigne la longueur. C�est la formule longueur � largeur de l�école primaire. Encore faut-il
savoir ce qu�on entend par longueur si A et B sont des parties de R un peu compliquées
( on pense aux ensembles de Cantor, par exemple).

� La croissance de l�aire : si on a E � F , l�aire de E est plus petite que celle de F .

Euclide disait ça sous la forme �le tout est plus grand que la partie�.
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3.1 Riemann

La voie Riemann consiste à prendre sur l�axe des x des parties simples, pour lesquelles

le calcul de la longueur ne pose pas de problème : les intervalles. Cela signi�e qu�on découpe

[a; b] avec une subdivision S : a = s0 < s1 < ::: < sn = b et que l�on encadre f sur les

intervalles de la subdivision ( comme f est bornée il n�y a pas de problème) par ses

bornes mi etMi. On obtient alors les sommes de Darboux : �(S; f) =
Pn�1

i=0 (si+1 � si)mi

et
Pn�1

i=0 (S; f) = (si+1 � si)Mi, qui correspondent aux sommes des aires des rectangles

( des vrais, ici) et qui encadrent l�aire sous la courbe f . L�intégrale est alors la limite

commune de ces sommes, si toutefois elle veut bien exister, ou plutôt la borne supérieure

des � et inférieure des
P
, pour autant qu�elles coïncident. On dit qu�on calcule l�intégrale

en piles. On peut encore dire cela en termes de fonctions en escalier : la fonction f est

encadrée par les fonctions Esc (S;mi) et Esc (S;Mi) et l�intégrale est encadrée par les

intégrales de fonctions en escalier.

L�avantage de Riemann c�est qu�il n�y a pas besoin d�être bien savant pour mesurer

des longueurs sur R : les intervalles su¢ sent. L�inconvénient de Riemann c�est qu�on n�a
pas assez de fonctions intégrables pour avoir les bons théorèmes de convergence.

3.2 Lebesgue

La voie Lebesgue consiste à faire la même chose que Riemann, mais sur l�axe des y

au lieu de l�axe des x, c�est-à-dire à encadrer f à partir des valeurs de y = f (x) et non

pas des valeurs de x. Pour cela, on partage l�image [A;B] de f en n parties en utilisant

des points t0 = A < t1 < t2 < ::: < tn = B. On considère alors, pour i = 0; :::; n � 1, les
ensembles Ei = f�1 ([ti; ti+1[) = fx 2 [a; b] =ti � f(x) < ti+1g.

Attention, les ensembles Ei peuvent être très compliqués ( penser au cas où f est la

fonction caractéristique d�un Cantor) mais, s�ils ont une mesure � (Ei), on peut encadrerR b
a
f entre les

R n�1
i=0

ti� (Ei) et
R n�1
i=0

ti+1� (Ei). C�est encore l�aire du �rectangle� ( mais

avec un rectangle de base compliquée) ou, plus savamment, c�est Bienaymé-Tchebychev.

On montre, voir 2 ci-dessous, que l�intégrale de f est la borne supérieure ( resp. inférieure)

des petites ( resp. grandes) sommes. On dit qu�on calcule l�intégrale en tranches.

Là encore, on peut dire cela en termes d�encadrement par des fonctions plus simples,

mais, comme les bases des rectangles ne sont plus des intervalles, il ne s�agit plus de

fonctions en escalier. Précisément, on dé�nit :

Dé�nition 3.1 Soit f : R! R. On dit que f est une fonction étagée si elle véri�e l�une
des conditions suivantes :

1) f est mesurable et ne prend qu�un nombre �ni de valeurs,
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2) f est de la forme
Pn

i=1 �i�Ai avec �i 2 R et les Ai mesurables,
3) f est de la forme

Pn
i=1 �i�Ai avec �i 2 R et les Ai mesurables disjoints.

L�intégrale de f est alors dé�nie par la formule
R
R f =

Pn
i=1 �i� (Ai) ( toujours l�aire

du�rectangle�).

Ce que dit la voie Lebesgue, c�est que l�intégrale de f est obtenue comme borne

supérieure ( resp. inférieure) des intégrales des fonctions étagées plus petites ( resp. plus

grandes) qu�elle. C�est justi�é par le théorème suivant :

Théorème 3.2 Soit f une fonction Lebesgue-intégrable positive. L�intégrale de f est la
borne supérieure des intégrales des fonctions étagées g qui sont inférieures ou égales à f.

Si f est bornée on a la même propriété avec la borne inférieure des fonctions étagées � f .

Preuve. Notons que le fait que f soit positive assure qu�il existe des fonctions étagées
plus petite ( par exemple la fonction nulle). Il est clair qu�on a

R
g �

R
f donc sup

R
g �R

f . Réciproquement, supposons que le sup s des intégrales des fonctions étagées h � f

soit strictement plus petit que f . Pour n 2 N , il existe une fonction étagée hn avec

s � 1
n
�
R
hn � s. Quitte à remplacer hn par gn = Max (h1; :::; hn) on peut supposer

la suite (hn) croissante. Le théorème de Beppo-Levi montre que cette suite converge vers

une fonction g � f au sens de la convergence simple presque partout et au sens de L1

et qu�on a g = limhn = s <
R
f . Comme on a

R
(f � g) > 0, il y a un ensemble A de

mesure positive sur lequel on a f � g � � > 0( considérer les ensembles sur lesquels on

a f � g � 1
n
). On considère les fonctions hn + ��A. Ce sont des fonctions étagées, plus

petites que f et le sup de leurs intégrales est s+ �� (A) > s : c�est absurde.

Remarque 3.3 1) Si f est bornée l�assertion sur l�inf se montre de la même façon.
Attention, si f n�est pas bornée, il n�y a aucune fonction étagée qui majore f et la propriété

avec l�inf des étagées est fausse ( exemple 1=
p
2 sur ]0; 1]).

2) On rencontre là une autre di¤érence entre Riemann et Lebesgue. Dans la théorie de

Riemann, les intégrales, qui sont des réels, sont vus comme des limites de suites adjacentes,

dans la théorie de Lebesgue, on se contente de les voir comme des bornes supérieures (

sans les encadrer au-dessus). C�est, à mon avis, une di¤érence conceptuelle essentielle.

3.3 Riemann et Lebesgue copains

Il y a au moins un cas où les deux approches sont les mêmes : pour les fonctions

monotones. En e¤et, si f est, disons, croissante, les sommes de Lebesgue et de Riemann

coïncident car on a Ei = [si; si+1[.
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3.4 Pourquoi que c�est mieux Lebesgue

Si on a une vision utilitaire des choses, on peut dire que Lebesgue c�est mieux parce

que les théorèmes qu�on y obtient sont plus e¢ caces. Il su¢ t de penser aux théorèmes

de convergence monotone et dominée ou aux intégrales dépendant d�un paramètre pour

en être convaincu. C�est sûr. Mais ce qu�on peut se demander c�est, pourquoi peut-on

obtenir ces théorèmes avec la méthode de Lebesgue ( le découpage en tranches) et pas

avec celle de Riemann ( le découpage en piles) ? La question n�est pas évidente et ce qu�on

a fait au chapitre 1 du polycopié ne permet pas d�y répondre, car l�entrée par l�analyse

fonctionnelle masque la dé�nition �en tranches�. Nous verrons mieux ce qui est utilisé au

chapitre 2, notamment pour la preuve du théorème de convergence monotone. En fait,

le point technique qui semble crucial est le suivant : si on a une fonction f intégrable

( éventuellement méchante) et une fonction u étagée, on a besoin, dans le théorème de

convergence monotone comme on le fera au chapitre 2, de considérer la fonction v qui

vaut u (x) si u (x) � f (x) et 0 sinon. Il est clair que v est encore étagée ( elle ne prend

toujours qu�un nombre �ni de valeurs). En revanche, si l�on faisait ça avec une fonction

u en escalier, voire une constante, v ne serait plus en escalier, même si f est Riemann-

intégrable. En e¤et, l�ensemble des points où f � u peut-être une cochonnerie sans nom

et pas du tout un intervalle ou une réunion �nie d�intervalles ( ce qui serait nécessaire

pour avoir une fonction en escalier). Exemple : f = �K où K est le Cantor triadique et

u = 1=2.
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