Frangois Cottet-Emard

Analyse ‘

COURS ,
ET EXERCICES CORRIGES

> Licence de mathématiques, L2




Table des matieres

DA PTOIO8 s crssvrswschamsensessommntisssmssssmsins s dassmsseminsnssxssrmsmssas st ns e s easess 111

Chapitre 1 Rappels et compléments d’analyse

L. PO OB O cuisviuonsuiniassmnssseiobviass sy vissiass s s s e ANV RS o s 2
e X 110 W 2
12 Paree Senfehtl B cceansssnmnmnisimsmim s ses oo ssassssiiens 3
1.3 Théoréme de 1a borne SUPEIIUTE. .......oueverireiirireeeereriere ettt ce e er s 3
1.4 Suite croiSSAnte de TEELS ......uuumuureieeteie e eeeee e e e e e eeeeseeeee e s s eeeseseeens 4
i gl e 5
21 PoritinmictEill [ st iinsisingt o emermee s s e o e 5
2.2 Théoreme de 1a Dorne INFETIEUTC. ....iiiiieeeieieee et et eeeeeeeeeeeeeeeeeessseeeeseeesasnesssees 6
2.3 Suite dEcroiSSANTE A TEELS ..iiiiiuuurreiiieiiiiierieeeeeeeieeeteeeteseesneeaeseeeasssssesssessssnseesesas 6
24 Uricueiiple poil o8 dSENe cawanasnemsmmonassssssswis s s s 7
3. Suites adjacentes de réels..............ccooiiiiiiiiiiiiiiie e re e ees 8
B SUTTEH AULIBCEIREE s ciirsnncommmmneinsssnsrmmessemns sprsEaEmm RS AT OB SPAYRRO AREESSA CR RSP OR SRESRS 8
3.2 Théoréme des segments emMDOIES ......ccveveirierieriirienie ettt 9
4. Theoremes sur les fonctions MONOLONES...........cc.ooiiiiiiiiiiiiiieeceeeeeeee e 10
4.1 Fonction majorée, Minorée, DOTNEE SUL P iivmisisermssssrisssesnersassssmpssassnssnissassomnen 10
4.2 Fonction croissante sur un intervalle F.....cccoiviieiiiiiiiiieiieeeereeeecsereseeeserensresesseeenns 11
4.3 Fonction décroissante sur un intervalle $ ...ocouvviiiiiiiiiiiieeieeeeeeeeeee e e e e 12
4.4 Remarque fondamentale concernant ces quatre théoreémes ...........cevevveervivvesnnanen. 12
3.5  BRBITIIO oo e s R PN A T e 13
5. Fonction intégrable au sens de Riemann.............cocooooiiiiiiiiiiiiiicccceeeeeceee e 15-
5.1 AIIe SOUS UNE COUTDE ....vvviiiiiiiiiiiieieeceeeeeeee e et et eseeseseanseaeeeeesessesesssesssnsnseesees 15
5.2 Fonetion mttorable Surn SERMEHE .o iaiessspmsoissiomsss 16
5.3 Cas des fonctions cONtiNUES SUT UN SEEMENT....c.cceerreeruerreererrseeeeressressesssessesasenss 20
5.4 Définition pratique de Jﬁb JRE) -8 POIE T CONMBIIEG 5o vonsmsrssiedaisssomeiratsmsibmsaans 21
a
6. Propriétés de l'intégrale des fonctions continues sur un segment..................... ive AR
T T U 23
6.2 Tiiegalitt U6 In MOVEREES «nciiimmmim st sl TS e Rosa st 23



Analyse et Convergence

6.3 Positivite de intéprale. .. .cmomeermssmmsssmessnssmmmmussssmasssasssrenasssossssssnnssinsinsssssessnss 23
64 Compatibilité aver 1a relation dOrdre oo msmosisssssissssssssssssssssmsisaesasssnss sasons 23
6.5 Irtlgrule er Vit UEMBIIR. s inmummssarvsmsasss s S R S 24
b6 Relation de Chailes. ... i cmmnnimaiaismmmissmem s 24
6.7 'Théoréme fondamental du caloul Intégral.......ccimsssessrursnsnmssissassananssssnnmnsssnasensmans 25
6.8 Calcul pratique d'une Intégrale ..........ccceviiriiiiiiiiiiieceniere e 26
EXGICICRS ........coovicniisiimsscrassssnssnis sarnesnssnsssnmsess smanssygsonssassssssansssanssesssnsonsssssssssiassasinsassssnsonanse 27
1. Limite continuite; sutte 6t THtegrale o uunasninmamnasammmmsn s 27
Z: Boriie SUPeneire all THTOTIENIE «uauiassmmsinismiimira st s e iaos s e s 32

Chapitre 2 Intégrales généralisées

1o IREODUCETON c.oocoomsmmmnsssinsuonessssssssbusmsssusssesncssisassssntas vssmssssasdosssassnisensstinioasssssivsmsassss 40
1] Bt origut. come o rmmreanto s e s o HETemm £ STETET SRR s STy mesen e 40
L2 oeieme somm dHmm i, . o e i e s RS S SR 41
1.2 Inirrpaiinton TUSTIIINIINIE « ot s ae s oot SRS S SN B 42
2. Intégrales généralisées sur un intervalle borné...............cooooiiiiiiiiiiiiiiiies 44
3. Intégrales généralisées sur une demi-droite [a, + oo ...ccccooviiiiiiiiiiiiiiiiiciees 47
4. L'exemple fondamental des intégrales de Riemann................ccccooiiiiiiiiiiiiiiciiineens 50
5. Intégrales généralisées aux deux DOrnes ...t 51
6. Cas des fonctions de signe constant sur lintervalle $...........ccoooveiimiiiiiiiiiieeeeeeeen. 54
6. "THOSoREUNE PHBEIEL wuusiumsummumsossnsmussosn s ol s s ARk G335 s 55
6.2 Comparaison des intégrales généralisées de deux fonctions positives .........cc.c..... 57
6.3 Intégrales généralisées de deux fonctions positives équivalentes ...........ccceouevunenne 62
7. Intégrales généralisées absolument convergentes...............cccoeoiiiiiiiiiiiiiiiiiincnnnns 67
8. Intégrales généralisées dont on n'a pas pu montrer
qu'elles étaient absolument convergentes..............ccooviieiiiceciie e 71
8.1 Utilisation de I'intégration Par PartieS........ccueciueeciueierurerreerneerreesieeseseessaaesinessenas 72
8.2 Utilisation d’'un changement de variable .........ccccccciiiiiiiiiiiiiiiiniiciee e, 76
8.3 Utilisation d'un développement limité ou asymptotique .........cceeevuueeminneeiiiniiiinenns 78
8.4 Montrer avec la définition qu'une intégrale diverge........ccccceeiriieiiiieciiniccnneennne. 81
9. REAPILEIONT 088 FOEBIIGUIES .. o.onscmunsmmyranisminsnssmsssmeiess s s s s R b S s i 82
RN . B 0 B S S L e i SN 85
1. Integrales GENETAlISEES ......coooiiieieeiii e e e e e e e e e e e e e neeess e s seeeeeaeeeaeaseeaesaens 85
P 5°C=) don (o = o g 1= o L Lo (1 (=L TSR PSR PR 108
3. Intégrales dépendant d'Un Parametre. ..o i ceeee e aar s e e e e e raea s sesenes 113
4. Bxercices SUPPIEMENTAINeS ............ccoiusssiisesssssenssnsnssianssnsasas L S I 120

Chapitre 3 Séries numeériques réelles

1. Idée de sommationinfinie . . . . e T L 126



Table des matiéres

1.3 CoOmMDIEN A ENTANES P et eeeee et e e e s eeeeeeeee s e ee e e s e e e e e e e e e e 127

AR 0 I3 & 111 o [T RO SRS 127
2 B B 1< £ T o E 1 s Lo ) o USRS 127

2.2 Eosanplen diess cowsmensisinmssmicsimiys i e s s 128

2.3 Reste d’'une série COBVERPEITE ....ouuunmisonsosscsss s s S i s e e s n s 131

2.4 Opérations BT NER BEOIES iuiiniininmsmmrrsssisssisinminssnms sy s s kanos sens s msssmses s 132

2.5 Une condition nécessaire de convergence d'une Séri€ .........ccceeeeueeeecveeeeeecrnneeenne. 132

2.6 UnNE NOtAtION CONAEIISEE ounerneeneeeeeeeeeeneeeereneeenesnsssessnseasnnsssssee s esnn s ean e e eneens 133

3. C.N.S. de convergence des séries a terme positifs..............ccoooiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiannnnn, 133
4. Séries u, = f(n) avec f positive décroissante vers O...............ccocceiiiiniiiiiiiecieenne, 134
4.1 Théoréme fondamental ......o..oeeneeeeeeeee e e e e e ee s e e e e e s e e e e e 135

4.2 Exemples IomlatiEHitliig covmsusmassomsommiinse s sssss ssiays s s 535485 137

-3 DPocadreiieiil il T68IE oo o s it fen sk tbmeesnsss s b derns b ons s smaunt 137

5. Comparaison de deux séries a termes positifs..................cooiiiiiiiiiiiieeee 139
5.1 Série fNAJOLEC DAL UNE AULLE BELIE «1overeresssresersnsasssssssensosasssnsnnsnsnssnsssntnnansansaesmanmmnnnes 139

5.2 Séries positives EQUIVALENLES. ....ccuviriiiiiieciiiiieeeiteeeeiite e e st e e e e s iaeesenane e e s easaeeaeenns 141

6. Reégles de d’Alembert et de Cauchy pour les séries positives...............ccoeeeveunnnnnne 142
A 7 N R S 143

62 Replede Coehyi o it 146

7. Séries absolument coNVergentes ... 147
8. Reégles de d’Alembert et de Cauchy pour des séries de signe quelconque.............. 150
Iy L S S 151
9.1 DAINItION €1 thAOT INIE oenieeee et e et e e 151

9.2 Signe et encadrement de la somme d’une série alternée ...........ccccouvveiiiinereecnnnen.. 153

D0 FITTTIVRNR . cccvconosmmoinesassmmacssesnsass s Hcam e D A A S R e A 153

9.4 Majoration du reste d'une série alternée vérifiant ce Critere......cccccoeveeenvnierrsesaanes 156

10; Erere BABEL .....coinnmnss s T S S R S s et e 158
11. Utilisation des développements limités. ..., 161
12, SOMMAtion Par PAqUELS........o et e et e e e e aeeenaan 163
13. Sommation exacte ou APProCREE.......... ..o e e a e e eanan 164
© 13,1 SOMIMNATION EXACTE vrneentennesneenesseeeneensssesaese s s e e s e e e e e e e e e el 165
LB ORI EIIRIDRIER . st s R A A A S RS 167

14. Récapitulatif des teChNIQUES .........ccciviiiiiiiiiiiiiiicr s issesessarecssssnss s ssssbeassssans 169
15. Peut-on changer l'ordre des termes dans une série convergente ? ......................... 171
151 [Efude 06 S8t GBIN1E. ... oumiiinmntimmmimm ey s ey e AR e TR 172
15.2 Un exemple bien pire ol il y @ dIVergence .......cccceeieiiiiriiiiiiieiiiiiciieeenececeneeeeeeeens 172
15.3 CONCIISION. vvnrersnecsesssesonssnsssmosssesanssssssasssnssessssssnssnsssssssssssannsasnsesssasssnsnsnsnsnmnsmonssnne 174

16. ANNEXE CULLUFELLE ... .o et e e e e e e e e e e e e e e 175
B TR HCRE. . 2 cnswstn s a5 kR RSB S4S  5 RS ASARHAAS SE AH 177
1: Etude'de la CONVEIGENTE U6 SEIIES ...cmsimsiimisimissmessssnnnmsnssnsstnstspsisssssiatsssssssmmassssans 0



", LSS 02 SOMIIIES 1 BN CAUN M NS i iiiiniiiiiiinireeenseeereeessnnsnssssnssensesrmnsnseessnssensonsonsnnnes 184

ERENEREES TIBOIIQUES............covceecenrnceoesssonncsnssnnsnsnnsssnsssssssssnsesssnssssssssessonssssessssssnsonssssensos 190
S FOOCTIONS CETINIES DAT UNEG SBTTC .iiiiiiiiiieeiiiieeeieeieireeteeeereeaseneasaeesessmensnssasnssanssnsssnnssannssnnns 192
S s [ 1 g ] - L <L 199

B PHBSERTATION. ...t tersrtisens s eseeesssassasasssesosssenensassnsnssssssasanennsenasssannsen 206
1.1 SUIe de fONCIONS ceuurrreiieiemrneriuneniireeeerinrsssssssssesesseesesssssssnnssssssssassssssnsssssssssssmnssnsnns 206
P2 Aftention ane pas confondre BIBER wu Duaaninsiimsssiis sssissiisatswvaeas s 206
EC " Vocabulasie 0 CREDIINE .o s s e s e st isssasaossnss 207
134" + Unie s tivation Patiil @ il s st siinsaibme b monsmsoamansis i esimpesrsize 207
15  BOTHE SUDCEIGUIT .oonvnsesrumssnsmurersasaninis tsominsamssansssmrsssnssyassmmsnsmssnisss Ky smrysss sosss vyssssnsssn 207
2. Distance de deux fonctions sur une partie D de R.........coovveeeiiiiiiieiiiiiiieeeeeeieeeens 208
Lo BT R B o R SRRV, N SN SO OLT YO VRN oot o) 208
2.2 Caleul pratique de cotre RO omosssssmsss s sosms s s st raasin s basssasinsras 208
3. Convergence simple d'une suite de fonctions ....................oooiiiiiiiiiiiiiiiiieeceeees 209
4. Convergence uniforme d’une suite de fonctions sur un domaine 9%........................ 211
4.0 LAdEe dUnMOrmS.. .cocrsinsonesnnssonsanassmesssosussssesenssnanssssssnn xsssusssesssinssssmassssnnsnansnsnes 211
4.2 Convergence Uniforme SUT D ...occcuuiieieeiiiiiieeeeiiieeeeeeenaeeeeeeeeesssseeeeeesnaeeeeeeeennes 211
4.3 Convergence uniforme et convergence SR sscuisssoniscamnnmiiinsssssssbat SR 211
44 Techiugue patique et scaunsnassiesiss e TSR R A 212
4.5 IDIEETSHOon FEENEITITIUR o s s s aieass LR e Rass oy 212
5: Theoremes ToNdamentElN. oo pea R R A 217
5.1 Continuité de Ia Himnite UNIFOTIIE ...c.cvvsisieresssiorsssmessssnmmnssssssssenssmamnnsnnsssssasnnssassanse 217
5.2 Intégration et limite UNIfOIME. . coiicuumiiiiiiiiiiiieeeeiiiieeeeeccaiee e e e e e eceaare e e e seasbaseeeeeennes 218
5.3 Dérivation et limite UNIFOIINE ....oiiruiieiiiii it ceiiieeeeiieeseeaesesaeessnnssssnnasesnnsesssnns 218
6. Un exemple dutilisation de la convergence uniforme...................cccoovviieeeeiiieeeeiennn. 220
7. Convergence uniforme d'une série de fonctions sur D ..........coooeevviiiiiiiiiiiiiiieiinnennn.. 221
7.1 Convergence simple d’une série de fonctions sur @ .......cccceeeeiiiiiiiieeiieniiiieeeeeennnn. 222
7.2 Convergence uniforme d’'une série de fonctions SUr P .........eeevveieeeeeeeeeeereeieeseeenn 222
8. Une condition suffisante de convergence uniforme :
convergence normale d’'une série de fonctions sur & ..o, 229
8.1  DéfiNition € thOrImME. ... iiiueieieiii it e e e e et ee e e e e e e eeeeaeaseeenesesnnaaes 229
8.2 Une condition nécessaire et suffisante de convergence normale sur ¥ .................. 231
8.3 Technique pratique pour étudier la convergence normale.........cccceeeuvievnerrenveernnen. 232
9. Que d’adjectifs pour qualifier la convergence des séries de fonctions !................. 234
10. Théorémes généraux sur les séries de fonctions ..., 236
E X BT T S e 247
3 St ORI o i e e R e R S A S e 247
R = s 253
3. SErIES A FOMCEIONS. . .eeeeeeeeeeeeeeeeee e e e eeeeeee e enesasseas e v annnnnsesessasssnssnnnssnsnnsssnns 254



—
-

Table des matiéres

Utilisation de la transformation A ADEL.........eeeeeei e et e e eeeeee e e e eeeen 277
EXercices SUPPLEMENTATIES ... .ccieieieiieeee e et e e e e eer e e e e eeeesanbaa e eeseesesasnnaeeseeans 279

Chapitre 5 Séries entiéres

1. Suites et séries @ valeurs COMPLERES..... .. uivniississiimsississeiisivivsioss 294
1.1 Converpence d une suite de CoOMPIENEs «uvmmnmimirimrasissmsimss st i 294
1.2 Attention, la monotonie r'd plus de SEHS. .cuvmbgumssisssisimssisasiss sasississssivsssss 294
1.3 Beriend BErpnen OITTIIIBRAREL ..o o mssmess s i s s S s e i 295
2. DEfmiHion. LEMTme BRBO ... ooouminmommanmmsugos s i s s sy e aS s 296
2.1, Défirintion dirine s6ne B . mnniimis st e s 296
2:2 Lemme d'Abel. . csnimnnisraminamisii s i sisiveiis e sl s 297
3. Rayon de convergence d'une série entiére ..............cccccciiiiiiiiiiiiiiiiiiii 298
I —— 298
32 LU sinpie de Gildil de R sqevmmnasmsspsnsamssissssmsnsimnsaes 301
3.3 Rayinsde OBl e B suvovmmsies ot s s bt 303
34 "D TITOLOBIE consvusnmunsnsnisiinmasss s s i Fas s s e s U S s ST 304
4. Continuité et dérivabilité de la somme d'une série entiére..............cccevveeeeneeeennnn. 304
7 I o o T T 304
4.9 Continiits A8 s ST mesacnars R R R R R ST s T 304
4.3 Derivabilits de 19 SOMMIE .coosirisssimessrmmossasiisssmssisirias s s sssstassanssmmmassmmmbassasnsrmsnss 306
4.4 Intégration d'une SErie ENTEIE .....civereireiirieriie i sr e see e saae e sesneeeene 309
4.5 GENETAlISATION .uuiitiiiiiiiieeeiiierteeraieeessaeeassseassnaasssnesssassssnsssssnsssssnsesssosesssnessnnsessnn 310
4.6 . 1ln corollaire IMPOTTAnt wamsmssmnmmroses s S S S BRI e s 311
4.7 Continuité au bord de lintetvalle de convergence qisuumusmnsimiimswsisasiersmmsase 312
5. Développement d’une fonction en série entiére.................ooovviiiiiiiieiiiieieeenes 314
5.1 Conditions TECESSAIEES . .. oveesarescrssnsssssnmsssmmsssssasssssssssssnnnmmssassshsassanssnssnssessssssssmassnnss 315
5.2 Une condition SUFTISANTE .......euueiiiueeiieeeeiriieeeeeiieeeeseeseeasen e eesesaeneeesssnneeessannnsses 315
5.3  Les fONCHIONS SINUS €T COSIMUS crvvunerunnerrrseeerrunasernneeesnnsersnseesseressmnsesssmeessssssssnssesssoes 316
5.4 La fonction eXponentielle .........cccvuiiiiiiiimiiiiiiiiieiee i reiiree e ee e s 316
5.5 La fonction 1ogarithime ... ..ccioi it e e e e e s 316
5.6 La fonction ATC tANZENTE .....ueiiiiiiiiiiiiieiiiitieaeeiesiireeee e e s essasaeeesasabaeeeeesssbntaaeaeean 317
5.7 LaTonction ) = (1 4 X)B ..cssesorenssssansoesassssssonsraassersnanssnossasensssssnstonsssssnssssassasesssanns 317
5.8 Fractions rationnelles...cccvveccorssosessasssanssssssssssusnnssssnssaassssssssenssssssssnsonsssensonnsssnonsssnss 319
5.9 Identifier des sOMMES de SEIIES ENTIETES vuuriirrniiernnieinerrenrernneeruneeesneesnsessnneesennaes 320
6. Application a certaines équations différentielles ..............cccoooviiiiiiiiiiiiiieciccee. 322
IR CNCES .. i oo s i oo 30 A S e G e vl i 325
1  Ravins 08 CONVOTEERER wummwmamssms i i i iR e s R AR A 325
2. Calculs de sommes ou de développPementS....cooiuiiiiiiiiiiieiiiiiiie e e e e ee s srrsaeeeeees 330
3 EETIEEs INBONHHES rvus i s B R s R e e 335
I s L 336



